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A Representation of Multidifferential Polynomials 
in Fields of Prime Characteristic. 
By 
ARNO JAEGER in Cincinnati, Ohio. 


1. Introduction. 

At first a special notation’) will be introduced to faciliate calculations 
involving polynomials in several indeterminates. Then a set of partial deri- 
vations”), called a multiderivation, of a separably and finitely generated 
algebraic function field F of characteristic p > 0 is used to prove the following 
basis theorem: If x = (x,, 2g, . . ., %,) is a separating transcendence basis for F 
over its ground field the p" power products 


IT x3 (0 < aS p—1) 
i=1 
form a basis for F over the subfield C of differential constants. Next the 
ring 2 of multidifferential polynomials will be defined, and the multidiffe- 
rential polynomial ideal X which admits every n-tuple of elements of F as 


a zero will be determined. Finally 2/X is shown to be C-isomorphic with 
the full endomorphism ring of the division algebra F over C. 


2. Notation. 


The letter » will stand for a fixed positive integer throughout the paper. 
Apart from the KronEckER delta 


1 ift=k 

0 ifi+tk 

small Greek letters a, 8,...,0,7,... will generally denote ordered n-tuples 
& = (0%, Og, .. +» On), B= (Bs, Bg, -- +» Buds ++ 


O = (Oj, Og, . . -» Oy), T = (Ty, Te - - +> Tay 


Siz 2 


of non-negative integers «,, B;,..., Oj T;,.... The symbol e will be used 
for the ordered n-tuple 
x= (Dyes Sox, - + +» One) 


having a 1 in the k-th place and zeros otherwise. The sum of two n-tuples « 
and f will be defined by ; 


Ie a+ B=(a,+ By, a+ By. +) &n+ By). 

1) Cf. [3] p. 1. 

2) Note that in [3], [4] and [5] a different concept of a derivation was used; only [6] 
and [7] take the same viewpoint as this paper. 
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If Y =(¥,, Y,, ..., Y,) is an ordered n-tupel of indeterminates, commut- 
ing in pairs, over a field F we shall abbreviate 


n 
» 4,Y*= Py De, ta, . +s an iT Yj (a,€ F) 
x Co er j=1 
and in particular 
t t t t n 
2 a¥e= J) D's J Ga,....05 LT Y;8 (a,¢F). 
a=0 a,=0 a,=0 a,=0, j=1 
t 
In the same manner ¥’ a, 2* and 5’ a, 2* are defined if x = (2z,, 2, ..., Z,) is 


a a=0 
an ordered n-tupel of elements 2; of the field F. 

More general, if ¢ denotes an integer we shall also take this letter ¢ as an 
abbreviation for the n-tupel (¢, ¢, ...,¢), provided that no misunderstanding 
is possible. Thus we shall use the notations 

Dt = (Di, Di, . . .. Dt), 
x? =(2?, 2?,..., 2”). 
Finally we shall abbreviate: : 
n 
a! = J] (a,!) 


t=1 


By (Bi 
(;) ~ 2 (2): 
3. Multiderivations of a Field. 

Let F = f(x; y) be a separably generated algebraic function field of char- 
acteristic p > 0 in n independent indeterminates x = (zx,, 2g, . . ., Z,) over the 
ground field f. There exist n partial derivations D,; = 0/éx, (i = 1, 2,..., n) 
of F over { uniquely defined*) by the equations 

D,(x;) = 45 (i,j = 1, es n). 
Since all p-th powers of elements of F are constants with respect to any 
derivation of F the D,(i = 1,2,...,) are even partial derivations over 
C = f(z”; y”), and every element c of F for which D,(c) = 0 holds, for every 
+= 1,2,...,m, lies in C. The formal n-tupel D =(D,, D,,...,D,) will be 
called a multiderivation of F over C. 


4. A Basis Theorem. 
Theorem I. F is a division algebra of dimensionality p" over C. Every 
element of F can be uniquely expressed in the form 
~1 
() or. 
a=0 
with c,€ C*). 


*) Cf. [1] p. 140. 
*) Cf. (5), p. 271. 
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Proof. 1. Existence. It is shown in [7] that we have 
(2) De(z) = 0 


for every z¢ F and all derivations D,(i = 1,2,...,m). Hence D?—'(z) ¢ C* 
where C* is the field of all D,-constants. 

Suppose now it has been shown that the (p— k)-th derivative of every 
z € F can be written in the form 


k-1 
De-*(z) = D,(D?-*“ (2) = F cf ei O< k< p, of €C*). 
j=0 
Then, as in the classical case, the general solution u in F of the differential 
equation 
a 
is given by 
= a+e 


“= 





is) 


j 
where c is an arbitrary element of C*. Hence u = D?—*—"(z) can be written in 
the form 


k 
De-*-1 (2) = SY cf* xi (O<k<>p, cf* €C*). 
j=0 
Therefore every z € F can be expressed as 


p-1 
(3) z= 5 c,x/ 
=0 

with c,€ C*. 7 

In the case n = 1 take i = 1, then C* = C follows, and the existence part of 
the theorem is proved. If n>1 put C*=C,, and construct recursively a 
descending chain 

C,>C,>° . “DC, 


of subfields of C, by defining C,(i = 2,3,...,) to be the subfield of C,_, 
consisting of all D,-constants of C,.,. Then it is obvious that D, is a deri- 
vation of C;_, (i.e. D,(C;-,)¢ C,-,). By applying the previous argument 
to the case of an element c¢ C;_,(i = 2,3,..,) this c is shown to be ex- 
pressible in the form (3), where, this time, the c,’s are elements of C,. 
Combining these results we see that the original z can be written in the 
form (1) with c,¢C,. If Cf (¢=1,2,...,n) denotes the subfield FP con- 


sisting ofall constants ofF then Ct 20, 0= A CT, and hence C 2 n C,= C,.- 
i=1 
Since obviously C,, 2 C holds we have C,, = C, pe the existence of a represen- 
tation (1) with c,¢ C is shown. 


2. Uniqueness. We have to prove that 


p-l 
» “x =0 


a=0 
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holds only if all c, vanish. This is certainly true if the sum consists of one 
term c, only. Hence let us assume that in the representation (1) there exist 
n-tupels « + 0 such that c,+ 0. Now let £ be a fixed one of them satisfying 


n n 
¢g+ 0 such that 3” B; > >’ a, for all «’s with c, + 0. Then a simple calculation 
i=1 é=1 


shows that 
p—l 
pS 2)- Bl cy + 0, 
a=0 
and therefore we have 


p-—l1 
» Cx + 0. 


a=0 


5. Multidifferential Polynomials. 
We shall now consider finite formal sums A = 3’ a, Y* with a,¢ F and 


a 
Y =(¥,, Y,,..., ¥,) being an n-tupel of independent indeterminates over F. 
The empty sum, i. e. the sum where each coefficient is equal to zero, will be 
denoted by 0. When an addition and a multiplication of two such expressions 
A = 3 a,Y¥* and B = 3) b, Y° are respectively defined by*) 
B 


a 


(4) A+ B= J'(a,+ b,) ¥*, 
(5) AB= ES (°)a,D*-r(b,) Yor 
a,pBy=0 ¥ 


[where (5) still can be re-written in the form A B= 3’ c,¥? by application 


Y 
of (4)] they are called multidifferential polynomials in F relative to D and 
form a ring 2(F, D), the ring of multidifferential polynomials in F relative to D. 
If A = )) a,Y* is a multidifferential polynomial in F we shall use the 
a 


abbreviation 
A(z) =» a, D* (2). 


Then the mapping z-—> A(z) is an endomorphism of the additive group of F. 
Now (4) and (5) are chosen in such a way that the correspondence between A 
and the endomorphism z-> A(z) is a representation of the ring 2(F, D) in 
the endomorphism ring of the additive group of F. 


6. A Maximal Ideal. 
Lemma: The two-sided ideal X generated by D?=(D?, D?, . . ., D®) is equal 
to the left-ideal generated by D?. As a two-sided ideal X is maximal. 
Proof: 1. By using (5) and (2) and applying (?) =0(modp) for0<k<p 
we obtain 
D? a, D* = a, D* D? (¢=1,2,...,n). 





5) This is a straightforward generalization of the ring of differential polynomials in [2], 
p. 30. 
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pl 
2. Consider the residue class ring 2/X and take the elements R = 5’ r, Y* 


a=-0 
as representatives of its residue classes. Let 
for R= 0 
t(R) = " 
maximum ( py x) for R+0 
awithra+0 \i=1 


be called the total order of R. If I is an ideal of Q/X let 
t(Z) = minimum ¢(R) 
R(+0)€1 
be called the total order of I. Then the zero ideal and the unit ideal of Q/X 
are characterized by total orders — co and 0 respectively. 
Now let J be a two-sided ideal of 2/X with ¢(Z) > 0. Then there exists 
a class of 2/X in I whose representative has the form 


tq) 
S=) 8, Y* 
a=0 


n 
where s,+ 0 for a r with ) r,= t(Z). Since ¢({) > 0 this r must have a com- 
i=1 


ponent t,+ 0. Put 

(6) B= Sx,—2,8 =) b,Y° 
then obviously : 

(7) t(B) < t(8). 


Using the abbreviation 
o=Tt— &y 


and applying (5) we get for the coefficient b, of (6): 


n 
b= a S+e, D, (xx) = 8, + 0. 
i=1 


Because of (7) and 
t(b,¥°) = t(S)—1 
we obtain 


t(B) =t()—1 for Bel 


which contradicts the definition of ¢(). Therefore {2/X is a simple ring. 
Corollary: X is the kernel of the representation which associates each A € Q 
with the endomorphism y + A(y) of F. 
Proof: The kernel K of the above representation must contain X in view 
of (2). Since obviously K + Q and X is maximal we have K = X. 


7. The Representation Theorem. 
From now on we shall identify the classes of multidifferential polynomials 
of the form a, ¥° with the elements a,¢ F; then F becomes a subfield of the 
ring Y = Q/X, and C obviously becomes the center of Y. Now it follows 
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from theorem I that Y is a central algebra of dimensionality p*" over C 
with basis elements 
a Yb (Osa, BSp). 
The faithful representation 
A mod X + (y> A(y)) 


is a C-isomorphism of Y with a subring of the endomorphism ring Z(F, C) 
of F, regarded as a division algebra of dimensionality p" over C. Since E(F, C) 
has also dimensionality p*" we obtain at once the final result: 

Theorem II. The ring of multidifferential polynomials in F relative to D 
reduced modulo the ideal generated by Y” is C-isomorphic with the full endo- 
morphism ring of the division algebra F over C. 
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A Relation Between Adjoint Multidifferential Polynomials 
and Transposed Matrices for Fields of Prime Characteristic. 


By 
Arno JAEGER in Cincinnati, Ohio. 


1. Introduction. : 
. pP— 
In [3] it was proved that the multidifferential polynomials 5° a, Y* of 


a=0 

a separably and finitely generated algebraic function field of prime character- 
istic correspond one-to-one to matrices over the field of differential constants. 
In this paper it will be shown that these matrices can be chosen in such a way 
that this correspondence associates the adjoint multidifferential polynomials 
p-—l 

» (— 1)* ¥¢a,') wich the transposed matrices of the second kind which are 
a=0 

obtained by reflection about the matrix diagonal from the upper right to the 
lower left. 

Initially the suffices for the elements of these matrices are only partially 
ordered, but obviously the results are independent of the way in which the 
partial order is refined to a simple order. To avoid the construction of any 
such refinement some of the matrix operations are generalized to virtual 
matrices whose elements have suffices belonging to any finite set. 


2. Virtual Matrices. 
The notations and conventions stated in [3] will be used throughout this 
paper, too. Moreover we shall introduce the following abbreviations: 


(1) q=p—l1 

for the vector p — 1 as well as for the scalar p — 1, 

(2) a’=q—a 

for n-tuples «, and finally 

(3): acp if «as B, for all i = 1,2,...,. 


The set L of all n-tuples « satisfying 0C «cq becomes a lattice if a partial 
order is defined in it by (3). Z was frequently used as an index set in [3]. 

A family (a,).¢4 of elements a, of a ring F with a finite index set M be- 
comes an ordered n-tuple if a simple order is introduced in M in any way. 
Similarly a family (a, 4)2,s¢m xn Of elements a, of the ring F whose index 
set is the product of two finite sets M and N can be considered as a matrix 
over F if simple orders are introduced in M and N. We shall be interested 


1) (= 1)* = I(— 1)*i, ef. [3]. 
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here in the case M = N only although many of the statements made in this 
section can easily be generalized to the case where M+ N. After a simple 
ordering of M has been chosen the calculus of matrices may be applied in 
the appropriate fashion. If the results so obtained are stated componentwise 
they are independent of the choice of the simple ordering. Hence it will be 
convenient to define some of the usual matrix operations for those families 
without reference to a superficially imposed simple ordering. 

A family (a,),< With a finite index set M is called a virtual vector (with 
respect to M). A family (4, )(4.s)¢m»N With index set M x N where M and N 
are finite sets is called a virtual matrix (with respect to M x N), and, in parti- 
cular, quadratic if M = N. We shall omit the adjective “virtual” at times 
when no misunderstanding is possible. 

Vectors will be considered as matrices of one column. Equality, addition 
and scalar multiplication are defined for virtual matrices as usual; multipli- 
cation of two virtual matrices (a, 4). scpx@q and (b. a, scqxR bY 


(Qa pha, pePx@ * (ba phasyeqxR = Capha,pePxR 
with 
Cap= a A, 40, ,. 
i€e@ 


From now on we shall assume that all matrices are quadratic. Then the 
subset (a@,,).cu is called the principal diagonal and the virtual matrix 
(@iplasem With ajg—a,, the transpose of (4,,)2,cm- Suppose now that 
there is given a fixed permutation 2 of M of order 2: 
a>na(a), a(a(a))=a, a€ M. 
Then the subset 
(4, x(a))acmM = (4.n(2),a)aeM 


is called the 2-diagonal of (a, )4¢4- Furthermore with each virtual matrix 
(4,),ecm the virtual matrix 


(4) (az,) with a3¢= Gacy, 22) 
can be associated. We shall call (4) the 2-transpose of (a,)4,cy una also 


denote it by (a,,)*. Now an easy calculation, similar to that for an ordinary 
transpose, shows that for each permutation 2 of M of order 2 the mapping 


(4, p)a,ecm > (Qap)apem 
is an anti-automorphism of the full ring of virtual matrices with respect to 
MxM. 
In the following sections we shall take M = L, and we shall use as the 
permution 2 the mapping «—«’. The matrix obtained by 2-transposition 
will then be called the transpose of the second kind. 


3. The Corzespondence Between Potynomials and Matrices. 

As in [3] let ¥ = f(z; y) be a separably generated algebraic function field 

of characteristic p > 0 in independent indeterminates x over the ground 
field f, and let D be the multiderivation of F over the differential constant 
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field C satisfying D,(x,;) = 6,;*) (i,j = 1, 2,...,). It was shown in [3] that 
there is a C-isomorphism of the ring of all linear transformations 


y> Aly), 
q 
where A is any multidifferential polynomial 3’ a, Y* in F relative to D, 


a=0 
with the set of all virtual matrices with respect to LZ over the differential 
constant field C relative to the basis 2*(0C « Cq). 

In order to calculate the virtual matrices (A) = (4,4), sc, corresponding 
to the transformations induced by the multidifferential polynomials A we 
shall assume from now on that the elements a,, b,,..., y, are the coeffi- 
cients of 2* in the basis representation 


q q q 
(5) a= J'a,2*, b= 3’ b2*,....¥= > yz 
a=0 a=0 a=0 
of the elements a, b, . . ., y as introduced in [3]. Then (a, 4), ¢z is determined 


by the equation 
qa 
A(y) = pm 4p Yp x. 
a,p=0 
For the partial derivative we obtain 


«—«, 
D,( Eb,2”) = Stat 1) bay, a= 3S (a+ 1) b,4¢, 2% 
—-. i i 


y=0 a=0 


because of «,+ 1 = 0 (mod p) for « = g, and hence 


(6) u(Y,) > (Yap)a,peL with ¥.g= (a, + 1) Da+e;.8° 
Next we take the product 


q q 2¢ 

nara aa | > aks 

x=0 i=0 d=0|x+A=6 
0Ccx.AC@ 


For each n-tuple 6 we define an n-tuple 7 = 7 {6} uniquely determined by 
the condition 

0c d—p-n{d}Cq. 
Then it follows that 


a=O0| 9» B+y=a+pn 
0cB,vC@ 


q 
ae pa silos te n= {B+ 7}, 
and by elimination of y we obtain 


q@ @ 
ab = P oy Fa- ps pn Og tx 
a=0f=0 
with the condition , 
Oca—B+pncg 
which can also be written in the form 
q>B—a+q—pn>d0 or n= {P—a + gq}, 


*) The KRONECKER delta. 
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therefore 
(7) #(@) = w(@Y°) = (a, p)apcx With a,g= 2?" a, 5,5, n= 1 {B—a + gh. 
(6) and (7) determine (A) for an arbitrary multidifferential polynomial A 
uniquely. 
4. Adjoint Polynomials and Transposed Matrices. 
The anti-automorphism * which associates with a multidifferential poly- 


q q 
nomial A = 3’ a, Y* its adjoint polynomial A* = »' (—1)* Y«a, is character- 
a=0 a=0 
ized by 
Y7=(—1) Y, for +=1,2,...,n. 
a*= (a Y°)*= Ya=a for a€F. 
From (6) we have 
— Yas= (p— i— a,) 9¢-a-e,0-8= a; 96'+4,,.0’= (Bi + 1) 9p’ +0,.0’= Yp’a’> 
hence it follows that 
(8) H(¥F) = w(Y,)* 
holds. From (7) we see immediately that (a, 4), <1 coincides with its trans- 
pose of the second kind, hence we have also 
(9) u(a*) = ua)’. 
By using the fact that « is a homomorphism, that * and * are anti-auto- 
morphisms, and applying (8) and (9) we obtain finally for an arbitrary multi- 
differential polynomial A: 


q q q 
u(A*) = u( * (Y,)*a2) = 2 u((r)") (az) = & u (Ye) u(a,)* 


q 
- & (u (aa) “(¥*))* = u(A)* 


which can be stated in the form: 
Theorem: Let the linear transformations yA(y) induced by the multi- 


differential polynomials A = oy a,Y* in F be represented by matrices with 
a=0 
respect to the basis x*(0CaCq). Then the anti-automorphism A-A* of the 
ring of multidifferential polynomials in*F modulo the ideal generated by Y” 
corresponds to the anti-automorphism of the full matrix ring over the field of 
all differential constants which associates with a matrix its transpose of the 
second kind. 
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Ein Satz iiber ganze Cremona-Transformationen der Ebene. 
Von 


Wo.ra@ane ENGEL in Halle (Saale). 


Gegeben sei der Kérper R = K,(z,, 22, . . ., ,) der rationalen Funktionen 
in n Veranderlichen z,, 22, . . ., 2, tiber dem Kérper der komplexen Zahlen Ko. 
R sei der Quotientenkérper des Polynomringes R,= Ky[z,, 2, ..., %,). Ein 
Automorphismus von R, der den Kérper K, festlaBt, heiBt Cremona-Trans- 
formation. Betrachten wir zunichst einen Isomorphismus zwischen dem 
Kérper R = Ky(2,, 2g, . . .. %,) und dem Kérper R’ = Ky(z}, 23, . . ., 24). Jeder 
GréBe aus R ist eine GréBe aus R’ zugeordnet und umgekehrt. Also muB auch 
gelten 2, ++) hj-!(vy = 1, 2,...,m) mit g}¢ Ro, hy €-Ro und z+ g,h-"(v =1, 
2,...,m) mit g,¢ Ry, h,¢ Ry. Dabei sei Rj = K[zj, xj, ..., 24]. Wir identifi- 
zieren R mit R’, lassen aber die Striche bestehen, um die unterschiedliche 
Punktbezeichnung in R und R’ zu kennzeichnen. Den Ubergang von R zu R’ 
fihren wir aus, indem wir setzen 

2-7 =f, y=1,2,...,2. 


Dabei sind die Funktionaldeterminanten 
8(z) aa a(z,, Zap oe o» Xm) a(x’) te: a(x) Toy e+ ey Tm) 
Q(x’) —-B('y, Hay. 0+» Zn) > Q(z) O( 2, Zp.» Zn) 


Wir wollen hier Cremona-Transformationen betrachten, fiir die gilt 


+0 + 0. 


2=9, % = G9, v=1,2,...,", gE Ro, gf Ro. 


Derartige Cremona-Transformationen heiBen nach dem Vorgang von Herrn 
O.-H. Ke.ier [4] ganze Cremona-Transformationen. Die Funktionaldeter- 





minanten ; ss und so sind dann beide Polynome, und aus ; on ° ne = 1 
folgt, daB sowohl as) wie auch at konstant ist. 





a(z’) @(z) 
Es entsteht die ies, ob aus den Voraussetzungen: 1. die z}(v = 1, 2, ..., ) 
sind Polynome in 2}, %,..., Z, und 2. die Funktionaldeterminante aa 
konstant schon folgt, daB auch die z,(v = 1, 2,..., n) Polynome in zj, 23, ..., 2 
sind. Herr Keiier [4] beantwortet diese Frage bei Hinzunahme einer wei- 
teren Voraussetzung: 3. die z,(v = 1, 2, . . ., m) sind rationale Funktionen von 
Xj, %3,..., 2, oder 3’. die 2z,(y=1,2,...,m) sind ganze Funktionen von 
x}, Xj, ..., . Bei diesen drei Voraussetzungen ergibt sich, daB die z,(v=1, 
2,...., n) Polynome in zj, x3, .. ., x, sind. Wir wollen im folgenden fir den 
Fall n = 2 zeigen, daB die Voraussetzungen 1. und 2. hinreichen, damit 2, 
und x, Polynome in z,, z, werden. Wegen der verwendeten Methode sei der 
Leser auf die Arbeiten von H. W. E. June verwiesen, insbesondere auf sein 


ist 
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Buch ,,Einfiihrung in die Theorie der algebraischen Funktionen zweier Ver- 
anderlicher“ [3]. 

§ 1. Wir wollen zeigen: 

g(x, y) und h(x, y) seien zwei Polynome mit den Gradzahlen [g) = (k,l) und 
[h] = (m, n). Ferner sei die Funktionaldeterminante 
8g Gh = ag Gh 


(1.1) je ty ty d0"°" const + 0. 
Setzt man 
(1.2) a'= g(x,y), y= h(x, y), 
so ergeben sich umgekehrt x und y als Polynome in x’ und y’ 
(1.3) c= g'(z',y'), y=h'(2’,y’). 
Die Polynome g(z, ° und A(z, y) seien gegeben durch 
(1.4) g(x,y) = » ze Gna t y*, h(x, y) -5 z hy, y’. 


Vermdge einer linearen Transformation 


T= Ay F + Ay au aia 


(1.5) " a +0, 
Y= Gy T+ AyQyY [ay a2! 
werden g(x, y) und “m y) prem Wes in 
Bh ise ¢ "ar 
(1.6) g(%, y) = - Li, amy, h(x, y) = my 2 he ny’. 
x=0A=0 4w=0 v= 


Dabei ist k = Max {x + A} bei g,,+ 0 und m = Max{u + v} mit h,,+ 0. Ferner 
ist J,a= Ofiirx + A> k,9z,+0, 9,40, h,,= 0 fiir uw + v > m, hox+ 0, hot 0. 
Durch geeignete Wahl von 4@,;, @,9, @;, G2 l4Bt sich weiter erreichen, dab 
Iio + 9, Jor + 9, hio* 0, hear 0 ist, da wegen (1.1) g,.) und go, wie auch you und ho, 
nicht gleichzeitig verschwinden kénnen. Wir wollen noch go.= hoo = 0 an- 
nehmen, was keine Einschrinkung der Allgemeinheit ist. Im figendon 
denken wir uns die Polynome g(z, y) und h(z, y) schon auf die Form (1.6) 
gebracht und lassen das Zeichen ~ wieder weg. 


Es sei 


6 
(1.7) 9(2,¥) = geqe A(z, y) = aa ° 


wo 2 Nenner von x und M Nenner von y ist. Wir betrachten die Divisoren- ’ 
scharen 


(1.8) (G):G = G— xz’ VEM*, (H): H = H— yy’ L™M". 
An einer Stelle S(a, b) (a€ Ky, 6€ Ky) von R setzen wir 
(1.9) z—a=-u, y—b=v, 


G(u, v) = g(a + u, b+ v)—2’, H(u, v) = 





h(a+u, b+ v)—Yy/’. 
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Dabei sind G(u, v) und 9(u, v) die den Divisoren G bzw. 9 an der Stelle 
S(a,6) zugeordneten Funktionen. An einer Stelle S(co, b) (be K,) von 2 
setzen wir 


= -1 — = 
(1.10) z=u', y—b=v, 


G(u, v) = u'g(u-, b+ v)— 2’u*®, Hu, v) = w"h(u-", b+ v)— yu. 

Ist S(a, co) (a € Ky) eine Stelle von M, so setzen wir 
(1.11) gy A 
G(u, v) = v'g(a+ u, v)—a2'v*, H(u, v) = v™h(a + u, v-)— y'v™. 


Bei S (co, co) setzen wir 
—_—" = et 
(1.12) hhh telgen 


G (u,v) = u®v*g(u-!, v-!) — 2’ uk v*, H(u, v) = w*™v™h(u-!, v-!) — yw v™. 


An einer Stelle S(a,b) (a¢ Ky, 6€.K,) kénnen se und * wegen (1.1) 

nicht gleichzeitig verschwinden. Entsprechendes gilt fiir $, so daB 
26 2G eH 29 

(1.13) (: 1 0, (32 Pr) ecan™ 

Da go, + 0, aber g,,= 0, fiir x > 0 ist, so kann keine Stelle S(a, co) feste 
Stelle von (G) sein. Wegen g,. + 0, g,,= 0 fiir A > 0 ist ebenso keine Stelle 
S (oo, b) fiir (G) fest. Weil auch unter den Stellen S(a, b) keine festen Stellen 
sein kénnen, bleibt nur S(0o, cc) als feste Stelle von (G). Entsprechendes 
gilt von (9). An der Stelle S$ (00, co) wird nach (1.12) 


k k-a 
G(u, v) = ng UE yt-A — ge’ wk yk 
(1.14) Xx 
= Jon t* + (91 (e-1) U* + Gotu) U*) V+ °° + Geot ***— 2’ u*)v*. 


Aus der Identitaét (1.1) wird fir z= u™', y= v~', also an der Stelle 
S (00, 00) 
@(@\ 2a 5) @(.6 \ @ B) Bart 
(1.15) oy (Sex) te (wn=)- se (sa) a6 (se) ~sa%o". 
§ 2. Zur Untersuchung der festen Stelle S(co,oo) betrachten wir die 
Zeuthen-Segresche Invariante Z des Biischels (G). Diese Zahl Z ist fir 


alle Divisorenbiischel (G) in einem algebraischen Funktionenkérper von 

zwei Verinderlichen x, y dieselbe. Im einfachsten Fall ist sie 

(2.1) Z=6—4q—-N, 

wo 6 die Anzahl der Divisoren mit Doppelpunkten, g das Gescl lecht des 

allgemeinen Divisors und N die Anzahl der festen Stellen des Biischels ist. 

H. W. E. June zeigte [1], [3], wie 6 und N zu definieren sind, wenn die 

Divisoren beliebige Singularitaten besitzen. Diese Definition sei hier wiederholt. 
Enthalten die Divisoren 

(2.2) '  G,, G,, .. ., G, 


aus (©) Primdivisoren mehrfach, so setzen wir 
(2.3) 6, = 6,G;, y= 1,2,...,8, 
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wo ©; jeden Primdivisor enthalt, den G, enthalt, aber nur einfach. Es sei 
dann 
(2.4) S = G,S, eee S,. 


Bezeichnen wir mit R den kanonischen Divisor von K in bezug auf z, y 
und mit G, den allgemeinen Divisor von (G), so wird gesetzt 


8 
(2.5) Haas a {2(G,, S,) + (S,, R) —; (S,, S,)}. 
v=1 
Ist S keine feste Stelle von (G), so sei 
aG’ 3G’ 
(2.6) bs— (Sa oe a” 


wo ©’ dieselben Primdivisoren wie G enthalt, aber jeden genau in erster 
Potenz. Da ein lineares Divisorenbiischel keine beweglichen mehrfachen 
Stellen enthalten kann, ist 5; = 0 fiir fast alle Stellen. 

Ist S eine feste Stelle von (G), so setzen wir 

aG’ 3aG’ 2Gqg 8Ga 
(2.7) bs- 2 {( au’ av )—( du’ av ).} 
- 2 {205(G’) — vs(G') — 2a5 (G,) + vs (G.)}, 

wo die Summation iiber alle Divisoren G aus (G) zu erstrecken ist, die durch 
S gehen. Dabei bezeichnet 2 ¢g(G) den Beitrag der Stelle S zur Ordnung des 
Divisors der mehrfachen Stellen von © und vg(G) die Zahl der Zweige von G, 
die durch S gehen. 

Die Zahl 6 in der Definition der Zeuthen-Segreschen Invarianten ist dann 


(2.8) d6=1+) dg, 
8s 


wo itiber alle Stellen von K zu summieren ist. Die Zahl N ist zu ersetzen durch 


(2.9) N= 22’ 15 (6.)— f= 27 (6.)—f, 


wo die Summe iiber alle festen Stellen von (G) zu erstrecken ist und f die 
Anzahl der festen Stellen bedeutet. 

Wir wenden diese Definition auf das Divisorenbiischel (G) im Kérper R 
an. Da wegen (1.13) keine Stelle S(a,b) mehrfache Stelle eines Divisors 
sein kann, zerfallen nur solche Divisoren, die durch keine Stelle S(a, b) gehen. 
Es ist das aber nur der dem Wert 2’ = co entsprechende Divisor 


(2.10) G.= VFM". 
Somit ist 
(2.11) S = G, = LVEIM* 1. 
Der kanonische Divisor von R in bezug auf z, y ist bekanntlich 
(2.12) RK = L-2*M-2, 


und fiir den allgemeinen Divisor G, von (G) gilt 
(2.13) G,~ G ~ VM". 
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Damit wird die Zahl t nach (2.5) 
T = 2(L*M*, LEA Me) + (QEAME, Q-2gN-2) — (QEAMNE, QeAgHE1) 
(2.14) =4k(k—1)—4(k—1)—2(k—1)? 
= 2(k—1)%, 
da fiir den Kérper R bei der gewahlten Stellendefinition (2, 2) = (M, M) = 0 
und (2, M) = 1 ist. 

Bezeichnen wir mit g das Geschlecht des allgemeinen Primdivisors G, von 
<G) und mit 2 ¢(G,) die Ordnung des Divisors der mehrfachen Stellen von G,, 
so gilt nach June 

2 bees 2= (S,, 6, R) —3 o(G,), 
(2.15) 2q—2=2k(k—2)—20(G,), 
q = (k— i?— o(G,). 
Damit wird 
(2.16) tT=2q¢+20(G,). 

Da keine Stelle S(a,b) in <G) fest ist, so gilt fiir einen durch S(a, b) 

gehenden Divisor G, daB der Beitrag von S zu dg nach (2.6) und (1.13) gleich ist 
+ 36’ 

(2.17) ds= (2 , pa ), (. ee 0. 

Ein Divisor G(x’ endlich) geht durch keine Stelle S(a, cc), S(co, b), so daB 

wir an diesen Stellen nur G,, zu betrachten haben. An S(a, cc) ist aber 








(2.18) G..(u,r)= 04, Gu(uv)=v, (SS, ) 0, 
so daB fiir alle diese Stellen und entsprechend fiir die Stellen S (oo, b) 
(2.19) bs = 0 


ist. Fir die feste Stelle S(co, co) von (G) ist der Beitrag von S zu 6 gleich 
aS’ 26’ @2Gq Ga 
ds= 2 (a> ‘ > (= u’ ), 
- Pa {2 (¢s(G') — o5(G,)) — (vs(G’) — »5(G,))}, 


wobei die Summe iiber alle Divisoren zu erstrecken ist, die durch S gehen. 
Da G’ = G fiir alle Divisoren mit endlichem 2’ gilt, kénnen nur die Divisoren G 
einen Beitrag zu dg liefern, die in S eine Besonderheit haben. Wir zeigen im 
folgenden, daB nur der Divisor G..= L*M* eine Ausnahme macht. Dazu 
miissen wir nachweisen, daB 


(2.21) 2a5(©) = 205(G,), %3(G) = »s(G,) 
fiir alle Divisoren mit endlichem 2’ gilt. 

Aus @(u, v) = 0 (1.14) berechnen wir die Anfangsglieder der k Reihen- 
entwicklungen v = v,(u) (t= 1,2,...,%) durch einen Ansatz mit unbe- 
stimmten Koeffizienten und Exponenten 


(2.20) 


v,(u) = €,,u f+ €,gu'tt+ > éa< Eie< ae i = 1, 2, sey k. 
Dann ist 


(2.22) G(u, %) = gor U* + Morven wr ts oe + gyget wing ees, 
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und es folgt 
fa=1, Sout Ire Cir + *** + Geo ef, = 0. 


€;, hangt also nicht von 2’ ab. 
Es sei 


a 
(2.23) v,(u) = ey,u%+-°° 
1 

eine dieser Entwicklungen, die nach Potenzen von u* fortschreite. Mit den 
adjungierten Entwicklungen zusammen definiert (2.23) einen durch S (oo, oo) 
gehenden Zweig (einen Primdivisor der Dimension 0) des allgemeinen Divisors 
von (G). Fiir spezielle Werte von x’ kénnen aus diesem Zweig nicht mehrere 
Zweige hervorgehen, da sonst der zugehérige Divisor zerfallen wiirde, was nur 
fir 2’ =  eintritt. Also ist »g(G) = vg(G,). 

Aus der Identitat (1.15) wird fiir v = v,(u) 


(2.24) 20(m%) 2 (= *) )- 9O(s,0) 9 (2: *) ) =o ut yt-2, 


ou dv \ uo? av du \ u™vo™ 





Ferner ist fir G(u, v) = 0 


26 a6 
du+—_dv=0, 











Ou 

also 

eee Lae (Sag) ae + ou (Sea) au] ew tot t ae 
oder 
aay SMa (eats 
Es sei 

k—2 2ka—n-—4a 

2G(u, r1) hae d ( D(u,r) ae eae 
(2.26) “SFP = g(a’) +--+, (Aen )=— ey * 
und damit 

saze-* 2Qa(k + m)—n—3a 

(2.27) H(u, v,) = — yz) Gka—a— 3a) u x oes 


y—a-+1 gibt den Beitrag des zu v = v,(u) gehdérenden Primdivisors zur 
Ordnung des Divisors der mehrfachen Stellen von G an. Diese kann fir 
spezielle Werte von z’ nur gréBer werden, so daB y(z’) nur fiir endlich viele 
Werte von 2’ verschwinden kann. Angenommen, es gibe solche Werte z;, 
daB y(z}) = 0. Fir einen solchen Wert miiBte die Schnittmultiplizitat von 5 
mit dem zu v = v,(u) gehérenden Zweig auch gréBer werden, was im Wider- 
spruch zum Unendlichwerden des ersten Gliedes von $(u,v,) steht. Also 
ist y(zx’) eine Konstante. Damit ist die Ordnung 20(G) des Divisors der 
mehrfachen Stellen von © fiir alle Divisoren gleich und (2.21) ist erfillt fir 
alle Divisoren © mit endlichem 2’. 
Fir G., wird an der Stelle S (oo, oo) 

q aw ee 

G..(u,v)= u*v*, Gi(u, v) = ur, (=<. eS) b. 


(2.28) 


bs= 1— 2 os(G,) + vg(G,) —l=— 2 a5(G,) + vs(G,). 
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Nun ist nach (2.8) 

(2.29) 6=1+ ¥ bs=2¢+ 20(G,)—20(G,) + »G,) 
s 

und mit N = 2 »(G,)—f = 2 »(G,)—1 

(2.30) Z=6—4q—N =—2q—2 »(G,) + 1. 


Fiir den Kérper R ist bei der gewahlten Stellendefinition bekanntlich Z = 0, 
also gilt 


(2.31) 2q+ »(G,) = 1. 
Wegen der Bedeutung der ganzen Zahlen g und »(G,) folgt 
(2.32) q-90, »@G,)=1. 


Fiir die Divisoren $ von (9) gilt das gleiche. Die Divisorenbiischel (G) und 
<) bestehen daher aus Primdivisoren des Geschlechts 0 und haben nur die 
feste Stelle S(co, co). Die Gleichungen G(u, v) = 0 und 9(u, v) = 0 ergeben 
bei S(co,co) nur einen Zweig. Fiir die Divisoren der mehrfachen Stellen 
von © und § bestehen die Gleichungen 


(2.33) 2 0(G) = 2(k—1)*,  20(H) = 2(m— 1). 


§ 3. Da sich aus G(u, v) = 0 bei S(co, cc) nur ein Zweig ergeben soll, ist 
nach (2.23) 
k k+1 k+y-1 
(3.1) v=v,(u,2’)=e,u*+ equ * +--+ e,,(2’)u * 


’ 


in der e, ,(z’) der erste von x’ abhiingende Koeffizient sei (der charakteristische 
Koeffizient). Setzen wir 

k k+l k+y-1 
(3.2) v=o (u,t)=eyu® + equ ® +---+tu * 
in G(u, v) ein, so muB der Koeffizient der niedrigsten Potenz von u sowohl 
von ¢t wie auch von 2’ abhingen. Da der Faktor von zx’ in G(u, v) gleich 
u* v* ist, so folgt 


(3.3) G (u, v')(u, t)) = (pot) — a’) ut*+---. 
Wegen des identischen Verschwindens von G (u, v,) ist 
(3.4) Po (€,,(2")) — 2’= 0. 
Ferner ergibt sich aus (3.3) 
(3.5) G (u, v,(u, x”) = (qo (e,,(2")) — 2] u®*§+ ++ 
und (3.1) 
k+y—1 
(3.6) v, (u, 2”) — v, (u, x’) = (e,,(2”")— e,(2")) u J 


wo x” so gewihit sei, daB e, ,(x’’) — e,,(2’) + 0. Nun wird 
G(u, v,(u, z’)) — Glu, v,(u, 2’)) 


a , " 
ev G(u, " (u, sd )) 7 lim v,(u, x”) iad v, (u, 2’) 


(3 = 2” —>2’ 
7) k+y-1 

2k-— - id oma , 

= k lim Polrr(z )) - 

a2 Cry (2) — 1, y(2") 


Math. Ann. 130. 


te 
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Wegen (3.4) ist 
(3.8) lim Po (ery (2")) — x" li Po(e1¥(2")) = Polery(z")) - CPa 


Pusat ey (2"") — ey (2") ~ ead ey(2") —ey(z") — a (e, y(z )) : 


Nun kann a (e, ,(2’)) nicht identisch Null sein, denn sonst wire t =€,,(z’) 


Doppelwurzel von go(t)— z'= 0 und G(u, v) = 0 hatte zwei Lésungen der 
Form (3.1), die in den ersten Gliedern einschlieBlich des ersten mit einem von 2’ 
abhingigen Koeffizienten iibereinstimmen. Wie June gezeigt hat [3], ist das 


aber nicht méglich. Da wir andererseits wissen, daB =~ G(u, v,) mit einem 


von z’ unabhiangigen Glied beginnt, ist - . i Po (e,,,(z’)) = const. 

Weil G nur bei S (co, oo) einen singuliren Punkt hat und dort nur ein Prim- 
divisor p vorhanden ist, folgt, daB —-G(u, v) durch die (2 *@—k— y + 1)" 
Potenz von p teilbar ist. Diese Funktion ist andererseits genau durch die 
(2 0(G) + k— 1)* Potenz von p teilbar. Also ist bei Beriicksichtigung von (2.33) 

22@—k—y+1=20(G6) + k—1 = 2(k—1)?+ k—1, 
(3.9) y = 2k. 


- G(u, v,) ist somit genau durch die (2 K*— 3 k + 1)" Potenz von p teilbar. 
Damit wird in (2.26) 
n= 2h—3k+1 

und in (2.27) 
(2km—1) 

E(u), €(0) +0. 

Die Zahi der Schnittpunkte von $ und G in S (co, oo) ist daher 
(3.11) (G, H)s= 2km—1. 
Da die Gesamtzahl der Schnittpunkte von G ~ 2*'M*, H ~ L™ M™ gleich 
2 km ist, haben die Divisoren der Divisorenbiischel (G) und (G) einen be- 
weglichen Schnittpunkt. Aws den Gleichungen (1.2) ergeben sich also x und y 
als rationale Funktionen von x’ und y’. 

Es sei etwa 

H(z ¥) = Moly) 

(3.12) = 0 (z’, y) ’ 9= hin (2’, y) ’ 
oder, wenn wir x und y in Primdivisoren von R’ zerlegen, 


1 
(3.10) H (u, v,) = ut 





6, D 

(3.13) == GC ’ y= De ° 

Die ausgezeichneten Primdivisoren 2. Art von R kénnen nur an der festen 
Stelle S(co, co) von <G) bzw. <H) liegen. Fiir (G) ergibt sich nur ein aus- 
gezeichneter Primdivisor a,, der durch v = v")(u, ¢) und uw 0 (3.2) definiert 
wird. Er geht in den Primdivisor M’ von R’ iiber, da fiir a,= 0 z’= x’ (t) 
und y’= oo wird. Analog findet man einen ausgezeichneten Primdivisor a, 
bei (), der in 2’ tibergeht. 





430m 


413049 
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Bezeichnen wir allgemein mit s(2’) den Divisor der in 2%’ enthaltenen 
ausgezeichneten Primdivisoren 2. Art von R’, so ist also 


mM’ 2’ 


(3.14) a, = aan) ’ a,= 3(2’) 
und wegen (3.13) 

Gx 9% 
(3.15) 2 = 3(6’) ’ M = 39)” 


wo ©’ bzw. 9’ die allgemeinen Divisoren der Biischel Gj— xG‘., Hj) — y Hx 
sind. Wie aus der allgemeinen Theorie [3] folgt, ist der kanonische Divisor 
der a, 

(3.16) ane? @e-5. 

Nennen wir den kanonischen Divisor der ausgezeichneten Primdivisoren 
von R’ noch a’, so gilt fiir eine Cremona-Transformation 

@(z) a 2’? Mm’? 


(3.17) e(x’) = a’ y? M? . 
Da fay eine GréBe aus R’ ist, kénnen wir sie durch Primdivisoren 1. Art 


von R’ darstellen. Mit (3.14), (3.15), (3.16) folgt dann 

a(z) _ ekmet 

az) ~ 6292 ° 

Wegen der konstanten Funktionaldeterminante ergibt sich daraus, daB G’,. 
und §/ nur durch 2’ bzw. M’ teilbar sind, d. h. daB auch z und y Polynome 
in x’ und y’ werden. 


(3.18) 
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Uber die Erweiterungen topologischer Riume. 
Von 
Geore NOBELING und Heinz Baver in Erlangen. 


Die Vielfalt und Verschiedenartigkeit der Erweiterungen eines topologischen 
Raumes E legt den Wunsch nach einem systematischen Uberblick nahe. In 
der vorliegenden Arbeit geben wir einen solchen Uberblick durch eine Ein- 
teilung der Erweiterungen in Klassen € E (dabei legen wir einen allgemeineren 
Erweiterungsbegriff zugrunde als iiblich). Die Haupteigenschaften dieser 
Klassen € £ sind die folgenden: 1. sind e, E und ¢, £ zwei Erweiterungen von £ 
aus derselben Klasse €#, so kann jede beschrankte, stetige, reelle Funktion 
f | £, die auf ¢,# stetig fortsetzbar ist, auch auf ¢,Z stetig fortgesetzt werden; 
2. in jeder Klasse €Z existiert genau eine Standarderweiterung fg von EL, 
welche bikompakt und vollstandig regulir ist und in welcher die Punkte 
von ig —E abgeschlossen sind; 3. jede Erweiterung aus €E 1laBt sich 
stetig in BgE abbilden (derart, daB jeder Punkt von £ auf sich abgebildet 
wird); 4. die Standarderweiterung fg,Z aus der Hauptklasse €,# (d.h. der 
Erweiterungsklasse, in welcher E selbst liegt), ist die CzecHsche Erweiterung 
£8 E im iiblichen Sinne, wenn E ein vollstaéndig regulirer 7,-Raum ist. Die 
Standarderweiterungen {gH kénnen daher als verallgemeinerte Cecusche Er- 
weiterungen betrachtet werden. 

Unsere Klasseneinteilung ist eine Fortfiihrung der von I. GeLFranp und 
G. Strov [7] angegebenen Kennzeichnung der bikompakten, normalen 7)- 
Erweiterungen eines vollstaéndig reguliren 7,-Raumes E£ durch gewisse 
Funktionenringe auf £. 


§ 1. F-Algebren und ihre Darstellungen. 
Unter einer F-Algebra A verstehen wir im folgenden stets eine Algebra 2 
(= hyperkomplexes System) tiber dem Kérper R der reellen Zahlen / mit 
folgenden Eigenschaften : 
(1) @ besitzt eine Einheit e'); 
(2) fiir die Elemente a von 2 ist eine (reelle) Norm |a| erklart, beziiglich 
welcher 2% eine Banacu-Algebra ist, d. h. es gilt 


(2a) ja] 20; (2b) jal =O0-a=0; 
(2¢) ja + 5] S [al + [Od]; (2d) |Aa| = |A|- jal; 
(2e) Q ist vollstandig beziiglich der Metrik 6(a, b) = |a — d||; 
(2f) a - b| S jal - |); 

(3) lja*]| = lal? 


1) Im Trivialfall e = 0 besteht 2% nur aus dem Nullelement 0. Wir setzen daher stets 
+ 0 voraus. 
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Beispiele. Die Norm einer beschrinkten, reellen Funktion {| Z sei hier 
und im folgenden stets definiert als die Zahl 


(4) \f| = sup(\fp|; p< £)*). 

1. Es sei £ eine nichtleere Menge. 2 sei eine Menge von beschrinkten, 

reellen Funktionen f | Z mit folgenden Eigenschaften: 

(5) jede konstante, reelle Funktion A auf Z ist in A enthalten; 

(6) 2 ist ein Ring’); 

(7) ist die reelle Funktion f |Z der Limes einer gleichmaBig konvergenten 

Folge von Funktionen aus 2, so liegt f in 2. 

Aus (5) bis (7) ergeben sich folgende weitere Eigenschaften von 2: 
(8) ist f eine Funktion aus 2% und z,</p < 2, fir alle pé¢ EZ, ist weiter g 
eine stetige, reelle Funktion mit dem Definitionsbereich 2,< x < 2,, so 

ist gf | B eine Funktion aus 2. 

Denn ist ein e > 0 beliebig gegeben, so existiert nach WereRstrRass ein Poly- 
nom P mit |Px—gz| <e fiir jedes x mit z,< x < 2,; fiir jedes pé E gilt 
dann |Pfp—gfp|<e. Nun ist Pf eine Funktion aus % wegen (5) und (6). 
Also ist auch gf eine Funktion aus 2 wegen (7). 

Aus (8) folgt insbesondere : 

(9a) ist f eine Funktion aus 2%, so auch |/|. 

Hieraus und aus den Gleichungen max(j,, /,) = 4(f,+ fe + \f,—fe|) und 

min (f,, f,) = — max(— f,, — f,) folgt: 

(9b) sind f,, . . ., f, endlich viele Funktionen aus 2, so sind auch max (f,, . . ., fn) 
und min(f,, ..., f,) Funktionen aus 2. 

2. Es sei Z ein topologischer Raum und 2% die Menge € E aller beschréinkten, 
stetigen, reellen Funktionen / | 2. — 3. Es sei Z ein uniformer Raum und 2 
die Menge €,£ aller beschrankten, gleichmaBig stetigen, reellen Funktionen 
/| £. — 4. Es sei E die Zahlengerade und 2% die Menge aller periodischen, 
stetigen, reellen Funktionen f | Z mit derselben Periode. — 5. Es sei E die 
Zahlengerade und 2 die Menge aller fastperiodischen, stetigen, reellen Funk- 
tionen f | Z. 

Wir nennen einen Isomorphismus*) @ einer F-Algebra 2 auf eine F-Algebra 
2’ isometrisch, wenn 
(10) lal = |®a| (a € M) 
ist. 

Es gilt folgender Satz von I. GeLranp [6]5), der fiir uns von grundlegender 
Bedeutung ist: 

*) Statt /(p) schreiben wir / p (weiter unten statt €(2#), £,(2), ... analog € 47, Z,A,...). 

%) Die Summe f + g und das Produkt /-g zweier Funktionen / und g seicn stets wie 
iiblich definiert. (Im Gegensatz zum Produkt /- g bezeichnen wir mit /g die durch (fg) p 
= f(gp) definierte zusammengesetzte Funktion.) 

*) Eine Abbildung @ einer F-Algebra & in eine F-Algebra 2’ (oder allgemeiner einer 
beliebigen Algebra 2 in eine zweite 21’) heiBt ein Homomorphismus, wenn gilt: «) ®(a + b) 
= Da+ Ob; B) D(a-b) = (Wa)- (Db); y) D(Aa) = A(Ma) fiir alle a, BEA, ACR. 
Ist ® eineindeutig, so heiBt ® ein Isomorphismus. Sind wenigstens «) und ) erfiillt, 
so sprechen wir von einem Ring-Homomorphismus bzw. einem Ring-Isomorphismus. 


5) Vgl. [9], S. 544. 
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Satz 1. Zu jeder F-Algebra A existiert ein bikompakter HausporFr-Raum 
E,= E,& derart, daB A isometrisch-isomorph ist zur F-Algebra A,= CE, aller 
stetigen, reellen Funktionen f,|E,°). 

Wir behaupten, da8 wir in diesem Satz ohne Anderung seines Gehalts 
die Worte ,,isometrisch-isomorph durch das Wort ,,isomorph” ersetzen 
k6énnen, oder allgemeiner, daB jeder Isomorphismus einer F-Algebra 2% auf 
eine F-Algebra 2’ isometrisch ist. Noch allgemeiner behaupten wir: 

Lemma la. Jeder Ring-Homomorphismus bzw. Ring-Isomorphismus einer 
F-Algebra A auf eine F-Algebra A’ ist ein die Norm vermindernder Homomor- 
phismus bzw. isometrischer Isomorphismus von A auf 2A'”). 

Nach dem Satz 1 geniigt es zum Beweis dieses Lemmas, 2% und 2’ voraus- 
zusetzen als F-Algebren, bestehend aus beschrinkten, reellen Funktionen auf 
Mengen £ und £’ mit den Eigenschaften (5) bis (7). Also ist das Lemma la 
bewiesen mit der folgenden allgemeineren Behauptung: 

Lemma 1b. Es sei A eine F-Algebra von beschriinkten, reellen Funktionen 
auf einer Menge E, einschlieBlich der konstanten Funktion 1. Weiter sei YA’ ein 
Ring von reellen Funktionen auf einer Menge E’, einschlieBlich der konstanten 
Funktion 1. SchlieBlich sei ® ein Ring-Homomorphismus bzw. ein Ring-Iso- 
morphismus von UA auf A’. Dann ist A’ eine Algebra von beschriinkten Funktionen 
und ® ein Homomorphismus bzw. ein Isomorphismus von A auf A’ ; insbesondere 
gilt 


(11) Dir=A 
fiir jede konstante Funktion 4 auf E bzw. E’. Fiir jedes f € A gilt 
(12) |Pf| = Pf 


*) Als Topologie einer Menge EF bezeichnen wir eine Abbildung h, die jeder Menge 
AGE eine Menge hACE als abgeschlossene Hiille derart zuordnet, da8 gilt: AQAA; 
hhA =hA; h(A,VA,) = hA\VhA,; hO =®@ (@ die leere Menge). Die abgeschlossene 
Hiille einer nur aus einem einzigen Punkt p bestehenden Menge bezeichnen wir mit hp 
und nennen sie die abgeschlossene Hiille von p. Eine Menge £ mit einer Topologie h 
heiBt ein topologischer Raum oder kurz ein Raum. Sind in £ zwei Topologien A und h’ 
definiert mit h’A Ch A fiir jede Menge AC £, so heiBt A gréber als h’, in Zeichen h’< h. — 
Trennungsaxiome: T,. Zu je zwei verschiedenen Punkten p und q existiert eine offene 
Menge U mit p¢€ U und q¢ U. — T,. Zu je zwei verschiedenen Punkten p und gq existieren 
zwei offene Menge U und V mit p¢ U, g¢V und UAV = 8. — 7;. Zu jedem Punkt p 
und jeder abgeschlossenen Menge B mit p¢ B existieren zwei offene Mengen U und V 
mit p€ U, BS V und U7\V = 8. — 73. Zu jedem Punkt g und jeder abgeschlossenen 
Menge A mit q¢ A existiert eine stetige, reelle Funktion {| Z mit fg = 1 und /A = 0 
(d. h. fp = 0 fiir jedes p€ A). — T,. Zu je zwei abgeschlossenen Mengen A und B mit 
Ar\B = @ existieren zwei offene Mengen U und V mit ACU, BC V und UAV = 8. — 
Wir nennen einen Raum £ einen 7,-Raum, Havusporrrsch, regular, vollstandig regular, 
normal, wenn seine Topologie bzw. dem Axiom T,,, ..., 7, geniigt; entsprechend nennen 
wir die Topologie eine 7',-Topologie, Hausporrrsch, ..., normal. — Jeder bikompakte 
HavsporrrF-Raum ist normal. 

7) Nach dem Lemma Ia sind fiir F- Algebren : die drei Begriffe Ring-Homomorphismus, 
Homomorphismus und Norm-vermindernder Hi aquivalent und ebenso 
die drei Begriffe Ring-Isomorphismus, Isomorphismus und isometrischer Isomorphismus.— 
Aus dem Lemma 1a folgt u. a., daB man in einer Algebra mit Einselement auf héchstens 
eine Weise eine Norm mit den Eigenschaften (2) und (3) einftihren kann. 
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und 
(13) |Mf| < Ii. 


Ist D ein Isomorphismus, so ist mit A auch A’ eine F-Algebra und P isometrisch*). 

Beweis. 1. Es sei f¢ @41. Aus 1-f = f folgt dann @1 = 1. 

2. Ist p’ ein beliebiger Punkt von EZ’, so ist A (® A) p’ eine Abbildung 
F = F, der reellen Zahlen in sich mit folgenden Eigenschaften: F(A + ,) 
= FA+Fu,F(A- pu) =(FA)-(F pw), aus A + 0 folgt F 2 + 0. Letztere Eigen- 
schaft folgt aus 1 = @1 = ®(2-5)- (®A)- ( i): Da es im Kérper der 
reellen Zahlen nur den trivialen Automorphismus gibt, folgt F 4 = A fiir jedes A. 
Somit ist (® A) p’= A fiir jede konstante Funktion 4¢ 2% und jeden Punkt 
p’¢€ E’. Also gilt (11) und &’ enthalt die konstanten Funktionen. Folglich 
ist 2’ eine Algebra und ® ein Homomorphismus von % auf Q’. 

3. Ist f >} 0 eine Funktion aus 2, so auch g = Vfl nach (8). Wegen / = g® 
folgt dann ®f = (®g)*?= 0. 

4. Fir jedes f € 2 gilt |f| € 2 nach (9a) und |f/?= f. Somit erhalten wir 
(® |f|)*= (Of)? und hieraus (12), da ® |f| > 0 ist nach 3. 

5. Aus — |f| </< \\f| folgt —|f| <@f< || mach 2. und 3. Daher 
sind die Funktionen aus 2’ simtlich beschrinkt und es gilt (13). 

6. Nunmehr werde @® als Ring-Isomorphismus vorausgesetzt. In Er- 
ganzung zu 3. kénnen wir dann zeigen, daB aus Mf = 0 folgt f > 0. Nach (12) 
ist nimlich ®f = @ |f|; hieraus folgt f = |f| [0 wegen der Eineindeutigkeit 
von ® Aus — |@/f| < Of < |@/| folgt jetzt auch umgekehrt — |@/| < 
<fs|@f\. Also ist |@f = |f| und deswegen 2’ abgeschlossen beziiglich 
gleichmaBiger Konvergenz. Somit ist auch 2’ eine F-Algebra. 

Eine (F-)Algebra 2’, deren Elemente beschrinkte, reelle Funktionen / auf 
einer festen Menge £ sind (und in welcher Summe und Produkt die ibliche 
Bedeutung haben und die Norm durch (4) definiert ist), nennen wir eine 
(F-)Algebra auf Z. Ist E speziell ein topologischer Raum und sind die Funk- 
tionen f € 2’ stetig, so nennen wir 2’ eine stetige (F-)Algebra auf Z. 

Ist 2% eine beliebige F-Algebra und X ein Homomorphismus bzw. ein Iso- 
morphismus von 2% auf eine Algebra 2’ auf einer Menge Z, so nennen wir 
2’ = XA eine Darstellung bzw. isomorphe Darstellung von % auf Z. Ist dabei 
speziell EZ ein topologischer Raum und 2’ stetig, so nennen wir 2’ = X % 
eine stetige Darstellung bzw. eine stetige, isomorphe Darstellung von % auf 
dem Raum £. 

Nach dem Satz 1 existiert zu jeder F-Algebra 2% eine stetige, isomorphe 
Darstellung auf einem topologischen Raum. Wir stellen uns die Aufgabe, alle 
Darstellungen von 2 auf Mengen £ zu finden. 

Ist X A eine Darstellung von 2 auf einer Menge Z, so ist die Funktion X e 
in jedem Punkt p von E£ gleich 1 oder 0. Es sei EZ’ die Menge aller p ¢ Z, in 
denen Xe gleich 1, und FE” die Menge aller p ¢ Z, in denen Xe gleich 0 ist. 


8) Einen isometrischen Isomorphismus von 2 auf 2i’ mit der Eigenschaft (12) nennt 
M. H. Stowe [11], 8.456 einen analytischen Isomorphismus. Lemma 1b besagt also, 
daB jeder Ring-Isomorphismus bereits ein analytischer Isomorphismus ist. 
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Dann ist X a auf E” identisch 0 fiir jedes a € A. Nach Weglassen der Menge E’’, 
auf der die Darstellung trivial ist, verbleibt, sofern 2” + EF ist, eine Dar- 
stellung X’M% von W% mit der Eigenschaft X’e = 1 (d.h. X’e ist die konstante 
Funktion 1) und es geniigt daher, alle Darstellungen von 2% mit dieser Eigen- 
schaft zu bestimmen. 

Es geniigt weiter, nur nach stetigen Darstellungen 2’= XQ von 2% mit 
Xe = 1 zu fragen. Ist nimlich 2’ eine Algebra auf 2, welche die konstanten 
Funktionen auf E£ enthalt, so bedeutet es keine Beschrinkung der Allgemein- 
heit anzunehmen, daB E ein topologischer Raum ist und alle Funktionen aus 
A’ stetig sind; z.B. kann EH mit der diskreten Topologie versehen werden. 
Ist 2’ speziell eine F-Algebra auf EZ, so behaupten wir genauer folgendes 

Lemma 2. Es sei E eine nichtleere Menge und % eine F-Algebra auf E, 
einschlieBlich der konstanten Funktion 1. Dann existiert eine Topologie h = hy 
von E mit folgenden Eigenschaften: 

(14) h ist die grébste Topologie von E, beziiglich welcher jede Funktion f aus A 
stetig ist ; 

(15) h ist vollstindig regulir, und zwar existiert speziell in A fiir jede (beziig- 
lich h) abgeschlossene Menge AC E und jeden Punkt q von E mit q¢ A 
eine Funktion f mit fA = 0 und fq = 1; 

(16) fiir jeden Punkt p¢ E ist hp die Menge [p] aller Punkte q von E mit 
fq = fp fiir alle Funktionen f aus A. 


Beweis. Fiir jede Menge A ¢ E definieren wir hA als die Menge aller g < E 
mit /*q = 0 fiir alle f*¢ 2 mit /*A = 0. Man zeigt miihelos, daB hiermit in E 
eine Topologie definiert ist, die die Eigenschaften (15) und (16) hat. Wir 
behaupten, daB jede Funktion / ¢ 2 beziiglich der Topologie A stetig ist. Es 
sei also / eine beliebige Funktion aus 2, A eine Teilmenge von Z und q ein 
Punkt von Z. Zu zeigen ist, daB aus fq ¢ }A (wobei f als Abbildung in die 
Zahlengerade Z aufgefaBt ist und der Querstrich die abgeschlossene Hiille 
in Z bedeutet) folgt g¢hA. Da Z vollstindig regular und fq ¢ fA ist, existiert 
eine stetige, reelle Funktion g|Z mit gx = 0 fiir jedes x ¢€ fA und gz = | fiir 
x = fq. Die Funktion /*= gf liegt nach (8) in 2 und es ist /*p = 0 fiir jeden 
Punkt p¢ A und f*q = 1. Also gilt g¢hA gemaB der Definition von h. Folg- 
lich ist jede Funktion f € 2 stetig beziiglich der Topologie h. DaB h’s h gilt 
fiir jede Topologie h’ von E, beziiglich welcher alle Funktionen f € % stetig 
sind, folgt unmittelbar aus der Definition von h. Es gilt also auch (14). 

Nun existiert nach dem Satz 1 wenigstens eine stetige, isomorphe Dar- 
stellung X,% von 2 auf einem bikompakten HausporFF-Raum E, = £,%. Daher 
werden alle iibrigen stetigen Darstellungen von 2 auf topologischen Raiumen 
durch folgenden Satz 2 geliefert. Denn aus diesem Satz folgt, daB sich jede 
stetige Darstellung 2'= X 2% von 2 auf einem topologischen Raum E mit 
Xe=1 in der Form A’ = ®X,A darstellen l4Bt, wobei ® der durch eine 
stetige Abbildung g von £ in E, mittels (17) definierte Homomorphismus ist. 

Satz 2. Es sei E ein topologischer Raum und E, ein bikompakter HausporFr- 
Raum. Dann existiert zu jedem Homomorphismus ® von € E, in €E mit P1 = 1 
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genau eine stetige Abbildung gp von E in E,, mit 


(17) hole Pp) = (Pfo)p (p¢ £, fe € B,)") 
und umgekehrt zu jeder stetigen Abbildung p von E in E, genau ein Homomor- 
phismus ® von CE, in € E mit ®1 = 1 derart, dag (17) gilt. Ist ® ein Iso- 
morphismus von © E, in CE mit ® 1 = 1, so ist p E dicht in E, und umgekehrt. 

Zusatz. Ist E, nur bikompakt und vollstindig regulér, so bleibt der Satz 
richtig mit folgender Einschrinkung: die zu © existierende Abbildung ist im 
allgemeinen nicht mehr eindeutig bestimmt. Vielmehr gewinnt man aus einer 
Abbildung gp, fiir welche (17) gilt, jede weitere gq’ mit der gleichen Eigenschajt, 
indem man gy’ p beliebig in der Hiille des Punktes y p in E, wihlt. Ist ® ein 
Isomorphismus, so ist gy’ E dicht in E, auch fiir jede derartige Abbildung q’. 

Beweis. Um den Zusatz gleich mitbeweisen zu kénnen, werde EZ, nur als 
bikompakt und vollstandig regular vorausgesetzt. 

Es sei @ € LE, = A gesetzt. Fiir jeden Punkt p¢ £ ist die Menge M = M, 
aller f € 2 mit fp = 0 ein Ideal in AM; es ist maximal: denn ist g eine nicht 
in M liegende Funktion aus 2, so ist gp = A + 0, die Funktion f = 1— ; g 


also ein Element von IN; das durch M und g in % erzeugte Ideal enthilt also 
die konstante Funktion 1 und ist folglich gleich A. Die Menge N, = ®*M 
ist ein maximales Ideal in € Z,. Wir behaupten, daB die Menge A = A, 
aller Punkte p,¢ Ey, fiir welche N, die Menge aller /,¢ € Z, mit f,p,= 0 ist, 
nicht leer ist. Erstens gibt es nimlich mindestens einen Punkt p,¢ Z, mit 
foPo= 0 fiir jedes f,¢ Ny. Andernfalls giibe es nimlich zu jedem p,< Ey eine 
Umgebung U,,, ein ¢,,> 0 und eine Funktion f?*¢N, mit |/}*q.| 2 ep, fir 
jeden Punkt q,¢ U,,. Da £, bikompakt ist, geniigen zur Uberdeckung von E, 
endlich viele der Umgebungen U,,, etwa U,,..., U. Pp" Die Quadratensumme 
fo der f?» liegt in N,; auBerdem hat /, eine positive untere Schranke. Folglich 
liegt ‘ in €£,, also die konstante Funktion 1 = le, in N,, was falsch ist. 
Zweitens enthilt das Ideal N, alle {,.¢ CH, mit /,p,— 0, da es maximal ist. 
Damit ist die Existenz mindestens eines Punktes p,¢ A bewiesen. 

Wenn zu pé¢ £ iiberhaupt ein Punkt p,= ¢ p existiert derart, daB (17) 
gilt, so muB p, ein Punkt von A sein. Die Menge A ist aber gleich der Hiille hp, 
eines jeden ihrer Punkte. Aus 9,¢€ hp, folgt nimlich fyq9= fo fiir jedes 
{p< CE,. Aus q,¢ hp, folgt dagegen wegen der vollstindigen Regularitaét von E, 
die Existenz einer Funktion /,¢ €Z, mit fygg= 1 und f,(hpo) = 0; es ist also 
fo No, aber fogo+ 9. 

Wir wahlen nun einen beliebigen Punkt p,¢ A, aus und ordnen ihn dem 
Punkt pé¢ £ als Bild gp zu. Dann gilt (17); denn es sei (®/,)p = A, also 
@f,—A€M. Nach (11) ist nun PA =A, also Of,— A = D(f,— A); folglich 
ist f-— A€QN, und daher /,p,= A. SchlieBlich ist gm stetig. Denn es sei p ein 
Punkt von E, p, = ¢ p sein Bild in Z, und U, eine Umgebung von p,; da Ey 
vollstandig regular ist, existiert ein {,¢ €#, mit f,p,= 0 und f,(Z,— U4) = 1. 


-*) M.a. W.: Entsprechende Funktionen / und f, aus € £ und € £, nehmen in ent- 
sprechenden Punkten aus Z und £, denselben Wert an. 
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Fir / = Of, ist fp = 0 nach (17); wegen der Stetigkeit von f existiert eine 
Umgebung U von p mit fg +1 fiir alle g¢ U; wegen (17) ist dann /,qg,+ 1 
fiir alle g,€ @ U, also ist m UC U4. 

(Ist Z, bikompakt und Havusporrrsch, so ist jeder Punkt von EZ, abge- 
schlossen, also A, fiir jedes p¢ E einpunktig. Folglich ist die Abbildung » 
dann eindeutig bestimmt.) 

Umgekehrt sei @ eine stetige Abbildung von Z in Z,. Ordnen wir jeder 
Funktion /,¢ €Z, die Funktion /,y|Z zu, so ist diese Zuordnung @ ein 
Homomorphismus von €£, in €£ mit ®1 = 1 und (17). Dieser Homomor- 
phismus ist offenbar der einzige, welcher der Bedingung (17) geniigt. 

Nun sei ® speziell ein Isomorphismus von € Z, in CE mit @1 = 1 und ¢ 
eine stetige Abbildung von £ in E, derart, daB (17) gilt. Ware mE nicht 
dicht in Ey, so gibe es wegen der vollstindigen Regularitaét von EZ, eine nicht 
identisch verschwindende Funktion /,¢ €H,, welche auf gE identisch ver- 
schwindet. Wegen (17) wire dann ®f, identisch Null. Folglich wire auch /, 
identisch Null, im Widerspruch zur Wahl von fo. 

Umgekehrt sei @ eine stetige Abbildung von £ in E, und gE dicht in £,; 
® sei der Homomorphismus von €Z, in €Z mit 1 = 1 und (17). Sind nun 
f, und fg zwei verschiedene Funktionen aus € £Z,, so existiert in Z, ein Punkt p, 
mit foPo+ fo Pp. Da gE in EH, dicht ist, folgt die Existenz eines Punktes 
pp(p€ £) mit f, pp + fo pp. Wegen (17) ist dann auch (®/,)p + (Pf) p, also 
®}, verschieden von ®f,. Mithin ist ® eineindeutig, also ein Isomorphismus. 

Damit ist der Satz 2 bewiesen. 

Eine Lésung der oben gestellten Aufgabe, alle stetigen Darstellungen einer 
F-Algebra %.zu finden, liefert auch der folgende Satz 3 (unter der Voraus- 
setzung, daB man alle stetigen, isomorphen Darstellungen von % bereits 
kennt). Zu seiner Formulierung benétigen wir die folgende Definition. 

Es sei Z ein topologischer Raum mit der Topologie h. Einen topologischen 
Raum £’ mit der Topologie h’ nennen wir eine, Erweiterung eZ von E, wenn 
folgende zwei Bedingungen erfiillt sind : 


(18) ECE’; 
(19) hACh’A fiir jede Menge A CE. 


Gilt anstelle von (19) sogarhA = E\h'A fiir jedes A C EZ, so nennt man L’ 
einen Oberraum von E; ist auBerdem E dicht in EZ’, so nennen wir EF’ eine Er- 
weiterung von E im iiblichen Sinne. 

Satz 3. Es sei E ein topologischer Raum und X% eine stetige Darstellung 
auf E mit Xe = | einer F-Algebra A. Dann existiert eine Erweiterung E’ = «E 
von E derart, daB © E’ eine (stetige) isomorphe Darstellung X'A von A auf EL’ 
mit Xa = X'a| E fiir jedes a € A ist*®). 

Kurz gesagt, bedeutet dieser Satz, daB jede stetige Darstellung X 21 von 2 
mit Xe = 1 ein Ausschnitt aus einer stetigen, isomorphen Darstellung € ZL’ 
von Q ist. 


10) M. a. W.: Betrachten wir fiir ein beliebiges a € 2 die Funktion /’= X’a nur auf £, 
so erhalten wir die Funktion f = Xa. 
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Beweis. Nach dem Satz 1 existiert ein bikompakter Hausporrr-Raum 
E, mit einem Isomorphismus X, von CZ, auf A. Dann ist O = XX, ein 
Homomorphismus von €£, in €£ mit ®1 = 1. Nach dem Satz 2 existiert 
weiter eine stetige Abbildung gy von £Z auf einen Unterraum E£f von EZ, mit 
der Eigenschaft (17). 

Fiir jeden Punkt pj ¢ Ef wihlen wir in der Urbildmenge gpf einen 
Punkt p* aus. Die Menge der ausgewahliten Punkte p* heibe Z*. Die Ab- 
bildung ¢ bildet Z* eineindeutig auf Ef ab. Wir identifizieren nun jeden 
Punkt p*¢ E* mit seinem Bildpunkt pf = gp*¢ ZZ. Im iibrigen nehmen wir 
ohne Beschrankung der Allgemeinheit 


(20) E* = E7\ E,= Ez 
an und setzen 
(21) EVE,=E£'. 


Fiir jede Funktion /,¢ €H#, definieren wir eine Funktion /'|Z’= Pf, 
folgendermaBen : 


(22) 'p=fopP fir p¢ E, 
(23) ip =fop fir pé€ Ey. 


Fir jeden Punkt p ¢ EE, ist p p = p; also ist f’ eindeutig. Fiir jede Funktion 
f,¢ €E, und die zugehérigen Funktionen {f = ®/, und f' = P f, gilt wegen (17) 
und (23) 


(24) f\z =f, 
(25) f | E,= fo 


Es sei 2’ die F-Algebra aller Funktionen /’. Wir fihren in EZ’ die Topo- 
logie h’= hy von Lemma 2 ein; h’ ist die grébste Topologie von E’, beziiglich 
welcher alle Funktionen aus 2’ stetig sind. Wegen (16) und (22) gilt 


(26) ppeh'p fir pe E. 


Erstens behaupten wir nun, daB der Raum E£’ mit der Topologie h’ eine 
Erweiterung des Raumes £ mit seiner vorgegebenen Topologie h ist. Wegen 
(24) ist die durch h’ in EZ induzierte Topologie die grébste Topologie von £, 
beziiglich welcher die Funktionen f = ®f,, f,¢ € Hy. stetig sind. Da diese 
Funktionen aus €£ beziiglich h stetig sind, ist die Topologie h mindestens 
so fein wie die durch h’ in Z induzierte. Es gilt also (19). 

Zweitens behaupten wir, daB der Raum E£’ mit der Topologie h’ ein Ober- 
raum des Raumes EZ, mit der Topologie h, ist. Dies folgt aus (25) und der 
vollstaindigen Regularitaét von Ey. , 

Drittens behaupten wir die Gleichung 2’= €Z£’. Da jede Funktion /’€ 2’ 
stetig ist und auBerdem beschriinkt wegen (22) und (23), gilt 2’ ¢ €Z’. Um- 
gekehrt sei g’ eine Funktion aus € Z’. Da g’ beschrinkt und stetig ist beziiglich 
der Topologie h’ und da E, mit der Topologie h, ein Unterraum des Raumes FE’ 
mit der Topologie h’ ist, so ist g’ |Z, eine Funktion f,¢ € Zo. Es sei f’ = P fy; 











28 Grorc N6BELING und Hernz Baver: 
dann ist g’|£,= f’ |Z, nach (25). Weiter sei p ein Punkt von EZ. Da g’ beziig- 
lich h’ stetig ist, ist g’p = g’ pp wegen (26). Also ist g’p = /’p wegen p p&é Ey, 
und g’| Z,= f'|£o. Da dies fir jeden Punkt p< E gilt, ist g’|# = f'|#. Aus 
g |E,= f' | E£, und g’|E = f' |E folgt aber g’| Z’= f' |Z’. Damit ist. gezeigt, dab 
jede Funktion g’¢ € EZ’ eine Funktion /’¢ 2’ ist. Folglich gilt € 2’ ¢ W’. 

Die Abbildung P von © EZ, auf %’= CL’ ist wegen (22) und (23) ein Iso- 
morphismus von © £, auf €£’. Da X, ein Isomorphismus von € £, auf 2 ist, 
so ist P X>? ein Isomorphismus X’ von % auf CZ’. Also ist € ZL’ eine isomorphe 
Darstellung von 2. 

SchlieBlich sei a ein beliebiges Element von 2%. Fiir f,= X>'a und die zu- 
gehérigen Funktionen f = ®f, und f’= Pf, ist dann f = Of,= XX; f= Xa 
und f'= P fy= X’Xof,= X’a. Nach (24) ist also Xa = X'a|E. 

Damit ist der Satz 3 bewiesen. 

AbschlieBend behaupten wir, daB der bikompakte Hausporrr-Raum E, 
des Satzes 1 durch die F-Algebra 2% bis auf Homéomorphien. eindeutig be- 
stimmt ist. Es gilt nimlich folgender 

Satz 4. Zwei bikompakte Hausporrr-Raiume E, und E, sind dann und nur 
dann homéomorph, wenn die zugehérigen F-Algebren CE, und CE, isomorph 
sind"), 

Beweis. Sind Z, und £, homéomorph, so sind €Z, und €£, isomorph. 
Umgekehrt existiere ein Isomorphismus ® von CE, auf €£,. Nach dem 
Satz 2 existiert zu ® eine stetige Abbildung gy von £, auf einen dichten Unter- 
raum Ej von E£, derart, daB f,p,= fp, ist fiir jedes p,€ By, po= — p,, jedes 
f.¢ CE, und f,= Mf,. Analog existiert zu Y = MD" eine stetige Abbildung y 
von £, auf einen dichten Unterraum E; von £, derart, daB f,p)= fp; ist fir 
jedes p,¢ Ey, pj = yP- Da das stetige Bild eines bikompakten Raumes 
wieder bikompakt ist, so ist Hj in Z, und EZ} in E, abgeschlossen; also ist 
Ey = E, und E; = E,. Weiter ist /,p,= f,p; fir jedes p,¢ Ey, p; = y y p, und 
jedes /,¢ €#,. Da je zwei verschiedene Punkte von Z, durch eine Funktion 
/,€ €E, getrennt werden kénnen, so folgt p,= p; fiir jeden Punkt p,¢ £,. 
Also ist y = gy! und daher g eine Homéomorphie von E, auf Ey. 

Wir kénnen also von jetzt an von dem Raum £, = £,% sprechen. 


§ 2. Erweiterungsklassen. 


Es liege vor ein topologischer Raum £; seine Topologie heiBe h. 

Wir klassifizieren die Erweiterungen des Raumes E folgendermaBen: Wir 
nehmen zwei Erweiterungen E’ und £” von E dann und nur dann in dieselbe 
Klasse auf, wenn ein Isomorphismus ® von CE’ auf CL” existiert mit 


(27) j'|E =f" |B far jedes f'¢ CE’ und f’= Of. 


Jede solche Klasse nennen wir eine Erweiterungsklasse € = EE. Ist allge- 
meiner ® ein Homomorphismus von € £’ in € E” und gilt (27), so nennen wir ® 


11) Von M. H. Stone [11], 8.475 wurde dieser Satz fiir analytische Isomorphismen 
(vgl. FuBnote 8) bewiesen. Nach dem Lemma Ib ist Satz 4 mit dem Stongschen Satz 
aquivalent. 








Uber die Erweiterungen topologischer Raume. 29 


einen E-identischen Homomorphismus. Zwei Erweiterungen E’ und E” von E 
liegen also genau dann in derselben Erweiterungsklasse von EZ, wenn ein 
E-identischer Isomorphismus von € E’ auf €£”’ existiert. 

Wir behaupten, daB in jeder Erweiterungsklasse € = €£ eine Standard- 
erweiterung Bg E von E mit besonderen Eigenschaften liegt: 

Satz 5. In jeder Erweiterungsklasse € = €E existiert eine Erweiterung Bg E 
von E mit folgenden zwei Eigenschaften : 


(28) PgE ist vollstindig regulir; jeder Punkt von Bg E — E ist abgeschlossen ; 
(29) Pg ist bikompakt'*). 


Beweis. Es sei EZ” eine Erweiterung von E aus der Klasse €. Weiter sei 
CE" = A gesetzt und X der Homomorphismus /’’| £”+/'’| Z von A in CE. 
Der zu A, X und £ nach Satz3 existierende Raum £’ ist dann eine Erweiterung 
von £, die ebenfalls in der Klasse € liegt.. Wir behaupten, daB 2’ (auf Grund 
seiner Konstruktion) die Eigenschaften (28) und (29) hat. 

E’ ist vollstandig regulir nach der Definition der Topologie h’. — Weiter 
sei g ein Punkt von ZE’— £. Wegen (21) ist g¢ Zy. Es sei p ein von q ver- 
schiedener Punkt von £’. Gilt p¢ Eo, so existiert, weil Z, ein normaler T’,- 
Raum ist, eine Funktion /,¢ €Z, mit /,q = 0 und /,p = }; fiir die Funktion 
f' = Pf, ist dann f’q = 0 und f'p = 1 nach (25); aldo ist p¢ h’'q nach der De- 
finition der Topologie h’. Gilt nicht p ¢ Z, so ist p¢ EZ nach (21); dann liegt 
Po= Pp in Er\E, und ist daher +g. Wie soeben existiert eine Funktion 
f'¢ CE’ mit f'¢ = 0 und f’ p,= 1; nach (22) ist f’ p,= fp, also f’p = 1; daher 
ist wieder p¢h'g. Also liegt kein Punkt p+q aus £’ in h’g. Es ist also 
h'q = q, a. h. q ist abgeschlossen. 

U sei eine offene Uberdeckung von £’. Da der Unterraum £, von E£’ bi- 
kompakt ist, geniigen zur Uberdeckung von E, endlich viele Mengen U,, . . ., U,, 
aus Ul. Angenommen, ein Punkt p< £ lige in keinem U,, so wiire h’p fremd 
zu jedem U,; nach (26) wire dann auch 9 p in keinem U, enthalten, im Wider- 
spruch zu g p€ Ey,C U,U+-+UU,,. Also ist EZ’ bikompakt. 

Uber die Beziehungen der beliebigen Erweiterungen eZ des Raumes E 
zu den Standarderweiterungen fg von E beweisen wir den folgenden Satz, 
welcher insbesondere besagt, daB jede Erweiterung ¢e E in die Standarderweite- 
rung BgE der Klasse ©, welche ¢E enthilt, E-identisch und stetig abgebildet 
werden kann und daB das Bild von ¢£ in Bg dicht ist. Dabei bezeichnen wir 
eine Abbildung ¢ einer Erweiterung £” von £ in eine Erweiterung E’ von E 
als E-identisch, wenn @ p = p ist fiir jeden Punkt p ¢ £. 

Satz 6. Hs sei cE eine beliebige Erweiterung und BgE eine Standard- 
erweiterung des Raumes E. Damit eine E-identische, stetige Abbildung p 
von cE in fgE existiert, ist notwendig und hinreichend, daB ein E-identischer 





12) Aus (28) und (29) folgt, daB Bg E auch normal ist. Die Aussage ,,8¢ Z ist bikompakt 
und vollstandig regular“ ist scharfer als die Aussage ,,f¢Z ist bikompakt und normal", 
da ein bikompakter, normaler Raym, welcher dem Axiom 7, nicht geniigt, im allgemeinen 
nicht vollstandig regular ist. Gilt der zweite Teil von (28) in der schirferen Fassung: 
jeder Punkt von Bg ist abgeschlossen“, so sind die Eigenschaften (28) und (29) aqui- 
valent mit der Aussage: ,,8¢E ist ein bikompakter Havsporrr-Raum“™. 











30 Georec NOBELING und HeErnz Baver: 
Homomorphismus ® von €(BgE) in (cL) mit Ol = 1 existiert. g(eR) ist 
dann und nur dann dicht in Bg EL, wenn D ein Isomorphismus ist. 

Beweis. Wir setzen eZ = E” und BgE = E’. 

Es sei @ eine E-identische, stetige Abbildung von EZ” in E’. Nach dem 
Satz 2 und seinem Zusatz existiert zu g ein Homomorphismus ® von CE’ 

in €£” mit O1 = 1 und f'(g p”) = (Of') p” fiir jeden Punkt p’’<« L”’ und jede 
Funktion /’¢ €Z’. Mit ist auch ® E-identisch. 

Umgekehrt sei ® ein E-identischer Homomorphismus von CE’ in CE” 
mit ®1 = 1. Nach dem Satz 2 und seinem Zusatz existiert eine stetige Ab- 
bildung g* von E” in E’ mit f' (y* p”) = (@f') p” fir jeden Punkt p”¢ £” und 
jede Funktion f'¢ CZ’. Fir p¢ £ gilt also, da ® E-identisch ist, f’(g* p) = f’ p 
fiir jedes /'¢ CZ’. Da £’ vollstandig regular ist, liegt folglich p in der abge- 
schlossenen Hille von g*p. Setzen wir nun p= @ p fiir jeden Punkt p¢ £ 
und g*p" = mp” fir jeden Punkt p”¢ £’— E, so ist die hiermit definierte, 
E-identische Abbildung ~ nach dem Zusatz zum Satz 2 eine stetige Abbildung 
von E” in E’ (mit f'(g p”) = (@f')p” far p” < £2” und f'¢ CEL’). 

Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus dem Satz 2 und seinem 
Zusatz. 

Korollar. Ist ¢«Z bikompakt, p eine E-identische, stetige Abbildung von ¢E 
in Be E und ¢(eE) dicht in BgE, so ist p(e EL) = BeL. 

Beweis. Wir setzen wieder ¢Z = E’’ und fgE = E’. Es sei p’ ein beliebiger 
Punkt von Z’. Wir haben die Existenz eines Punktes p”’ von E” mit @ p’’= p’ 
zu beweisen. Ist p’¢ E, so leistet p’’= p’ das Verlangte, da » E-identisch ist. 
Es sei also p’¢ E’— E. Jede Umgebung U’ von p’ hat mit g E” einen nicht 
leeren Durchschnitt, da y £”’ in E’ dicht liegt. Das System ®” aller Urbilder 
gU’ von Umgebungen U’ des Punktes p’ ist daher ein Raster in Z’’. Diesem 
ist zufolge der Bikompaktheit von Z” ein Punkt p’’¢ Z” adhirent. Aus der 
Stetigkeit der Abbildung ¢ folgt, daB dann auch @ p” dem Bildraster gQR’’ 
adhirent ist; es liegt also ~ p” im Durchschnitt der abgeschlossenen Hiillen 
der Umgebungen von p’. Aus der Eigenschaft (28) von E’ folgt aber, daB 
dieser Durchschnitt die einpunktige Menge (p’) ist. Folglich gilt o p’’= p’. 

Satz 7. Fiir jede Erweiterungsklasse € des Raumes E ist die Standard- 
erweiterung BgE durch die Eigenschaften (28) und (29) bis auf E-identische 
Homéomorphien eindeutig bestimmt in €. 

In diesem Sinne kénnen wir fiir jede Erweiterungsklasse € = €E von der 
Standarderweiterung fg E sprechen. 

Beweis. Es seien Z’ und E” zwei Erweiterungen von £ aus der Klasse € 
mit den Eigenschaften (28) und (29). Nach der Definition der Erweiterungs- 
klassen existiert ein E-identischer Isomorphismus ® von €E’ auf CE”. Nach 

Satz 6 {und seinem Beweis) existiert zu @® eine H-identische, stetige Ab- 
bildung g von E£"’ auf einen dichten Unterraum von E£’ mit f(g p’’) = (®f')p”’ 
fiir alle p’’¢ E” und f’¢ CZ’. Nach dem Korollar zu Satz 6 ist @ eine Ab- 
bildung auf Z’. Analog existiert eine Z-identische, stetige Abbildung y von EF’ 
‘auf E” mit f(y p’) = (@"f")p’ fiir alle p’¢ EB’ und f’€ CE”. Es ist also 
z= y ¢7 eine E-identische, stetige Abbildung von E’ auf sich mit fp’ = f' z p’ 








-~—- 
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fiir alle p’¢ E’ und f’¢ €£’. Wegen (28) folgt hieraus p’= x p’ fiir alle p’¢ EB’. 
Also ist 7 die identische Abbildung von £’ auf sich und daher ¢ eine Z-identi- 
sche Homéomorphie von E” auf EZ’. 

Korollar. Zs sei A'= CE’ die F-Algebra aller (beschriinkten) stetigen, 
reellen Funktionen f' auf E’= BgE und A die Algebra aller Funktionen 
f=f'|E mit f'¢ QM’. Dann ist die Topologie h’ von E’ die grébste Topologie, 
beziiglich welcher alle Funktionen f'€ Y' stetig sind. h’ induziert in E die grébste 
Topologie, beziiglich welcher alle Funktionen { € U stetig sind. 

Beweis. Es sei h* die grébste Topologie von E’, beziiglich welcher alle 
f'€ QW’ stetig sind. Dann ist h’s h* und mit der Topologie h* ist EZ’ ebenfalls 
eine Erweiterung von E aus der Erweiterungsklasse €. Nach Lemma 2 ist h* 
volistandig regular. Wegen (28) existiert zu jedem Punkt p¢ 2’— £Z und 
jedem Punkt q + p, q¢ £’, ein f'€ A’ mit fp = 0 und f'g= 1. Also liegt ¢ 
nicht in h*p. Da dies fiir jeden Punkt ¢ + p aus E£’ gilt, ist h* p = p, also p 
beziiglich h* abgeschlossen. Wegen (29) und A's h* ist 2’ auch beziiglich 
der Topologie h* bikompakt. Also sind die Bedingungen (28) und (29) auch 
fiir die Topologie h* erfiillt. Nach dem Satz 7 ist also h’ = h*. — Es sei h 
die durch h’ in E induzierte Topologie und h die grébste Topologie von £, 
beziiglich welcher alle f € 2 stetig sind. Dann ist einerseits h<h. Nach (28) 
ist h vollstiindig regular. Ist also A eine beliebige Teilmenge von EZ und ¢ 
ein Punkt aus E — iA, so existiert ein f’¢ &’, mit f’/A = 0 und f'g=1. Fir 
die Funktion f = /’|E aus % gilt also fA = 0 und fq = 1. Also ist q¢ E—hA. 
Dies gilt fiir jeden Punkt q¢ H—hA. Also ist hA ChA fiir jede Menge A ¢ E, 
also andererseits h < h. 

Die Standarderweiterungen Bg des Raumes £ sind im allgemeinen keine 
Oberriiume von £, da die in E durch die Topologie von gE induzierte Topo- 
logie im allgemeinen gréber ist als die gegebene Topologie von EZ. Wir wollen 
nun aber beweisen, daB es in jeder Erweiterungsklasse € = €H# auch Ober- 
raume von E£ gibt. 


Satz 8. In jeder Erweiterungsklasse € des Rawmes E existiert ein Ober- 
raum E' von E mit folgenden Eigenschaften: 


(30) E’—E ist abgeschlossen und ein normaler T,-Raum"*) ; 
(31) EE’ ist bikompakt. 


Beweis. Die Topologie von E heiBe h. Es sei EZ” eine Erweiterung von £ 
aus der Erweiterungsklasse €. Nach Satz 1 existiert ein bikompakter Havs- 
porFF-Raum £E,, seine Topologie heiBe hy, und ein Isomorphismus ® von 
€E£, auf €£”. Nach dem Satz 2 existiert weiter eine stetige Abbildung 9 
von £” in Ey, mit der Big!nechaf (17). Wir nehmen ohne Beschriinkung der 
Allgemeinheit 


(32) EnE,=9 





13) Aus der Konstruktion von EZ’, insbesondere aus (34) folgt, daB 2’ selbst dann 
kein 7',-Raum ist, wenn £ ein 7',-Raum ist. 
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an und setzen 


(33) EVE,=E£'. 

In der Menge £’ fiihren wir folgende Topologie h’ ein: 

{34) WA=hAVUh pA fir ACE, 
{35) h’'B=hB fir BC Ey, 
(36) h' (AU B)=hAUNWB fir ACE, BC E,. 


Wegen (33) ist ZC E’; wegen (32), (34) und h,g ACE, ist Eh’'A=hA 
fir AC E; also ist 2’ ein Oberraum von £. 

Wir behaupten, daB £’ in der Erweiterungsklasse € liegt. 

Um dies zu beweisen, definieren wir fiir jede Funktion /,¢ € £, eine Funktion 
}' |’ = P f, folgendermaBen: 


(37) p=foer fir pé E£, 
(38) Ip = fop fir p< Ey. 


Wegen (32) ist /’ eindeutig. Fiir jede Funktion /,< €2£, und die zugehérigen 
Funktionen f = ®f, und f’= Pf, gilt wegen (17) 

(39) f\E =f, 

(40) f |Eo= fo. 

Es sei 2’ die F-Algebra auf,E’ aller Funktionen /'= P f, mit f,¢ €£,. Wir 
zeigen, daB Qi’ = CE’ ist. Es sei f’ eine Funktion aus 2’. Nach (37) und (38) 
ist f’ beschrankt. Wir behaupten die Stetigkeit von /’ beziiglich der Topologie h’. 
Zum Beweis geniigt es wegen (36) 2u zeigen, daB /’h’'A CfA ist fir ACE 
und f'h’BC?'B fir BCE, (wobei f’ als Abbildung in die Zahlengerade Z 
aufgefaBt ist und der Querstrich die abgeschiossene Hiille in Z bedeutet). 
Letzteres ist trivial wegen (35), (38) und der Stetigkeit von f,. Nun sei A ¢ EZ. 
Nach (34) ist f/h’'A = ffhAUf'hyg A. Wegen (39) und der Stetigkeit von / 
ist f'hA = fhACfA = fA. Wegen (40) und der Stetigkeit von f, ist f’h, p A 
= fh p ACh pA=fA. Also ist f’h’'A CfA. Jede Funktion /’¢ Y’ ist also 
beschrinkt und stetig; folglich ist 2%’ ¢ €Z’. Umgekehrt sei g’ eine Funktion 
aus ©’. Wir behaupten g’¢ 2’. Nach (35) ist Z, mit der Topologie h, ein 
Unterraum von £’. Also ist g’|Z, eine Funktion f, aus © Z,. Es sei f’ die zu- 
gehérige Funktion Pf,. Nach (40) ist dann g’|Z,= /'|Z,. Fiir jeden Punkt 
peE ist ppch'p nach (34). Wegen der Stetigkeit von g’ beziiglich der 
Topologie h’ folgt hieraus g’p = g' g p, also g'p = f' p p wegen pp E, und 
9g |\E,= f'|E,. Wegen (39) ist also g’p = f’p. Dies gilt fiir jeden Punkt p< E; 
also ist auch g’|Z = f'|Z. Wegen (33) folgt nun g’| 2’ = f'|Z’, also g’¢ Q’. 
Da dies fiir jede Funktion g’¢ CE’ gilt, ist €#’ CA’ und damit die Gleichung 
2’ = CE’ bewiesen. . 

P ist wegen (40) ein Isomorphismus von € Z, auf 2%'= € EZ’, also ® P- ein 
Isomorphismus Y von CE’ auf €£”. Da @ der Bedingung (17) geniigt und 
(37) gilt, ist fp = foo p = (@f,)p = f’ p fiir jeden Punkt p¢ EZ, wobei f”’ = Df, 
= @OP"/'= ¥f' und f'¢ CE’ ist. Also liegen EZ’ und E£” in derselben Er- 
weiterungsklasse von E, d.h. E’ liegt in €, wie wir behauptet hatten. 
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Nach (32) und (33) ist Z’— Z = E, und nach (34) ist h’E,= h,E,= E,; 
also ist Z’— E abgeschlossen. Nach (35) ist 2,= £’— E ein Unterraum von £’; 
da £, ein normaler 7,-Raum ist, so ist also Z’— £, als Unterraum von EF’ 
betrachtet, ein normaler 7',-Raum. Es gilt also (30). 

SchlieBlich sei U eine offene Uberdeckung von EZ’. Da E, bikompakt ist, 
geniigen zur Uberdeckung von E, endlich viele Mengen U,,..., U,, aus U. 
Angenommen, ein Punkt p ¢ £ lige in keinem U,, so wiire h’ p fremd zu jedem 
U,; nach (34) wire dann auch @ p in keinem U, enthalten, im Widerspruch 
zu ppc £,CU,U-:-UU,,. Also itiberdecken U,,..., U,, auch E und damit 
ganz E’. Also gilt (31). 

Trivial ist endlich noch folgender Satz: 


Satz 9. Existiert fiir zwei Erweiterungen E' und E” des Raumes E eine 
E-identische Homéomorphie von E’ auf E”, so liegen E’ und BE" in derselben 
Erweiterungsklasse € E. 


§ 3. Die Erweiterungsklassen eindeutiger Fortsetzbarkeit. 


Es sei £ ein topologischer Raum und € eine Erweiterungsklasse von £. 

Ist EZ’ eine Erweiterung von £ aus &, so ist das System aller Funktionen 
f=f/'|E£ mit f'¢ CZ’ eine stetige Algebra % auf HZ. Sie besteht aus allen 
denjenigen Funktionen / ¢ €#, die auf mindestens eine Weise auf E£’ stetig 
fortgesetzt werden kénnen™). Wegen (27) haingt 21 von Z’ nicht ab, d. h. ist 2” 
eine zweite Erweiterung von E aus €, so kann eine Funktion /¢ €Z dann 
und nur dann auf mindestens eine Weise auf 2’ stetig fortgesetzt werden, 
wenn / eine Funktion aus 2 ist. 

Kann nun jede Funktion / aus % auf jede Erweitering Z’ von E£ aus € 
auf genau eine Weise stetig fortgesetzt werden, so nennen wir € eine Er- 
weiterungsklasse eindeufiger Fortsetzbarkeit. Die eindeutig bestimmte stetige 
Fortsetzung f’ auf Z’ von f ist dann beschrinkt, also ein Element von € 2’). 
Aus Lemma Ib folgt, daB 2% in diesem Fall sogar eine stetige F-Algebra 
auf E ist. ’ 

Satz 10. € ist dann und nur dann eine Erweiterungsklasse eindeutiger Fort- 
setzbarkeit, wenn eine Funktion f ¢ CE und eine Erweiterung E' von E aus € 
derart existieren, daB { auf genau eine Weise auf E’ stetig fortgesetzt werden kann. 


Beweis. Es sei f eine Funktion aus €Z und £’ eine Erweiterung von EF 
aus € derart, daB f auf genau eine Weise auf EH’ stetig fortgesetzt werden kann; 
die Fortsetzung heiBe f’. Nun sei g eine beliebige Funktion aus €Z und es 
seien g; und gj stetige Fortsetzungen von g auf EZ’. Dann ist f’ + (g;— 9) 
eine stetige Fortsetzung von f/ auf E’; also ist-f’+ (g;— gs) = f’ und daher 
9i= 92. Also ist jede Funktion g¢ CZ auf genau eine Weise auf 2’ stetig 


4) LaBt sich eine Funktion / € € £ auf mindestens eine Weise zu einer auf E’ stetigen 
Funktion fortsetzen, so auch auf mindestens eine Weise zu einer auf EZ’ beschrinkten, 
stetigen Funktion. Ist namlich /’ eine Fortsetzung von / zu einer auf £’ unbeschrankten, 
stetigen Funktion, so folgt aus der Beschrinktheit von / die Existenz sogar unendlich 
vieler beschrankter, stetiger Fortsetzungen der Form max(a, min(/’, 8)), wobei « und £ 
reelle Zahlen sind mit « S — ||f|| und ||/|| < 8. 

Math. Ann. 130. 3 
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fortsetzbar. Nun sei EZ” eine zweite Erweiterung von Z aus €. Es seien /;’ 
und /f;’ stetige Fortsetzungen einer Funktion / aus © E auf £’’. Wir behaupten 
die Gleichheit von /;' und f;’. Hierzu kénnen ohne Beschriinkung der All- 
gemeinheit"*) /;' und f;’ als Elemente von € 2” angenommen werden. Da E’ 
und £” in derselben Klasse € liegen, existiert ein Z-identischer Isomorphismus 
® von CE” auf CH’. Da die stetige Fortsetzung /’ von / auf E£’ eindeutig 
bestimmt ist, gilt ®/;’ = f’ = ®fy’ und daher fj’ = fy’. 

Satz 11. Die folgenden Aussagen sind dquivalent : 

1. € ist eine Erweiterungsklasse eindeutiger Fortsetzbarkeit ; 

2. E ist dicht in BgE; 

3. € enthdlt eine Erweiterung von E, in welcher E dicht ist ; 

4. € enthilt eine Erweiterung von E im iiblichen Sinne. 

Beweis. Es gelte 1. Angenommen 2. gilte nicht. Dann existiert in 2’ 
= P¢gE ein Punkt q der nicht in der abgeschlossenen Hiille h’E von E in £’ 
liegt. Nach (28) existiert dann eine Funktion f’¢ € Z’ mit f’h’ E = 0 und f’q=1. 
Diese Funktion ist eine stetige Fortsetzung auf Z’ der konstanten Funktion 
/ = 0 auf £. Die letztere Funktion / wird aber auch durch die auf ganz E’ iden- 
tisch verschwindende Funktion stetig fortgesetzt. Die Funktion f hat also 
zwei verschiedene stetige Fortsetzungen auf HZ’, im Widerspruch zu 1. Also 
gilt 2. — Es gelte 2. Dann gilt 3., weil 8g Z eine Erweiterung von E aus € ist.— 
Es gelte 3. Es sei Z’’ eine Erweiterung von E aus &, in welcher £ dicht ist. 
Nun sei EZ’ der Oberraum von E des Satzes 8, der mit Hilfe der Erweiterung £”’ 
konstruiert ist (siehe den Beweis des Satzes 8). gE” ist dicht in Z, nach dem 
Satz 2. Da £ in E£” dicht ist, so ist also auch mE dicht in Hy. Aus (34) folgt 
also h'E = hEUh,pE = EW E,= E’. Daher ist E dicht im Oberraum £’, 
d. h. £’ ist eine Erweiterung von £ im iiblichen Sinne. Da E’ nach dem Satz 8 
in derselben Erweiterungsklasse wie Z’’, also in € liegt, so gilt also 4. — Es 
gelte 4. Da eine Funktion aus €£ auf eine Erweiterung EZ’ von £, in welcher 
E dicht ist, auf héchstens eine Weise stetig fortgesetzt werden kann, so gilt 1. 
wegen des Satzes 10. 

Satz 12. Zu jeder stetigen F-Algebra UA auf E existiert genau eine Erweite- 
rungsklasse € = € E eindeutiger Fortsetzbarkeit derart, daB die Funktionen f € A 
genau diejenigen beschriinkten, stetigen Funktionen f\|E sind, welche auf die 
Erweiterungen E’ von E aus € (auf genau eine Weise) stetig fortgesetzt werden 
kénnen. 

Beweis. Es sei X die identische Abbildung von 2 auf sich; dann ist X 
ein Isomorphismus von % in €E mit X1 = 1. Nach Satz 3 existiert zu X 
eine Erweiterung FE’ von E derart, daB die Zuordnung /’ > f'| EZ, f'¢ CZ’, ein 
Isomorphismus von € £’ auf 2 ist. Folglich sind die Funktionen aus 2 genau 
diejenigen Funktionen aus € EZ, welche auf E’ stetig fortgesetzt werden kénnen, 
und jede Funktion aus 2% lé8t sich nur auf genau eine Weise auf LE’ stetig 
fortsetzen. 

Die Erweiterungsklasse € von E£, in welcher E’ liegt, ist nach dem Satz 10 
eine Erweiterungsklasse eindeutiger Fortsetzbarkeit. Auf jede Erweiterung 
E” ¢ € lassen sich die Funktionen aus % und nur diese stetig fortsetzen. Um- 
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gekehrt sei Z” eine Erweiterung von £, auf welche alle / € 2% und nur. diese 
stetig fortgesetzt werden kénnen; die Fortsetzungen seien eindeutig bestimmt. 
Ordnen wir nun jeder Funktion /’ ¢ €Z’ diejenige Funktion f’¢ €Z” zu, die 
die Funktion f = /'|Z stetig auf EZ’ fortsetzt, so ist diese Zuordnung ein 
E-identischer Isomorphismus von € E’ auf €£’’. Also liegt 2” in €. 

Nach Satz 12 und den einleitenden Bemerkungen zu diesem Paragraphen 
entsprechen einander eineindeutig die Erweiterungsklassen €£ eindeutiger 
Fortsetzbarkeit und die stetigen F-Algebren 21 auf Z. Daher schreiben wir 
von nun an auch hiufig fyZ anstelle von fgZ, wenn € = EEF eine Er- 
weiterungsklasse eindeutiger Fortsetzbarkeit und 2% die F-Algebra aller 
Funktionen f ¢ CE ist, welche auf eine beliebige Erweiterung aus € stetig 
fortgesetzt werden kénnen"). 

Als Korollar zu Satz 6 ergibt sich nun: 

Satz 18. Hs seien €''= EC" E und €'= ©'E zwei Erweiterungsklassen ein- 
deutiger Fortsetzbarkeit von E; A’ und A’ seien die zugehdrigen stetigen F- 
Algebren auf E. Es existiert dann und nur dann eine E-identische, stetige Ab- 
bildung einer Erweiterung EB” aus €"' in Be E, wenn A’ CA” ist 

Beweis. Es sei g eine Z-identische, stetige Abbildung von 2” in E’= pg EZ. 
Da E in E’ nach Satz 11 dicht liegt, wird 2” durch ¢ auf einen dichten Unter- 
raum von E’ abgebildet. Nach Satz 6 existiert daher ein Z-identischer Iso- 
morphismus ® von C£’ in CL". Ist f eine beliebige Funktion aus 2’ und /’ 
ihre Fortsetzung auf EZ’, so gilt f = ®f'|E und daher / ¢€ 2’. Also ist 2’ ¢ ”’. 

Nun sei umgekehrt 2'C 2”. Da €' und €” Erweiterungsklassen ein- 
deutiger Fortsetzbarkeit sind, ist die folgende Zuordnung @ ein #-identischer 
Isomorphismus von €£’ in €£” mit ®1 = 1: wir ordnen einer Funktion 
f'€ CE’ diejenige Funktion @f' = /’’ ¢ CE” zu, welche die stetige Fortsetzung 
von f= /'|E ist. Aus Satz 6 folgt dann die Existenz einer H-identischen, 
stetigen Abbildung von Z£”’ in £’. 


§ 4. Untersuchung spezieller Erweiterungen auf ihre Klassenzugehirigkeit. 

Es sei EZ ein topologischer Raum. £ kann als Erweiterung von sich selbst 
betrachtet werden und liegt demzufolge in einer Erweiterungsklasse von £, 
die wir als die Hauptklasse €,E bezeichnen. 

Nach Satz 11, 3. ist die Hauptklasse €,# eine Erweiterungsklasse ein- 
deutiger Fortsetzbarkeit. Nach Definition derselben liegt eine Erweiterung eZ 
von £ dann und nur dann in der Hauptklasse €,#, wenn jede Funktion 
f ¢ CE auf genau eine Weise auf ¢E stetig fortgesetzt werden kann. Dariiber 
hinaus gilt: 

Satz 14. Hine Erweiterung eE von E liegt dann und nur dann in der Haupt- 
klasse €,E, wenn jede stetige Abbildung von E in einen bikompakten 


18) E sei ein vollstandig regularer ‘7,-Raum. Eine stetige F-Algebra A auf £ heife 
volistandig regular, wenn speziell in 21 zu jeder abgeschlossenen Menge AC £ und jedem 
Punkt g¢ A aus £ eine Funktion / mit /A = 0 und /q = 1 existiert. Fiir solche U wurde 
die Existenz und Eindeutigkeit (bis auf Z-identische Homéomorphien) von fy Z bereits 
von I. GeLFanp und G. Sitov [7] bewiesen. fy Z ist dann (und nur dann) eine bikom- 
pakte, Havusporrrsche Erweiterung von £Z im iiblichen Sinne. 


3* 
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Havusporrr-Raum F auf genau eine Weise zu einer stetigen Abbildung von eE 
in F fortgesetzt werden kann. 


Beweis. Die im Satz genannte Bedingung sei erfillt. Dann liegt ¢Z in 
€,H#, da jede Funktion / ¢ CZ eine stetige Abbildung von £ in ein abge- 
schlossenes, beschriinktes Intervall der Zahlengeraden, also in einen bikom- 
pakten HausporrFr-Raum ist. 

Es sei umgekehrt eZ eine Erweiterung von E aus der Hauptklasse €,£ 
und y eine stetige Abbildung von £ in einen bikompakten Havusporrr- 
Raum F. Nach Tycnonorr™) ist F ein abgeschlossener Unterraum eines 
Cartesischen Produktes P von abgeschlossenen, beschrankten Intervallen /,, 
j € J, der Zahlengeraden. Es bezeichne 2; fiir jedes j ¢ J die Projektion von P 
auf J;. Dann ist {;= 2, yp eine stetige Abbildung von £ in J,, also eine Funktion 
aus €E. Diese laBt sich nach Voraussetzung auf genau eine Weise zu einer 
Funktion /; aus € (eZ) fortsetzen. Sind «;< £,; die Endpunkte des Intervalls J, 
so ist auch die Funktion max(a,;, min(f;, 8;)) eine Fortsetzung von /; zu einer 
stetigen Funktion auf eZ; es gilt also f; = max(a,, min(f/, 8;)), da f; nur auf 
genau eine Weise auf ¢£ stetig fortgesetzt werden kann. Also ist «;< fj < B; 
und somit auch f; eine stetige Abbildung von eZ in J;. Ordnet man einem 
beliebigen Punkt p ¢ eZ als Bild y’ p den Punkt p’ von P mit den Projektionen 
2,;p' = f;p zu, so ist y’ eine Fortsetzung von y zu einer stetigen Abbildung 
von ¢£ in P. Es ist y’ eine stetige Abbildung von eZ sogar in F. Wire naim- 
lich p’= y’p fiir einen Punkt p¢ e£ nicht in F gelegen, so wiirde, da F in P 
abgeschlossen und P vollstindig regular ist, eine stetige, reelle Funktion g| P 
existieren mit gF = 0 und gp’ = 1; folglich wire f= g y’ eine nicht identisch 
verschwindende, stetige Fortsetzung der auf E konstanten Funktion f = 0. 
Dies kann nicht sein, da die auf FZ konstante Funktion f = 0 nur zu der auf 
e£ identisch verschwindenden Funktion stetig fortgesetzt werden kann. Die 
Fortsetzung y’ von y zu einer stetigen Abbildung von e£ in F ist die einzig 
mégliche. Ist nimlich y* eine zweite Fortsetzung von y zu einer stetigen Ab- 
bildung von ¢£ in F, so sind 2;y*|e# und z,y'|eE zwei stetige Fortsetzungen 
der Funktion 2;y|Z. Folglich gilt 2;y* = 2,y’ fiir alle j € J und daher auch 
y* = y’. Damit ist der Satz 14 bewiesen. 

Nach dem Satz 5 existiert in der Hauptklasse €,2 eine Standarderweite- 
rung fg,E von E mit folgenden Eigenschaften: fg E ist vollstaindig regular: 
jeder Punkt von fg, E— E ist abgeschlossen; Bg, ist bikompakt. Durch 
diese Eigenschaften ist Bg, nach dem Satz 7 in €,£ bis auf E-identische 
Homéomorphien eindeutig bestimmt. Nach den Satzen 12 und 13 sind die 
Erweiterungen ¢£ von E aus der Hauptklasse dadurch charakterisiert, daB 
sie E-identisch und stetig in Bg,E abgebildet werden kénnen (nach dem Ko- 
rollar zu Satz 6 auf Bg EZ, wenn ¢E bikompakt ist). Nach Satz 11, 2. ist £ 
dicht in Bg, #. Wir bezeichnen von nun an die Erweiterung fg EZ mit §£ und 
nennen BE die Cecusche Erweiterung von E. Ist E speziell ein vollstindig 
regulirer 7',-Raum, so ist 8 Z die Cecusche Erweiterung im iiblichen Sinne’’). 


18) Vgl. G. Nésetrne [10], S. 162. 
17) Vgl. E. Cecu [4]. 
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Bemerkung. Man kann die Crecusche Erweiterung #E eines beliebigen 
topologischen Raumes E aus der Cecuschen Erweiterung # K im iblichen 
Sinne eines vollsténdig reguliren 7',-Raumes K folgendermaBen gewinnen. 
Fiir jeden Punkt p von £ sei [p] die Klasse aller Punkte g von EF mit fp = fq 
fir alle Funktionen /¢ €Z. Es sei K die Menge aller Klassen k = [p]. Fir 
jede Funktion f¢ €Z sei g die durch die Gleichung gk = fp fir p¢ k defi- 
nierte Funktion g|K. Nun sei A die grébste Topologie von K, beziiglich 
welcher alle Funktionen g stetig sind. Durch A wird K zu einem vollstindig 
reguliéren 7,-Raum (vgl. das Lemma 2). Also existiert die Cecusche Er- 
weiterung 8 K im iiblichen Sinne. Die ,,Punkte“ von # K sind die Klassen k 
von E und die Punkte von 6 K— K. Nun sei (8 K— K) VE = E’ gesetzt 
und eine Menge F’ ¢ EZ’ werde als abgeschlossen in 2’ definiert, wenn F’ die 
Vereinigung einer Menge F von Klassen k und Punkten aus 6 K— K und 
diese Menge F in £ K abgeschlossen ist. Hierdurch wird EZ’ zu einem topo- 
logischen Raum. Er ist die Cecusche Erweiterung ££. 

Im folgenden beweisen wir zunichst fiir einige bekannte Erweiterungen ¢ E, 
daB sie ebenfalls in der Hauptklasse €,Z liegen. Da £ in jeder dieser Er- 
weiterungen dicht ist, geniigt es hierfiir zu zeigen, daB jede Funktion aus € EZ 
auf mindestens eine Weise auf ¢Z stetig fortgesetzt werden kann. Weiter 
beweisen wir, daB fiir jede dieser Erweiterungen ¢E eine E-identische, stetige 
Abbildung nicht nur in ££, sondern sogar auf ££ existiert. 

Satz 15. Ist E ein T,-Raum, so liegt die Wattmansche Erweiterung w E**) 
in der Hauptklasse €,E und kann E-identisch und stetig auf die Cecusche 
Erweiterung BE abgebildet werden. Ist E ein vollstindig regulérer T,- 
Raum, so gehen bei dieser Abbildung Punkte von wE—E in Punkte von 
B E—E iiber. 

Beweis. DaB w E in der Hauptklasse €, £ liegt, ist bekannt™*). Nach dem 
Satz 6 und seinem Korollar existiert eine Z-identische, stetige Abbildung 
von w E auf f £. Ist £ ein vollstaindig regulirer 7,-Raum, so ist # £ eine 
Erweiterung im iiblichen Sinne; die Topologie von w E heiBe h, die Topologie 
von # E heiBe h’. Fir einen Punkt p ¢ w £ sei § das System aller in Z abge- 
schlossenen Mengen FC £ mit p¢hF; dann gilt (p) = Ae hF. Hieraus folgt 


vPEA CAF ELAR GF = N A'F. hee Se epee w E— E, so ist 
FCs PCs 

nF- Ound daher( pp) VES) BOWE - f F = 9. Also liegt y pin BE—E. 

PEF Fee 


Satz 16. Ist E ein PDL a Fm Raum, so liegen die Kartetovschen Er- 
weiterungen o E, o' E, t E und tr’ E*) in der Hauptklasse €,E und kénnen 
E-identisch und stetig auf die Cecusche Erweiterung B E abgebildet werden. Ist E 
ein vollstindig regulérer T,-Raum, so gehen bei diesen Abbildungen nicht in E 
gelegene Punkte in Punkte von B E — E iiber. 


18) Vgl. H. WaLtman [13]. 
%) Vgl. G. NépeEtrine [10], S. 160. 
20) Vgl. M. Katetov [8]. 
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Beweis. Es sei eZ eine der vier Katetrovschen Erweiterungen. ¢£ ist 
eine Erweiterung von £ im iiblichen Sinne und £ ist in e# parakombinato- 
risch*') eingebettet. AuBerdem ist eZ ein Havusporrr-Raum und abgeschlossen 
in jedem Havusporrrschen Oberraum. 

Nun sei / eine Funktion aus €Z; ferner seien « und f zwei reelle Zahlen 
mit a < #. Wegen der Stetigkeit von / sind die Urbildmengen G, = [f < «] 
und G,= [f > 8] in E offen; es ist G, ~\ G,= 9. Da E in e FE parakombinatorisch 
eingebettet ist, gilt also AG, ~\hG, C BE, wenn h die Topologie von e EZ bezeichnet. 
Hieraus folgt hG, \hG,= 6, da G, und G, in E sogar fremde Hiillen besitzen. 
Also*™) ist / auf eZ stetig fortsetzbar. 

Weiter sei eine E-identische, stetige Abbildung von eZ in BE. Dann 
ist p(e#) in BE dicht, da E in BE dicht und @ E-identisch ist. Folglich ist 
das System % aller Urbilder g'U’' von Umgebungen U’ eines beliebigen 
Punktes p’¢ 8 E — E ein aus nicht leeren, in ¢e# offenen Mengen bestehender 
Raster ; diesem ist ein Punkt p aus ¢ E adhirent*). Zufolge der Stetigkeit von @ 
ist gp dem Raster aller Umgebungen U’ von p’ in f E adhirent. Also ist 
gp p = p’, da nach (28) p’ abgeschlossen und # £ vollstindig regular ist. Da p’ 
in SE —E beliebig gewahlt war und  E-identisch ist, gilt also p(eH#) = BE. 

Ist E ein vollsténdig regulirer 7,-Raum, so behaupten wir die Gleichung 
p(e xk — E) = BE— E. Fir einen Punkt p¢ ¢£ sei G das System aller in Z 
offenen Mengen GCE mit p¢hG; dann ist (p)= AG. Ist némlich g ein 

GEG 
von p verschiedener Punkt aus ¢£, so existiert, da ¢e# Hausporrrsch 
ist, eine in eZ offene Menge G’ mit p¢ G’ und q¢hG@’. Da e£ eine Erweite- 
rung von £ im iiblichen Sinne ist, so ist G = E> G’ in E offen und h@ = h@’. 
Also gilt @€G,aber nicht g¢h@ Die behauptete Gleichung ist bewiesen, 
wenn gezeigt werden kann, da® aus pteE—E folgt pp¢ BE—E. Der 
Beweis hierfiir verliuft analog dem Beweis der entsprechenden Behauptung 
fiir » Z; man hat nur das dort auftretende System § durch G zu ersetzen™). 

Satz 17. Ist E ein regulirer T,-Raum, so liegt die ALEXANDROFFsche Er- 
weiterung « E*) in der Hauptklasse €,E und kann E-identisch und stetig auf 
die Cecusche Erweiterung BE abgebildet werden. Ist E ein vollstindig regulérer 
T',-Raum, so gehen bei dieser Abbildung Punkte von aE — E in Punkte von 
BE — E iiber. 


*) Das heiBt fiir je zwei in E offene Mengen G,- und G, mit G,\G,= @ gilt AG,A 
(\ hG, QE, wenn h die Topologie von ¢ £ bezeichnet. 

*2) Nach B. Z. Vuticu [12] ist eine Funktion f¢ €Z auf eine Erweiterung E’ von E 
im tiblichen Sinne dann und nur dann stetig fortsetzbar, wenn fiir je zwei reelle Zahlen x 
und B mit « < £ die Urbildmengen [/ < «] und [f > £] fremde Hiillen in EF’ besitzen. 

23) Ein HausporFF-Raum £ ist dann und nur dann in jedem Hausporrrschen Ober- 
raum abgeschlossen, wenn jedem Raster (Filterbasis) bestehend aus nicht leeren, in Z 
offenen Mengen mindestens ein Punkt von £ adharent ist. 

*4) Eine Analyse dieses Beweises zeigt,.daB allgemein folgendes gilt: sind EZ’ und E” 
zwei Erweiterungen im iiblichen Sinne eines Raumes £ und ist 2’ Havsporrrsch, so 
gehen bei einer Z-identischen, stetigen Abbildung von £’ in E” Punkte von E’ — E in 
Punkte von E” — E iiher. 

%%) Vgl. P. ALEXaNDROFF [1]. Dort wird iibrigens auch gezeigt, daB x fiir einen 
volistandig régularen 7,-Raum £ E-identisch und stetig auf 8 E abgebildet werden kann. 
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Beweis. « E hat folgende Eigenschaften: 1. «Z ist eine Erweiterung von E 
im tblichen Sinne; 2. «Z ist ein Havusporrr-Raum; 3. jedem reguliren 
Raster**) in Z ist mindestens ein Punkt von «Z adhirent; 4. fiir jeden Punkt p 
von «£ ist die Spur in Z des Rasters aller Umgebungen von p in « Z ein maxi- 
maler, regulirer Raster in Z*’). Die Topologie von «Z bezeichnen wir mit h. 

Es sei f eine Funktion aus €#. AuBerdem seien « und f zwei reelle Zahlen 
mit « < #. Ist nun p ein beliebiger Punkt der Menge A [f < «], so gilt 
peh{f <a’) fiir jedes «’ mit « <a’. Die in Z offenen Mengen [f < «’] mit 
a < «’ bilden einen Raster R in Z. Dieser ist regulir (in Z), da aus « < «'< a” 
folgt, daB die in E gebildete Hille von [f < «’] enthalten ist in [f < «’’]. 
Das System U, der Durchschnitte von E mit allen Umgebungen von p in «Z£ 
ist zufolge 4. ein maximaler, regulirer Raster in Z. Da p dem Raster ® in 
aE adharent ist, hat jede Menge aus R mit jeder Menge aus U, einen nicht- 
leeren Durchschnitt. Hieraus und aus der Maximaleigenschaft von U, folgt 
RCU,; also ist jede Menge aus N Spur in Z einer Umgebung des Punktes 
p€a. Es sei nun a’ so gewahlt, daB a < «’< # gilt. Dann existiert eine 
Umgebung U von p in aE mit Un E = [f < a’). Aus [f <a’]Jn[f> 2) =9 
folgt daher U -\ [f > 8] = 9; es kann also p kein Punkt der Menge A[/ > £) 
sein. Da pin h[f < a] beliebig gewahlt war, gilt somith[f < a] \A[f > 2) =9. 
Also ist / auf «Z stetig fortsetzbar. 

Weiter sei g eine H-identische, stetige Abbildung von «Z in BZ. Dann ist 
EC p(x £)C BE. Um (ak) = BE zu beweisen, geniigt es also zu zeigen, 
daB BE—EC (aE) ist. Hierzu sei p’ ein beliebiger Punkt von fE — £. 
Der Raum ££ ist vollstaindig regular, also regular; folglich ist das System © 
der Durchschnitte von Z mit allen Umgebungen von p’ in f£ ein regulirer 
Raster im Raum £ mit der durch die Topologie H von #£ in E induzierten 
Topologie h’. Da p’ abgeschlossen und f#£ vollstindig regular ist, ist p’ 
“Durchschnitt der Hiillen seiner Umgebungen in $£ und folglich der einzige 
dem Raster @ in BE adhirente Punkt. Da ££ eine Erweiterung von £ ist, 
so ist ferner die induzierte Topologie h’ gréber als die gegebene Topologie h 
von £. Also ist @ auch ein regulirer Raster beziiglich der Topologie h. Zu- 
folge 3. ist dem Raster © ein Punkt p¢ aZ adhirent. Der Bildpunkt ¢ p ist 
dann dem Raster © in ££ adhirent; folglich ist g p = p’. 

Ist Z ein vollstandig regulirer 7',-Raum, so gilt w(a H— £) = BE—E. 
Da «EZ Havusporrrsch ist, beweist man dies wie die entsprechende Behauptung 
aus Satz 16. 

Wir behandeln nun noch eine Erweiterung eines Raumes £, die im all- 
gemeinen nicht in der Hauptklasse €, £ liegt. 


besteht’und wenn zu jeder Menge U € ® eine Menge U’ € & existiert, deren abgeschlossene 
Hiille in U enthalten ist. R heiBt maximal, wenn R nicht echtes Teilsystem eines regu- 
laren Rasters R* in £ ist. ! 

2?) Ferner besitzt « E die Eigenschaft: 5. E ist in « Z regular eingebettet, d. h. die 
abgeschlossenen Hiillen (beziiglich « Z) der in EZ abgeschlossenen Mengen bilden eine 
abgeschlossene Basis von a £. Nach H. Baver [2] ist « H durch die Eigenschaften 1. 
bis 5. bis auf E-identische Homéomorphien eindeutig bestimmt. 
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Satz 18. Es sei E ein uniformer T,-Raum, E seine Vervollstindigung und © 
die F-Algebra aller beschriinkten, gleichmaBig stetigen, reellen Funktionen {| E 
Dann existiert eine E-identische Homéomorphie von E auf einen dichten Unter- 
raum von Bg E. Der Raum BoE ist eine bikompakte, Hausporrrsche Erweite- 
rung von E im iiblichen Sinne. 

Nach diesem Satz liegt also die Vervollstandigung £ von £ in einer Er- 
weiterungsklasse €H eindeutiger Fortsetzbarkeit, welcher eine stetige F- 
Algebra 2% auf Z mit G ¢ A entspricht. 

Beweis. Zu jeder in E abgeschlossenen Menge F ¢ E und zu jedeni Punkt 
q¢ E—F existiert eine Funktion /¢G mit /F = 0 und fqg=1. Also ist 
E' = Bg E eine Erweiterung im iiblichen Sinne von E sowie bikompakt und 
Hausporrrsch. Jede Funktion {¢€@ kann auf genau eine Weise zu einer 
auf B stetigen Funktion 7 fortgesetzt werden ; die Menge G aller Fortsetzungen / 
von Funktionen / € G besteht dann genau aus den beschrankten, gleichmaBig 
stetigen, reellen Funktionen |. Also ist E” = B¢E eine bikompakte, Havs- 
porFFsche Erweiterung von £ im iiblichen Sinne. Nach Konstruktion liegt 2’’ 
in derselben Erweiterungsklasse €Z wie E’. Nach Satz 7 existiert also eine 
E-identische Homéomorphie von £"’ auf E’. Hieraus folgt die Behauptung. 

Zur FrevpENTHALschen Erweiterung [5] siehe H. Baver [3]. 


§ 5. Kriterien fiir Zugehérigkeit zweier Riume 
zur gleichen Erweiterungsklasse. 

Es sei E ein topologischer Raum; h bzw. k bedeute Bildung der abge- 
schlossenen Hiille bzw. des offenen Kerns in Z. Mit RZ bezeichnen wir ferner- 
hin den Verein aller regular offenen Mengen G von £ und aller regular abge- 
schlossenen Mengen F von £. Es besteht also RZ aus allen Mengen RC £, 
fiir welche entweder khR = R oder hkR = R ist. Mit G FE bezeichnen wir 
den Verein aller regulir offenen Mengen von £. 

Sind EZ’ und E” zwei topologische Riume mit den Topologien h’ und h”, 
so heiBt ein Isomorphismus ®?*) von G’ = G EF’ auf G" = G EL” regulér, wenn 
fiir je zwei Mengen G}, G, ¢ G’ und ihre Bilder Gi’ = ®G}, Gy = OG, « G"” 
(41) aus h’G; © G3 folgt h’ Gi’ Gy und umgekehrt. 

Sind die Riume E£’ und £” Erweiterungen des Raumes £, so heibt ein 
Isomorphismus @ eines Vereins B’ von Teilmengen von EZ’ auf einen Verein B’’ 
von Teilmengen von EH” E-jdentisch, wenn fiir jede Menge V’¢€ S’ und ihr 
Bild V" = OV’e B” 

(42) En V'=Env" 
ist. 

Wir behaupten zunichst u. a., daB die Begriffe eines Isomorphismus von 
RN’ =RE auf R”’=REL” und eines reguliren Isomorphismus von G’ = GL’ 
auf ©” = © E” aquivalent sind. 

8) Eine eineindeutige Abbildung ® eines Vereins S von Teilmengen einer Menge 2 


auf einen Verein D’ von Teilmengen einer Menge £’ heiBt ein Isomorphismus, wenn aus 
ACB, A, BED, stets BAC DB folgt und umgekehrt. 
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Lemma 3. Es seien E’ und E” zwei topologische Riume. Ist ® ein Iso- 
morphismus von R’ auf R’’, so gilt 


(43) Ph’ G' = kG" 


fiir jede Menge G’'¢ G’ und ihr Bild G’ = OG'cG". Die Verengerung von ® 
auf ©’ ist ein regulirer Isomorphismus VY von G' auf G''. — Ist umgekehrt PY 
ein regulirer Isomorphismus von G' auf G"’, so lapt sich Y auf genau eine 
Weise zu einem Isomorphismus ® von R’ auf R” fortsetzen. 

Sind E’ und E” regulére Riume und zugleich Erweiterungen eines Raumes E, 
so ist mit ® auch VP E-identisch und umgekehrt. 


Beweis. Es sei ® ein Isomorphismus von %’ auf R’’. Wir zeigen zunichst, 
daB G’ durch @ in G” abgebildet wird und (43) gilt: Es sei @’ eine regular 
offene Menge aus ®’ und F’= h’G’ ihre abgeschlossene Hille. Wir unter- 
scheiden zwei Falle: 1. Es sei G’C F’. Fir G’’ = OG’ und F” = @F’ ist dann 
G” CF”. Angenommen, es wire nicht F” = h’’G”. Dann ist der offene Kern 
H" = k" (F"— @") von F” — @"’ nicht leer. Es sei K’’ der offene Kern k’ h’’ H” 
der abgeschlossenen Hiille h’’ H”. Dann ist K’’ eine nichtleere Menge aus %”’, 
es gilt K’’C F” und es existiert in R” auBer der leeren Menge keine gemein- 
same Teilmenge von G” und K”. Die Menge ®-'K’’= K’ ist folglich eine 
nichtleere Menge aus %’, es gilt K’CF’ und es existiert auBer der leeren 
Menge keine gemeinsame Teilmenge von G’ und K’. Dies steht aber im Wider- 
spruch zu F’= h'G’. Also ist F’ = h’”G@", d.h. es gilt (43). Wegen @’ CF” 
ist ferner G” regulir offen. — 2. Es sei G’ = F’. Angenommen, G”’ = @G’ 
wire nicht regular offen. Fir F’’ = ®F"’ ist dann k’ F’’ CF” wegen F” = @". 
Hieraus folgt Ok’ F’ CF’; nach dem Fall 1., angewandt auf ®™ statt @, 
ist h’'D1k’ F" =F’. Also ist F’ nicht regular offen, im Widerspruch zu 
G’ = F’. Somit ist, wie behauptet, @” regular offen. @” ist auch regular ab- 
geschlossen. Wire nimlich @’’ ch" @", also G’C@®h’@", so wire nach 
Fall 1., angewandt auf ®-! statt ®, auch G’ ch’D1G” = h'G@’. Dies wider- 
spricht der Voraussetzung, wonach G@’ = h’G" ist. Folglich ist G” zugleich 
regulir offen und regular abgeschlossen, also Dh’G’ = OG’ = G" = h'"G", 
d. h. es gilt auch hier (43). 

Durch Anwendung des bisher Bewiesenen auf den Isomorphismus ®- 
von R” auf R’ folgt, daB OG’ ¢ G’ fiir jede Menge G’’€ G” ist. Also ist MD, 
nur auf @’ betrachtet, ein Isomorphismus Y von G’ auf G’’. Dieser ist regular, 
da aus h’G, © G folgt h’ OG, = Dh'G, ¢ Us, also h” VG, Cc VG); die An- 
wendung dieses Ergebnisses auf Y-! statt Y ergibt, daB aus h” YG; Cc PG; 
auch umgekehrt h’ G; ¢ G3 folgt. 

Nun sei umgekehrt ein regulirer Isomorphismus Y von G’ auf ©” gegeben. 
Wenn ¥ iiberhaupt zu einem Isomorphismus ® von &’ auf R” fortgesetzt 
werden kann, so gilt (43). Da jede regular abgeschlossene Menge F’ die Hille 
ihres regular offenen Kerns-@’ = k’ F’ ist, muB also @F’ = h” YG" sein. Daher 
kann ¥ auf héchstens eine Weise zu einem Isomorphismus ® von %’ auf R”’ 
fortgesetzt werden. Setzen wir @F’ = h” Wk’ F’ fiir jede regular abgeschlossene 
Menge F’ und ®G’= WG" fiir jede regular offene Menge G’, so wird hierdurch 
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auch wirklich ein Isomorphismus ® von ®’ auf R” definiert. Dies folgt miihe- 
los bei. Beachtung von (41). 

Nun seien EZ’ und E” zwei regulire Raiume und Erweiterungen eines 
Raumes EZ. DaB mit ® auch Y £-identisch ist, ist trivial. Umgekehrt sei 
Y ein Z-identischer, regulirer Isomorphismus von G’ auf G’’. Wir behaupten, 
daB auch seine Fortsetzung zu einem Isomorphismus ® von R’ auf KR” E£- 
identisch ist. Es geniigt zu zeigen, daB E-\F’= E,-\F” fiir jede regular ab- 
geschlossene Menge F’¢’ und ihr Bild F’’= @F’cR” gilt. Es sei p ein 
Punkt von £, welcher nicht in F” liegt. Es ist PF’ = h” YG’, wenn G’ den 
offenen Kern k’F’ von F’ in E’ bezeichnet. Da F’ abgeschlossen und 2” 
ein regulirer Raum ist, existieren regulir offene Mengen U" und V” in E” 
mit pe U", P’=h" PQ’ CV" und U" 7 V"= 98. Die Urbilder U’'’= YU" 
und V’= YY” sind regular offen in Z’ und es gilt F’= h'G’ CV’, U' AV’ 
= 0, ferner p¢ U’, da Y EH-identisch ist. Also kann p kein Punkt von F’ 
sein und es gilt 7“. F’C E7-\ F”. Durch Anwendung dieses Ergebnisses auf 
Y— bzw. @" statt Y bzw. ® folgt EF’ C Er\F’. Also ist ® E-identisch. 

Satz 19. Zwei 7T,-Réiume E’ und E” seien Erweiterungen des Raumes E. 
Damit B’ und E” in derselben Erweiterungsklasse €E von E liegen, ist not- 
wendig, falls E’ und E"’ normal sind, und hinreichend, falls E’ und E"’ regulir 
sind, jede der beiden folgenden Bedingungen: 

a) Es existiert ein E-identischer Isomorphismus von RE’ auf RE". 

b) Es existiert ein E-identischer, regulirer Isomorphismus von © E' auf G E"’. 

Beweis. Nach dem Lemma 3 geniigt es, den die Bedingung b) betreffenden 
Teil der Behauptung zu beweisen. 

Die Bedingung b) ist notwendig. E’ und E£”’ seien normale 7,-Raéume und 
in derselben Erweiterungsklasse von EZ gelegen. Nach § 4 liegt die Cecusche 
Erweiterung #£’ in der Hauptklasse von £’, folglich liegen E’ und PE’ in 
derselben Erweiterungsklasse von £; entsprechendes gilt fiir Z’’ und BE”. 
Somit liegen BZ’ und PE” in derselben Erweiterungsklasse € = € E von E. 
Da fE’ und BE” Raume £gE sind, existiert nach Satz 7 eine E£-identische 
Homéomorphie von fE’ auf BE”. Folglich existiert ein Z-identischer, regu- 
larer Isomorphismus von @(f£’) auf G(fE"’). Es geniigt daher zu zeigen, 
daB zwischen GE’ und G(fE’) sowie zwischen GE” und G(fEL"’) ein E- 
identischer, regulirer Isomorphismus besteht. Wir zeigen dies etwa fiir © EZ’ 
und @(f£’); fir GZ" und G(fL"’) verlauft der Beweis analog. h’ bzw. h* 
bezeichne die abgeschlossene Hiille in EZ’ bzw. SE’, k’ bzw. k* den offenen 
Kern in E’ bzw. BE’. 

Wir ordnen jeder Menge G* aus @(f 2’) ihren Durchschnitt G’ = G* -\ E’ 
mit £’ als Bild ®G* zu. Da E’ ein dichter Unterraum von #£’ ist, wird 
©(fE’) durch ® isomorph auf © L’ abgebildet; fiir jede Menge G’c GE’ gilt 
@“"@' = k*h*@’. Der Isomorphismus @ ist regulir: aus h*G7¢CG¥ folgt 
E' \h*G?°@G$ zufolge der Definition von ®; es ist aber h'DGT = BE’ r 
\h* DGFT und h* GGT = h* GT, also h' OG? C OGF fiir je zwei Mengen Gf, 
GZ ¢ G(BE’). Umgekehrt seien G, und G; Mengen aus GE’ mit h’G; ¢ G3. 
Setzen wir Fj, = h’G; und F3 = E’— G3, so sind Fj und F% in £’ fremde, 
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abgeschlossene Mengen. Da f E’ wegen der Normalitat von E’ gleich der WaLL- 
manschen Erweiterung wZ’ von E£’ ist®), sind auch h* F und h*F; fremd. 
Hieraus folgt h* Gf ¢ Gf mit GT = OG; und GI = G4, weil Gf = k*h*Gj¢ 
Ch*F; und BE’— GT = h* F; ist. Letzteres folgt so: es ist 8 E’— Gf = BE’— 
— k*h* Ga = h* (8 E’— h* G3) sowie E -\ (8 E’— h*G3) = E’— h'G, = k’ Fy, und 
somit h* F, = h* k' F; = h* (BS E’— h* G3) = BE’— Gf. SchlieBlich ist der Iso- 
morphismus ® Z-identisch, da aus E ¢ £’ und ®G* = G* -\ E’ folgt OG* -\ E 
= G*n£. 

Die Bedingung b) ist hinreichend. E’ und E”’ seien regulire 7,-Réume; 
zwischen © £’ und G E”’ bestehe ein Z-identischer, regulirer Isomorphismus ®. 

Es sei « 2’ die ALEXANDROFFsche Erweiterung von Z’ und «a E£” die 
ALEXaNnDROFFsche Erweiterung von E”. Nach dem Satz 17 liegt « 2’ in der 
Hauptklasse €,Z’ von E’; wegen E ¢ E’ hat dies zur Folge, daB 2’ und « FE’ 
in derselben Erweiterungsklasse von E liegen. Ebenso liegen 2’ und a 2” 
in derselben Erweiterungsklasse von EZ. Unsere Behauptung ist also bewiesen, 
wenn wir zeigen kénnen, daB eine Z-identische Homéomorphie g von « FE’ 
auf « E” existiert; nach dem Satz 9 liegen dann nimlich auch « Z’ und « E”’ 
in derselben Erweiterungsklasse von £. 

Aus den im Beweis von Satz 17 angegebenen charakteristischen Eigen- 
schaften von « FE’ folgt*®): fiir jeden Punkt p*¢ « 2’ ist die Spur in 2’ des 
Umgebungssystems von p* in « E’ ein maximaler regulirer Raster U' (p*); 
umgekehrt existiert zu jedem maximalen reguliren Raster U’ in E’ genau 
ein Punkt p*¢ « Z’ mit U’= U’(p*). Mit Ug bezeichnen wir jedes System mit 
folgenden zwei Eigenschaften: 1. U4 ist ein regulirer Raster in EZ’ bestehend 
aus regular offenen Mengen Gj ¢ EZ’; 2. ist U5 ein der Bedingung 1. geniigendes 
System mit Up C UX, so gilt Uy = UF. Ist U’ ein maximaler regularer Raster 
in £’, so ist das System aller regular offenen Mengen aus UW’ ein solches System 
Ug und es besteht U’ aus allen offenen Obermengen von Mengen aus 2; um- 
gekehrt ist fiir jedes System Uj das System aller offenen Obermengen von 
Mengen aus U4 ein maximaler regulirer Raster U’ in Z’. Also entsprechen 
sich auch die Punkte p*¢ « E’ und die Systeme Uy eineindeutig: Up = Up(p*). 
Da E’ in « E’ regular eingebettet ist, bilden die Mengen UZ-, wobei G’ eine 
beliebige in EZ’ offene Menge und UZ. die gréBte in «#’ offene Menge V* mit 
V* -\E' = @’ ist, eine offene Basis @* von aH’. Es ist aber auch das Sy- 
stem BF aller Mengen UZ, mit regular offenem ( eine offene Basis von 
aH’. Es sei nimlich U% eine beliebige Menge aus G* und p* ein beliebiger 
Punkt von U%,, also G’ ¢ 2I'(p*). Da U’(p*) ein maximaler regulirer Raster 
in Z£’ ist, existiert eine in E’ regulir offene Menge Gp ¢ G’ mit Go ¢ U'(p*); 
also ist p* ¢ U$, und U%, ¢ Uj. Hieraus folgt die Basiseigenschaft von B35. 

Zufolge der Eigenschaften des Isomorphismus @ ist fiir jeden Punkt 
p*¢ aE’ das System @ Uj (p*) ein System Uj’ in Z” mit den (fir Z” formu- 
lierten) Eigenschaften 1. und 2.; zu Ug’ existiert genau ein Punkt p**¢ « 2” 
mit Ug’ = Uy (p**); wir setzen ¢ p* = p**. Dann ist @ eine eineindeutige 


*) Vgl. G. NOBELING [10], S. 161, FuBnote 1. 
3°) Vgl. auch FuBnote 27. 
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Abbildung von « £’ auf « EZ”. @ ist eine Homéomorphie, denn es wird die 
Basis Sf von « E’ auf die entsprechend definierte Basis @§* von « ZL” abge- 
bildet, da fiir jede regular offene Menge @ in E£’ gilt » U§, = U$%,. Um zu 
zeigen, daB g E-identisch ist, sei p ein beliebiger Punkt aus Z. Da der Iso- 
morphismus ® £-identisch ist, gilt Gj -\ E = OG) > E fiir jede Menge Gp ¢ U5 (p); 
also ist ® Uy (p) = Ug’ (p). 

Damit ist der Satz 19 bewiesen. 

Fiir Erweiterungen Z’ und £” von £ im iblichen Sinne beweisen wir 
schlieBlich noch: 

Satz 20. Es seien E’ und E" zwei Erweiterungen des Raumes E im iiblichen 
Sinne. Hinreichend und im Falle normaler Réiume E' und E" auch notwendig 
dafiir, daB E' und E"’ in derselben Erweiterungsklasse von E liegen, ist die fol- 
gende Bedingung: besitzen zwei offene Mengen von E fremde, abgeschlossene 
Hiillen in E', so auch in BE” und umgekehrt. 

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Die Funktion f ¢ CZ sei zu einer 
stetigen Funktion auf Z£’ fortsetzbar. Nach Vuticn [12] besitzen dann die 
Urbildmengen [f < a] und [f > £] fiir je zwei reelle Zahlen « < f fremde 
Hiillen in EZ’, also auch in £’’. Folglich kann f zu einer auf E”’ stetigen Funk- 
tion fortgesetzt werden. Analog zeigt man, daB jede Funktion f ¢ CZ, die 
auf E” stetig fortgesetzt werden kann, auch auf E’ stetig fortgesetzt werden 
kann. 

Die Bedingung ist fiir normale Raiume E’ und E£"’ notwendig. Besitzen 
zwei in E offene Mengen U, und U, fremde Hiillen in EZ’, so existiert zufolge 
der Normalitét von EZ’ eine Funktion f ¢ CZ mit fU,= 0 und /U,= 1; welche 
auf E’ stetig fortgesetzt werden kann. Da EZ’ und £”’ in derselben Erweite- 
rungsklasse von E liegen, kann f auch auf E” stetig fortgesetzt werden. Folg- 
lich besitzen U, und U, auch in £”’ fremde Hiillen. Analog verliuft der Beweis 
in der umgekehrten Richtung. 


§ 6. SchluBbemerkungen. 

Zwei topologische Riume E’ und E£” kénnen stets als Erweiterungen des 
leeren Raumes E = 9 aufgefaBt werden. Wenngleich auch die Untersu- 
chungen des §2 nur fiir nichtleere Riume £ sinnvoll sind™), so kann die 
Definition der Erweiterungsklassen €H auch fiir den Fall Z = 9 ausge- 
sprochen werden. Statt von Erweiterungsklassen €@ des leeren Raumes 
sprechen wir lieber von Raumklassen R, welche also wie folgt definiert sind: 

Wir sagen: zwei topologische Raume E’ und £”’ liegen in derselben Raum- 
klasse R, wenn die F-Algebren € Z’ und €£” isomorph sind. Es entsprechen 
sich also eineindeutig die Raumklassen und die Klassen von isomorphen F- 
Algebren. 

Fir die Raumklassen gilt nach den Satzen 1, 2 und 4%): 


%) Bisher haben wir einen topologischen Raum stillschweigend stets als nicht leer 
angenommen. 

32) Rein formal ergibt sich dies auch aus den Satzen 5 bis 7, indem man dort Z = @ 
setzt. 
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In jeder Raumklasse R liegt ein bis auf Homéomorphien eindeutig bestimmter 
bikompakter HausporFF-Raum Eg. Jeder Raum E’ aus R kann auf einen 
dichten Unterraum von Eg stetig abgebildet werden. 

Unmittelbar aus der Definition der Erweiterungsklassen € £ folgt: 

Liegen zwei Riume E’ und E” in derselben Erweiterungsklasse € E eines 
Raumes E, so liegen sie auch in derselben Raumklasse R. Insbesondere liegt 
mit einem Raum auch jede Erweiterung E’ von E aus der Hauptklasse €,E 
in derselben Raumklasse &. 

In Analogie zu Satz 9 gilt: 

Homéomorphe Riume E’ und E"’ liegen in derselben Raumklasse R. 

Der Beweis des Satzes 19 bleibt auch fiir den Fall Z = @ richtig. Wir er- 
halten daher : 

Damit zwei T,-Riume E’ und E” in derselben Raumklasse R liegen, ist 
notwendig, falls E’ und E"’ normal sind, wnd hinreichend, falls E’ und E"’ reguliir 
sind, jede der beiden folgenden Bedingungen : 

a) es existiert ein Isomorphismus von R E’ auf R E"’; 

b) es existiert ein reguliérer Isomorphismus von © E’ auf © E’'**). 
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3) Fiir zwei bikompakte Hausporrr-Raume Z’ und E£” ist also jede der beiden Be- 
dingungen a) und b) notwendig und hinreichend dafiir, daB Z’ und 2” homéomorph sind. 
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Zur Euklidischen Geometrie der Kreisbogendreiecke*. 
Von 


Lupwie BIeBeRBACH in Berlin. 


In einem merkwiirdigen und bemerkenswerten Buch') hat W. K. B. Hotz 
1944 die Verallgemeinerung der Euklidischen Dreiecksgeometrie auf gewisse 
Typen von Kreisbogendreiecken angeregt. Insbesondere hat ihn eine heuristi- 
sche hier nicht wiederzugebende Betrachtung zu der Einsicht gefiihrt, daB 
schéne Ergebnisse fiir die- 
jenigen Kreisbogendreiecke zu 
erwarten stehen, deren Winkel 
in den Ecken Vielfache von x 
sind, oder die durch Inversion 
aus dem Euklidischen Dreieck 
hervorgehen. Die in Betracht 
kommenden Gebilde sind aus 
Fig. 1 abzulesen. Es handelt 
sich um Kreisbogendreiecke 
mit den Ecken A BC, niimlich 
neben dem geradlinigen Drei- 
eck A mit den Seiten a, b, c, 
um die Dreikreise ‘A, deren 
Seiten ‘a,’b,’c den Kreisen mit 
den Mittelpunkten ‘A, ’B,’'C 
angehéren und die einander paarweise in den Ecken A BC beriihren; ferner 
um Kreisbogendreiecke, deren Seiten simtlich dem Umkreis °4 von A BC 
mit dem Mittelpunkt U angehéren, und endlich um die Inversdreiecke *A, 
deren Seiten ‘a,*b,*c auf Kreisen durch U liegen. Sie haben ihren Namen 
daher, daB diese Kreise aus den Seitengeraden des Dreiecks A BC durch 
Inversion an dem Umkreis °4 hervorgehen. Insbesondere ist das in Fig. 1 
gestrichelte Gebilde das zu den Seitenverlangerungen von A inverse Dreieck 
‘A. Die Mittelpunkte 'A,’B,’C der Kreise, auf denen die Seiten der Drei- 


* Herrn Ernst JaAcosBsTHaAL zum 16. Oktober 1952. 


1) WacTeR K. B. Hotz: Das ebene obere Dreieck (Berechnung und Erzeichnung von 
Dreiseit und Dreikreis aus je drei Stiicken gleicher Art). Eine Aufgabenstellung. 83 Seiten. 
Hagen i. W., im Selbstverlag 1944. Von Herrn Hoxz stammen auch die in dieser Arbeit 
benutzten Bezeichnungen. Zusatz bei der Korrektur: Herr Howz hat seine Auffassungen 
neuerdings —- mit zum Teil abgeanderten Bezeichnungen — wieder dargelegt; Der Drei- 
kreis und seine primitiven Lésungen Dreicck, Dreikreis, Umkreis. Der math. wu. nat. 
Unterricht. 8, 108—112 (1955) — Das Euklidische Dreieck und seine engere Kreis- 
bogenverwandtschaft. (Probleme spezieller Dreipunkte.) Mit 25 Zeichnungen des Ver- 
fassers. Hagen; Otto Grabow 1955. 





Fig. 1 
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kreise ‘A liegen, sind die Ecken des dem Umkreis °4 von 4 in den Ecken 
A BC umbeschriebenen Euklidischen Dreiecks. Darin liegt die Tatsache 
begriindet, daB die Seiten der Dreikreise ‘A auf dem Umkreis °4 senkrecht 
stehen. Die Seiten der Inversdreiecke liegen auf den Umkreisen der Drei- 
ecke BC'A, CA’B, AB'C. Es bieten alle Kreisbogendreiecke Interesse, die 
A BC zu Ecken haben und deren Seiten irgendwelche Bogen der genannten 
Kreise sind. Ich werde aber die folgende Betrachtung auf einige Typen der- 
selben beschrinken. 

Hauptgegenstand dieser Arbeit soll der Beweis der von W. K. Houz be- 
griindeten Vermutung sein, daB fiir die aufgezihlten Figuren Ubertragungen 
von Satzen der Euklidischen Dreiecksgeometrie gelten. Insbesondere werden 
sich dabei die Kongruenzsiitze und ein Analogon des Pythagoriiischen Lehr- 
satzes ergeben. 


Dreikreise. 


Unter einem Dreikreis verstehe ich allgemein die Figur von drei sich in 
drei verschiedenen Punkten paarweise beriihrenden Kreisbogen der Euklidi- 
schen Ebene. Diese drei Punkte heiBen die Ecken, die sie verbindenden Kreis- 
bogen die Seiten des Dreikreises. Trivial ist der Fall, daB alle drei Bogen 
dem gleichen Kreis angehéren. Dahin gehért z. B. die in drei Bogen aufge- 
teilte Peripherie eines Kreises (Umkreis °4 der Fig. i) oder auch der Fall, 
daB die drei Bogen eine mehrfache Bedeckung der ganzen Kreisperipherie 
oder eines Teiles derselben ausmachen. Gehéren zwei Seiten eines Drei- 
kreises der gleichen Kreisperipherie an, so gehért auch «ie dritte Seite dieser 
Peripherie an, da man ja in ihren beiden Endpunkten die Tangenten kennt. 
Es bleibt also nur der Fall, daB die drei Seiten des Dreikreises drei verschie- 
denen Kreisen angehéren. Dann ist aber der Kreis durch die drei Ecken ein 
gemeinsamer Orthogonalkreis der drei Seitenkreise. Er kann in eine Gerade 
ausarten, oder aber sein Mittelpunkt ist das gemeinsame Potenzzentrum der 
drei Kreise. Die Ausartung tritt ein, wenn die drei Beriihrungstangenten in 
den Ecken einander parallel sind. Anderenfalls schneiden sie sich im Potenz- 
zentrum. Fig. 2 zeigt einen Ausar- 
tungsfall. Den Fall des Orthogonal- 
kreises mit endlichem Radius kennen 
wir von Fig. 1. 

Es sei noch bemerkt, daB die 
drei Winkel in den Ecken des Drei- 
kreises im Falle dreier verschiedener 
Seitenkreise niemals alle drei gerade 
Vielfache von z sein kénnen. Um- 
lauft man naimlich das Dreikreis in 
passender Richtung, so gelangt man 
beim Passieren einer Ecke-des Dreikreises vom AuBeren des Orthogonal- 
kreises ins Innere, falls in der betreffenden Ecke der Winkel, um den sich 
diee orientierte Tangente bei dem Ubergang von einer Seite zur nichsten 
dreht, ein gerades Vielfaches von z ist. Da man aber nach Vollendung des 




















48 Lupwic BreBERBACH: 
Umlaufes zum Ausgangspunkt zuriickkehrt, so kann dieser Durchgang durch 
die Peripherie des Orthogonalkreises nicht dreimal — oder nur einmal — 
eintreten. 


Die wichtigsten Ergebnisse beziehen sich im folgenden auf Dreikreise, 
deren Seiten entweder ganz dem Inneren oder ganz dem AuBeren des gemein- 
samen Orthogonalkreises angehéren (Innendreikreise und AuBendreikreise). 
Zunichst soll aber von Dreikreisen ganz im allgemeinen die Rede sein, unter 
der bloBen Annahme, daB die drei Seiten drei verschiedenen Kreisen angehéren. 


Man orientiert das Dreikreis, indem man die drei Ecken numeriert. Diese 
Numerierung soll durch die natiirliche Reihenfolge der drei die Ecken bezeich- 
nenden Buchstaben A, B,C gegeben sein. Die drei Ecken gehéren einer 
Geraden g oder einem Kreis K an. Im Falle K bilden die drei Ecken zugleich 
die Ecken eines Euklidischen Dreiecks 4, dessen Umkreis K ist. Durch die 
Numerierung der Ecken des Dreikreises ‘4 werden g, K und A ihrerseits 
orientiert. Die durch die Numerierung der Ecken des Dreikreises ‘A ebenfalls 
orientierten Seiten des Dreikreises und ihre Euklidischen Langen werden mit 
‘a, ‘b,’c bezeichnet. Das kénnen positive oder negative Zahlen sein. Ent- 
sprechend sind a, b, c die Seiten von 4. Die Radien der Seitenkreise von ‘A 
werden mit ‘r,, ‘r,,’r, bezeichnet. Die Mittelpunkte der Seitenkreise seien 
'A,’B,’C. Der Fall, daB ein Seitenkreis in eine Gerade ausartet, soll nicht 
ausgeschlossen sein. Im Falle K sind ‘'A,’B,’C die Ecken eines weiteren 
Dreiecks, dessen Seiten in den Punkten A, B,C den Kreis K beriihren. Je 
nachdem, ob das Dreieck mit den Ecken A, B, C spitzwinklig, rechtwinklig 
oder stumpfwinklig ist, soll das Drei- 
kreis selbst spitzwinklig, rechtwinklig 
oder stumpfwinklig heiBen. Die Fig. 3, 
4, 5 geben Innendreikreise dieser drei 
Arten wieder. Im spitzwinkligen Fall 
ist das Dreieck ‘A, ’B,’C dem Kreis K 
umbeschrieben, im rechtwinkligen Fall 
riickt eine Ecke ‘B ins Unendliche, 
im stumpfwinkligen Fall ist es dem 
Kreis K anbeschrieben. Die Zentriwin- 
kel der Seiten des Dreikreises werden 
mit ‘a, 'B,’y bezeichnet. Ich nenne sie 
' weiterhin kurz die Winkel des Drei- 

Fig.3 kreises. Ich lege eine entgegen dem Uhr- 

zeigersinn orientierte Ebene zugrunde 

und messe die Zentriwinkel in diesem Drehsinn. Den Dreikreis der Fig. 3 
nenne ich negativ orientiert, weil das Innere von A und von K zur rechten 
des angenommenen Umlaufsinnes A BC liegt. Als Seiten von ‘A sind die im 
Inneren von K gelegenen Bogen der Seitenkreise genommen. Hier sind die 
Zentriwinkel positiv. Auch das Dreieck ‘A,’B,’C ist negativ orientiert. 
Wir wollen aber die Dreikreise zuniichst in voller Allgemeinheit nehmen 
und dementsprechend nicht nur den Fall beriicksichtigen, daB die Seiten 








Zur Euklidischen Geometrie der Kreisbogendreiecke. 49 


des Dreikreises die kiirzesten Verbindungsbogen seiner Ecken auf den Seiten- 
kreisen sind, wie das in den Fig. 3, 4, 5 angenommen ist. Vielmehr verstehen 
wir unter der orientierten Seite ‘a irgendeinen die Ecken BC verbindenden 
Bogen des Seitenkreises, der von B nach C durchlaufen wird und orientiert 
ist. Dementsprechend kann sich der Zentriwinkel ‘« von dem in Fig. 3 mit ‘« 
bezeichneten Winkel im Vorzeichen und um beliebige Vielfache von 2 2 unter- 
scheiden. Analog bei den Fig. 4, 5 und bei den anderen Winkeln 'f,’y. Dahin 
gehéren insbesondere auch die AuBendreikreise, aber auch Gebilde, bei 
denen die Seiten teils im Inneren, teils 
im AuBeren von K liegen, oder auch volle 


A 














Fig. 4. Fig. 5. 


Peripherien der Seitenkreise enthalten. Eine Seite ‘a kann z. B. in B beginnen, 
ein oder mehrmals den Kreis ‘A(’r,) durchlaufen und dann erst in C zum 
Halt kommen. 

Die verschiedenen hier méglichen Fille unterscheiden sich durch die 
Schranken, zwischen denen die Winkel ‘«,’8,’y liegen, und durch die Winkel- 
summe. Die Winkelsumme ist stets ein ungerades Vielfaches von x. Denn denkt 
man sich z. B. im spitzwinkligen Fall von Fig. 3 in A die nach ’B gerichtete 
Normale des Dreikreises und verfolgt sie lings der Seite A B des Dreikreises, 
so dreht sie sich um den Punkt ‘C durch den Winkel ‘y und kommt in B als 
von B nach ‘A gerichtete Normale an. Man drehe sie weiter um ‘A durch den 
Winkel ‘x. Dann gelangt sie nach C mit der Richtung von C nach ‘A. Dreht 
man sie endlich um ‘'B durch den Winkel 'f, so gelangt sie nach A zuriick 
und ist jetzt zum SchluB von A nach 'C gerichtet, d. h. entgegengesetzt zu 
ihrer Ausgangslage. Daher ist die Winkelsumme ein ungerades Vielfaches 
von 2. : 

(1) ‘a+'B+'y=(2n+1)a n= 0,4+1,4+2,.... 


Ahnlich schlie8t man im rechtwinkligen und im stumpfwinkligen Fall. Beim 
spitzwinkligen Innendreikreis von Fig. 3 gilt 


(2) 0<'a<a, 0<'B<a2,0<'y<z. 
Math. Ann. 130. 4 
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Daher ist hier 

(3) ‘a+'B+'y =x. 
Beim rechtwinkligen Innendreikreis von Fig. 4 ist 
(4) 0<’a<a, 0<'y<z. 
Daher gilt auch hier (3) mit ‘8 = 0, d. h. 

(3’) ‘a+'’y=n ’ 


Beim stumpfwinkligen Innendreikreis von Fig. 5 ist 
(5) 0</’a<a,—a<'B<0, 0<'y<z. 


Daher ist auch hier (3) erfiillt. Alle gleich orientierten Innendreikreise haben 
die gleiche Winkelsumme (3). Dabei ist die negative Orientierung des Dreiecks 
A BC angenommen. Ist dies 
Dreieck A BC positiv orien- 
tiert, so sind simtliche Winkel 
mit dem anderen Vorzeichen 
zu nehmen. Die Winkelsumme 
wird dann — z. 

In den AuBendreikreisen 
von Fig. 6,7, 8 habe ich, um 
den Vergleich mit Fig. 3, 4, 5 
zu erleichtern, die Winkel mit 
a," B,"y bezeichnet. Dann ist 
im Falle des negativ orientier- 
ten spitzwinkligen AuBendrei- 
kreises von Fig. 6 


—'a+"a=22, 
(6) —'B+"B = 22, 
Fig. 6. —'y+"y= 2x. ‘ 





Daher wird jetzt 


(7) a<"a<2n, am<"B<2n, a<"y<2z, 

und die Winkelsumme ist 

(8) “at+"°B+"y =5n. 

Beim rechtwinkligen negativ orientierten AuBendreikreis ist nach Fig. 4 und 7 


(9) ‘a—"a=2n, 'y—"y=2n 
(10) —22<"a<—a, —22<"y<—a2 
(11) "a+"y =—3x. 


Endlich gilt nach Fig.5 und 8 beim negativ orientierten stumpfwinkligen 


Zur Euklidischen Geometrie der Kreisbogendreieck 51 





AuBendreikreis 

(12) ‘a—"a= 20, 'B—"B=—2a, 'y—"y=22 
(13) —2a<"a<—2, a<"B< 2a, —2a<"y<—a2 
(14) "oe +"B +"y=—X. 


Bei positiver Orientierung der AuBendreikreise wechseln simtliche Winkel 
ihr Vorzeichen. Von den hier hervorgehobenen Fillen der Innen- und der 
AuBendreikreise unterscheiden sich alle anderen Dreikreise dadurch, daB ein 
oder einige Winkel sich im Vorzeichen oder um Vielfache von 2 dndern. 
Das bedeutet z. B., daB man ein negativ orientiertes Dreikreis bilden kann, 
teils aus Bogen im Innern, teils aus Bogen 
im AuBeren von K, daS man mit anderen 
Worten in beliebiger Auswahl teils Winkel 
‘a,’ B,’y teils Winkel a, 8,”y nehmen kann 








Fig. 7. Fig. 8. 


und diese zudem noch nach Belieben um Vielfache von 2 x andern kann, so 
daB die Seiten des Dreikreises dann teils im Inneren, teils im AuBeren von K 
verlaufen und auch voll durchlaufene Peripherien in den Seiten enthalten 
sein kénnen. 

Ich wende mich nun den Beziehungen zu, die zwischen den verschiedenen 
Stiicken eines Dreikreises bestehen. AuBer den schon genannten Stiicken, 
naimlich den Seiten, den Winkeln, den Radien der Seiten, ziche ich noch den 
Radius r, des Umkreises heran. Diesen letzteren will ich stets positiv an- 
nehmen. Das Vorzeichen der Winkel ist bereits bestimmt, da festgelegt wurde, 
in welchem Drehsinn die Winkel gemessen werden sollem. Auch fiir die AuBen- 
dreikreise bezeichne ich wie fir alle tibrigen die Winkel wieder mit ‘x,’ 8,’ y. 
Dann gelten die folgenden Beziehungen, die man aus den Figuren abliest, 
fiir jedes Dreikreis, dessen Orthogonalkreis ein echter Kreis ist: 

(15) ‘a ='r,'a, 'b ='r,'B, 'c ='r,'y, 
(16) ‘r= r4cotg 7 » T= Ts cotg ¥ » T= r4cotg 4 : 
4* 
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Durch diese Formeln wird zugleich iiber die Vorzeichen der Radien ‘r,, ‘7,, ‘r, 
und auch der Seiten ‘a,’b,’c verfiigt. Natiirlich entfallen die mittleren Be- 
ziehungen beim rechtwinkligen Dreikreis. Den rechten bzw. den stumpfen 
Winkel nehme ich stets bei der Ecke B an. Aus den Beziehungen (2), (4) 
und (5) sieht man, daB beim negativ orientierten Innendreikreis die Seiten 
‘a,'b,’c positiv ausfallen. Es ist dann nimlich stets ‘r, > 0 und ‘r, > 0, aber 
‘r, > 0 beim spitzwinkligen und ‘r,< 0 beim stumpfwinkligen negativ orien- 
tierten Innendreikreis. Nehmen wir noch ein Beispiel: Beim negativ orien- 
tierten spitzwinkligen AuBendreikreis ist nach (7) und (16) ‘r,> 0, ‘r,> 0, 
‘r,> 0 und daher nach (15) ‘a < 0, 'b < 0, ‘c < 0. Weiter gilt beim spitzwink- 
ligen und beim stumpfwinkligen Dreieck und Dreikreis 


(17) a= 14 2c0s-*, b= 14 2c0s-b-, ¢ = r4 2 008-2 
und 
(18) ‘a=1r,4'a cotg Zz ‘b=r,'B cotg E , c=7ry'y cotg + 


(18) folgt natiirlich aus (15) und (16). Beim rechtwinkligen Dreieck und Drei- 
kreis gilt 


(19) a=ry2cos->, b=2r,, c= rg 2 cos 
(20) ‘a=, ‘a cote» ‘b=2r,, ‘c=T4 'y cotg >. 


Die Funktion y = xctgz und 

y ihre Umkehrung x= C(y) spielen 

fiir das Dreikreis die gleiche Rolle, 

, wie die Funktion cosinus und ihre 

Umkehrung are cos in der Plani- 

je metrie des Dreiecks. Daher sollen 

= 7 F ” diese Funktionen zunichst betrach- 

tet werden. Fig. 9 zeigt den Verlauf 

der beiden Funktionen. Die Funk- 

tion z = C(y) erweist sich natiirlich 

als unendlich vieldeutig. Man er- 

Fig. 9. kennt, daB zwischen zwei aufeinan- 

derfolgenden Vielfachen von x genau 

einer der Werte x liegt, die C(y) annimmt, mit dem Zusatz, daB fir y > 1 

keiner dieser Werte zwischen — 2 und + z anzutreffen ist. Uber die Mono- 

tonie und die Konvexitaét der Funktion geben die beiden ersten Ableitungen 
AufschluB. Es ist nimlich 























‘ sin x cosx — x sin2e¢—2z _,, cos x (tg x — x) 
(21) 9 = cog? — Sas ante Sets 2 eee 
Umkehrung der Formeln (18) oder (20) liefert?) 

‘a ‘a ‘B "b 'y ’c 
(22) 7 C(3,,) a ior °(z,,) Is ia o(z,,) 


2) Die mittlere Formel (23) entfallt beim rechtwinkligen Dreikreis. 
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Es soll festgestellt werden, welchen der Werte der Funktion C(y) man hier 
zu nehmen hat. Das richtet sich danach, in welchen Schranken die Winkel 
bei den zu betrachtenden Dreikreisen liegen. Nach Formel (2) und (4) hat 


man bei spitzwinkligen und bei rechtwinkligen negativ a Innen- 
dreikreisen den in das Intervall (0, 5) fallenden Wert bei > . £2 1p zu be- 
nutzen mit dem Zusatz, daB nach (3’) im rechtwinkligen Fall ‘8 = 0 zu neh- 
men ist. - wy Pw own negativ orientierten Innendreikreisen gilt (5). 


Man: hat — 5 und ” wieder aus (0, 3) zu nehmen, wahrend man fiir f den 


im ee (— 2) liegenden Wert zu nehmen hat. Bei spitzwinkligen 
positiv orientierten AuBendreikreisen hat man nach Formel (7) bei allen drei 
Winkeln einen Wert aus (3 . z) zu nehmen.- Das gilt fir : und z auch 
im recht winkligen Fall, wahrend man bei — orientierten stumpfwinkligen 


AuBendreikreisen nach (13) fir = > und = + die in (- n, -3) fallenden Werte, 


, 


fiir B aber einen Wert aus (5 z _ zu nehmen hat. Entsprechend hat man bei 
allen anderen Sorten von Dreikreisen zu iiberlegen. 


Innendreikreise. 


Es soll sich um die Frage handeln, inwieweit ein Dreikreis durch drei 
seiner Stiicke im Sinne der Euklidischen Geometrie bestimmt ist. Zuerst 
seien die drei Seiten gegeben. Nach (22) hat man wegen (3) im spitz- und 
stumpfwinkligen Fall des negativ orientierten Innendreikreises 


F ‘a b ‘c n 
(23) Cc (s,,) +C (37) +C (s,,) — -? 


wahrend im rechtwinkligen Fall nach (3’) 


. ‘a ‘c n 
(24) C (zr,) + o(3,,) -% 


gilt, dem Umstand entsprechend, daB auch fiir den hier zu benutzenden 
Zweig von C(y) nach Bild 9 noch C(1) = 0 ist. Es erweist sich fiir die weitere 
ae der negativ orientierten Innendreikreise als zweckmaBig, auch 


fiir C (3 Se, -)i im stumpfwinkligen Fall den in (0,2 3) fallenden Wert zu nehmen, 


und dafiir in der Gleichung (23) in diesem Fall das mittlere Gliec mit dem 
negativen Vorzeichen zu versehen. Dann haben wir die folgenden Beziehungen: 


. ‘a ae ‘c o wy ee 
(25) C (sr) +C ( ar, ) +C ( ar, ) = _ im spitzwinkligen Fall 


j ‘a ‘e a et 

(26) C ( =.) +C ( 372) =F im rechtwinkligen Fall 

(27) C ( = )- C ( =) +C (3, ) = $ im stumpfwinkligen Fall. 
214 4 J 
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In diesen drei Formeln ist dann durchweg der ins Intervall (0, 3) fallende 


Wert von C(y) zu nehmen. Dann ist C(0) = ; und C(1) = 0. Aus (26) folgt 
mit (20) 
Satz 1. Im rechtwinkligen Innendreikreis besteht als Analogon des pythagora- 
ischen Satzes die Gleichung 
‘a c a 
(28) o(%)+ c(%)-¢- 
Dabei ist ‘b die dem rechten Winkel gegeniiberliegende Seite. 

Da man vermittelst (18) r, durch eine Seite und den ihr gegeniiberliegenden 
Winkel ausdriicken kann, enthalten (25) und (27) zusammen mit (18) fiir 
spitz- und stumpfwinkligen negativ orientierten Innendreikreis das Analogon 
des Cosinussatzes. 

Das Analogon des Sinussatzes folgt aus (18). Es lautet: 


‘eate—. B +» atte 2. 
a cotg 2 % 8 mud | ‘e y cotg 2 





a 
(29) | ie enert ~*B a “a. * ae » 
a ¢ 4 Y a e a 
B cotg 3 y cotg —> a cotg > 











Die Grundlage zum Beweis der Kongruenzsétze bildet der 

Satz 2. In jedem negativ orientierten Innendreikreis ist die Summe der 
Liingen irgend zweier Seiten gréBer als die Liinge der dritten Seite oder dieser 
gleich. Dabei steht gleich nur dann, wenn die drei Ecken des Dreikreises in 
gerader Linie liegen. 

Die Richtigkeit des Satzes 2 im Falle von Fig. 2 liest man aus dieser 
Figur unmittelbar ab. Dort ist mit einer Ausnahme die Summe zweier Seiten 
gréBer als die dritte Seite, wihrend es einmal vorkommt, daB die Summe 
zweier Seiten gleich der dritten Seite ist. An Fig. 4 sieht man weiter, dab 
beim rechtwinkligen negativ orientierten Innendreikreis die Summe zweier 
Seiten stets gréBer ist als die dritte Seite. Denn es ist z. B. 


‘c+'b >'b = 21r,>'a. 

Ich wende mich den spitzwinkligen und den stumpfwinkligen negativ 
orientierten Innendreikreisen zu. Aus den Fig. 3 und 5 liest man ab. oder man 
entnimmt aus (16) und (3) 

(30) ‘tb + Tre sin’a ‘ta+’rp sin Y 


atte ~ ain’ ratte ~ sin B 
Daraus findet man 
, , 


rai’): 'T, =(—sin’a + sin’B + sin’y) : (sin’« — sin’ + sin’y): 





ite (sin’‘x + sin’B — sin’y) . 

Im spitzwinkligen Fall haben alle Klammerausdriicke das positive Vorzeichen 
wie die ‘r. Im stumpfwinkligen Fall haben simtliche Klammerausdriicke das 
entgegengesetzte Vorzeichen wie die zugehérigen ‘r. Dem Satz 2 entsprechen 
nach (15) drei Relationen, die im spitzwinkligen Fall aus 


‘a(—sin’« + sin’ + sin’y) +’y(sin’« + sin’B — sin’y) > 


2 
(32) >’ B(sin’y — sin’B + sin’y) 
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durch cyklische Vertauschung der ‘a,’f,’y hervorgehen. Im stumpfwink- 
ligen Fall ist 
‘a(— sin’« + sin’B + sin’y) +’y(sin’« + sin’B — sin’y) < 

< 'B(sin’« — sin’# + sin’y) 
eine der zu beweisenden Relationen. Dabei gelten fiir (32) die Beziehungen 
(2) und (3), fiir (33) aber die Relationen (5) und (3). Triagt man in (32) und 
(33) ‘8B = x—’a —y ein, so wird die zu beweisende Ungleichung im spitz- 


winkligen Fall 


(x — 2’y) sin’ + (a — 2’a) sin’y < wsin(‘« +'y) 


(33) 


(34) fir 0 <’a<2,0<'y<a2, 0<'a —"y<a. 


Im stumpfwinkligen Fall wird sie 

(x — 2’y) sin’« + (a — 2’a) sin’y > wsin(‘a ~'y) 

(35) os , , ’ la > 
fir 0 <’a< 2,0 <'y<a,a<'ax-"y<2a. 

Fiir (34) und (35) kann man schreiben 


(x — 2'y — 2 cos’y) sin’a + [<0 fiir 0<'a<2.0<'y< 2,0<'a+'y<2 





(36) +(a— 2’ — 2 cosa) sin'y |> 0 fir 0<'a<2,0<'y<a,.a<'a+'y<2n 
oder 
x — 2’a —2c08’a | 
37 sin’an =©=——« J < O far O<'a <a, O<'’y <2, 0<'a-'y<a 
(37) a — 2’y — x c08"y > 0 fir 0 <’a< a, 0<'y<a.a<'a+'y<2n- 
sin “y 
Der Beweis von (37) beruht auf dem folgenden 
Hilfssatz 1. 
—2& —xacosé 
(38) 19. 
ist fiir 0 < & < x eine monoton wachsende Funktion, d.h. es ist 
(39) P()>0 firO<E<a. 


Es ist namlich 
2(1 — cosé) + 2(€ cos§ — sin$) 


(40) f(g) = “ule 

Man setze 

(41) g(&) = a(1 — cos) + 2(€ cos& — sin§). 
Dann ist 


(42) (0) = 0. g(x) = 0, 9) = 22 g'(G) = (a— 28) sing. 
Also ist g’(€) > 0, wenn 0 < g < + ist, und g’(&) < 0. wenn 5 <é&< 2. ist. 
Daher ist g(&) > 0 fiir 0 < & < a und f'(&) > 0 fiir 0 < <2. Nun ist 


f(€) + f(a— €) = 0. 
Daher gilt 
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Hilfssatz 2. Es ist f('a,) + f('y) = 0, wenn ‘a, + 'y = 2,'a, > 0,'y > 0 ist. 
Daher ist 


(43) f('«) + f('y) < 0, wenn 0 < ‘a <'a,<2,0<'y<a,d.h.wenn0<'a+'y<2 
und 
(44) f('a) + f(‘y) > 0,wenna >'a>'a,> 0,0<'y<a,d.h.wenna<'a+'y<2zist. 


(43) und (44) beweisen (37) und damit ist Satz 2 im spitzwinkligen Fall restlos 
als richtig erkannt. Denn in diesem Fall fiihrt auch zyklische Vertauschung 
der ‘«,’8,’y in (32) immer wieder auf eine Ungleichung der Form (37) in ihrer 
oberen Form. Im Fall des stumpfwinkligen Dreikreises ist nur bewiesen, 
daB die Summe zweier Seiten stets gréBer ist als die dem stumpfen Winkel 
gegeniiberliegende Seite. Fiir die anderen Ungleichungen im stumpfwinkligen 
Fall ist eine neue Betrachtung nétig. Es ist aber am einfachsten, das im stumpf- 
winkligen Fall am Beweis des Satzes 2 noch fehlende aus dem folgenden 
Satz 3 zu entnehmen. Dieser lautet: 

Satz 3. Dem gréBeren Winkel des mit einem negativ orientierten Innendrei- 
kreis gleicheckigen geradlinigen Dreiecks liegt die gréBere Seite des Dreikreises 
gegeniiber. 

Da -nach diesem Satz im stumpfwinkligen Dreikreis dem stumpfen 
Winkel die gréBte Seite gegeniiber liegt, folgt in der Tat aus Satz 3 das am 
Satz 2 noch Fehlende. Ich wende mich daher dem Beweis von Satz 3 zu. 
Zu zeigen ist im spitzwinkligen Fall ‘6 > ‘c, wenn b> c ist usw. bei belie- 
biger Vertauschung der Seiten, im rechtwinkligen ‘6b >'c,'b>‘a und ‘c <‘a, 
wenn ¢ < a ist, endlich im stumpfwinkligen Fall ‘6 >'c, ‘b >‘a und ‘a >’c, 
wenn a> c ist. Der Beweis beruht darauf, daB nach (21) y = x cotgz in 


a , ’ n 
0<2< > monoton abnehmend ist. Da auch cosz in 0< 2< > monoton 


abnimmt, so folgt aus (17): Aus a> b folgt ‘« <’f, und es folgt aus (18) 
wegen (21): Wenn ‘a <'f ist, so ist ‘a >'b. Ganz analog beweist man alle 
anderen Behauptungen von Satz 3, bis auf ‘b >‘c, ‘b >‘a im rechtwinkligen 
Fall. Man liest aber unmittelbar an Fig. 4 ab:’b = 2r,>‘c und ‘b= 2r,>‘a. 

Im folgenden seien positive Zahlen ‘a <'b, ‘c <‘b gegeben, und es sei noch 
‘a +c =b angenommen. Die Bezeichnungen sind so gewahlt, weil immer an- 
genommen war, daB im rechtwinkligen Fall ‘6 dem rechten Winkel und im 
stumpfwinkligen Fall ‘b dem stumpfen Winkel gegeniiber liegt. Es soll unter- 
sucht werden, ob es stets negativ orientierte Innendreikreise mit gegebenen 
Seiten gibt. Die notwendigen Bedingungen von Satz 2 sind durch die ge- 
machten Annahmen jedenfalls erfillt. Ist insbesondere ‘a +‘c =‘b, so gibt es 
genau ein den Bedingungen von Fig. 2 entsprechendes negativ orientiertes 
Dreikreis und nach Satz 2 kein weiteres negativ orientiertes Innendreikreis. 
Man hat sich daher weiter nur mit gegebenen Seitenlingen ‘a <b, ‘c <'b unter 
der Annahme ‘a +'c >’b zu befassen. Die Beweismethode beruht zunichst 
darauf, daB man die Gleichungen (25), (26), (27) als Gleichungen fir r, auf- 
faBt. Hat man ein einer dieser Gleichungen geniigendes 2r, gefunden, das ja 
gréBer ist als alle Seiten, so sind nach (18) und (20) die ‘«,’,’y und dann 
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nach (15) die ‘r,, 'r,, ‘r, bestimmt und damit das Dreikreis gefunden. Es 
kommt daher alles auf die Bestimmung von r, an. 

Es wird sich zeigen, daB bei gegebenen ‘a, 'b, ‘c stets genau eine der Glei- 
chungen (25), (26), (27) genau eine Lésung r, liefert. Zu einem Kriterium 
dafiir, welche der drei Gleichungen lésbar sein kann, fihrt die folgende Uber- 
legung. Im rechtwinkligen Dreikreis ist 217, = 6. Daher ist nach (26) fiir das 
Vorliegen des rechtwinkligen Falles notwendig 


‘a c nm 
Diese Bedingung (45) ist aber auch hinreichend fiir die Existenz eines recht- 
winkligen Dreikreises mit den gegebenen Seiten. Gilt namlich (45), so ist (26) 
mit 2r,='b erfiillt. Mit dem so ermittelten r, bestimmt man nach (20) ‘« 
und ‘y und dann nach (15) ‘r, und ‘r, und damit das Dreikreis. So ist bewiesen: 

Satz 4. Die Bedingung (45) ist notwendig und hinreichend fiir ein recht- 
winkliges negativ orientiertes Innendreikreis mit den Seitenliingen ‘a <'b, 
‘ec s'b, ‘a +'c >'b. Es gibt dann genau ein rechtwinkliges negativ orientiertes 
Innendreikreis mit diesen drei gegebenen Seitenlingen. 

Ich fiige noch die Bemerkung hinzu, daB es genau ein rechtwinkliges 
negativ orientiertes rechtwinkliges Innendreikreis mit gegebenen Katheten ‘a 
und ‘c gibt. Dazu ist zu zeigen, daB bei gegebenen ‘a und ‘c die Gleichung (26) 
genau eine Lésung r, besitzt. Es geniigt, den Fall ‘a <’c zu betrachten. Die 
Funktion 
“6 pey- 0(z) + o(z) 
ist in ‘ec < & < c© monoton wachsend, und es ist 

D(‘c) = o(=) <>,» D(o)=2. 
Daher gibt es genau ein § = 27r,, so daB (26) erfillt ist. Daher haben wir 

Satz 5. Es gibt genau ein rechtwinkliges negativ orientiertes Dreikreis mit 
gegebenen Katheten ‘a und 'c. 

c c 


—<>., 
"s vu 


Im spitzwinkligen Fall ist 2 r,>’b nach Fig. 3 und daher — < *- 3 
4 


Wegen der Monotonie von C(y) und wegen C(1) = 0 ist daher im spitzwinkligen 
Fall 


(47) o(}) + o(5) <4 
notwendig erfillt. Die Bedingung (47) ist aber auch hinreichend fir die 


Existenz eines spitzwinkligen negativ orientierten Dreikreises mit gegebenen 
Seiten ‘a <'b und ‘c <’b. Zum Beweis betrachte man die Funktion 


’ "b , 
(48) B(g) = 0(3¢)+0(s¢) + ¢(a¢)—-F- 
Sie hangt stetig und monoton von £ ab. Setzt man darin 2  ='b, so wird 
nach (47) E(3) < 0. LaéBt man aber §— oo streben, so nihert sich jeder 


der drei C-Posten in (48) dem Wert > und daher gilt 2(é)-+2 fir § > ~. 
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Daher gibt es genau einen Wert § = >> , fir den E(r,) = 0, d.h. (25) er- 


fillt ist. So haben wir 

Satz 6. Dafiir daB ‘a <'b, 'c <'b, ‘a +'c >'b die drei Seiten eines spitz- 
winkligen negativ orientierten Dreikreises sind, ist (47) notwendig und hinreichend. 
Es gibt dann genau ein solches Dreikreis mit diesen gegebenen Seiten. 

Es fallt auf. daB beim Beweis die Bedingung ‘a +’c >’b nicht explizite 


benutzt wurde. Das liegt daran, daB sie wegen p(y) = C(y) + C(l1— y) = = 
0 < y< 1 in (47) enthalten ist. g(y)= > , 0S ys 1 folgt daraus, daB nach 
(21) (y) = C"(y) + C"(1—y) <0, O< y< 1 ist und daB yO) = g(1) = 5 


gilt. Aus p(y) = > folgt wegen C’(y) < 0, daB auch C(y,) + C(y,) = 
fir ¥,+ y,< 1. 

Fir ein stumpfwinkliges negativ orientiertes Innendreikreis*) wird sich 
bei gegebenen Seiten ‘a <'b, ‘c <’b mit ‘a +’c >’b 
(49) o(%)+0¢(%)>F 
als notwendige und hinreichende Bedingung ergeben. Ich will zuerst zeigen, 
daB die Bedingung (49) hinreichend ist. Dazu betrachte ich 


’b ’c 
as Fe) -0(3¢)—0(a¢) + O(a¢)—F- 
Ein der Bedingung (27) geniigendes r, muB jedenfalls nach Fig. 5 die Bedingung 
2r,> ‘b erfiillen. Wegen (49) ist F(> -) > 0. Fiir § > oo gilt F(£) < 0 wegen 


‘a +'c >'b. Um das einzusehen, entwickle man F(é) nach Potenzen von 1/& 
in der Umgebung von = oo. Es ist 

a a a \2 

y = xcotgz = —$(2—-$)—(2-}) + 

Daraus ergibt sich durch Umkehrung 

i 4 

“r= > as me y tree 
Daher ist fiir groBe é 
F()-—+(‘a +'e—"b) = ++++<0 wegen ‘a+'’c>’b. 


Wegen der Stetigkeit von F(&) fir = * gibt es daher mindestens ein 


é=r,> : , fir das F(r,) = 0 ist, fir das daher (27) gilt. Es bleibt nun zu 
zeigen, daB es nur ein solches r, gibt, wenn (49) erfiillt ist, und daB diese Be- 
dingung (49) notwendig ist. Trotz vielfaltiger Bemiithungen ist es mir nicht 
gelungen, dafiir einen kiirzeren Beweis zu finden, als den nachstehenden etwas 
miihsamen, der auf dem Sinussatz beruht. Ich gehe von (18), (3) und (5) 


) Vgl. Satz 3. 
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aus und entnehme daraus die folgenden beiden Gleichungspaare 


(51) ‘bacotga=‘afcotgp, y= 


(52) 'b y cotgy = ‘c B cotg f. a=>+ py. 


Dabei habe ich ‘a = 2a, ‘8 = —2 B, 'y = 2 y gesetzt, so daB a, 8, y auf das 
Intervall (0, 3) beschrinkt sind. Ich fasse beide Gleichungspaare als Glei- 


chungen fiir Kurven in der a, y-Ebene auf. In der Tat ergeben beide Glei- 
chungspaare y bzw. « als eindeutige Funktionen von a bzw. y. Aus (51) 
folgt namlich 


, 


(53) y= %—2+0( - 


‘a 





7 a 
a cotg a) , O0<a<z-; atyr>s, 


und aus (52) ergibt sich 


n 0 a a 
(54) a= F—7+0(-2 yeotgy), 0<y<zZ> a+yrz: 


Beide Male ist der in das Intervall (0, 3) fallende Wert von C zu nehmen. 


Die beiden Kurven haben den Punkt « = 8 = y = + gemein und schneiden 


sich weiter genau in denjenigen Punkten, welche stumpfwinkligen negativ 
orientierten Innendreikreisen mit den drei gegebenen Seiten entsprechen. Es 
soll gezeigt werden, daB beide Kurven nur héchstens einen weiteren Punkt 
gemein haben, und da8 dann und nur dann ein solcher weiterer Schnittpunkt 
existiert, wenn die Bedingung (49) erfillt ist. Um das einzusehen, zeige ich, 
daB d*y/d a lings (53) und daB d*a/d y® lings (54) je ein unveranderliches 
Vorzeichen hat, und da8 diese Vorzeichen lings beiden Kurven voneinander 
verschieden sind. Dann ist die eine Kurve konvex, die andere konkav, und 
beide kénnen wegen ihrer Darstellung durch eindeutige Funktionen nur 
héchstens einen weiteren Schnittpunkt haben. 

Das Vorzeichen von d*y/d «* ist dem Vorzeichen von « 7 — y « gleich, 


weil sich « nach (56) fiir « und # aus (0, 3) als positiv erweist. Punkte be- 


deuten hier Ableitungen nach dem Parameter f. Da beide Kurven durch 
Vertauschung von « und y auseinander hervorgehen. wobei auch ‘a und ‘c 
sich vertauschen, und da das Vorzeichen der Kriimmung nach (61) unab- 
hangig von der Wahl der ‘a, ’b, ‘c ist, so haben beide Kurven in der Tat ver- 
schiedenes Vorzeichen der Kriimmung. Es bleibt nur zu zeigen. daB dieses 
Vorzeichen lings einer der beiden Kurven unverinderlich ist. Ich betrachte 
die Kurve (51). Differentiation nach £ ergibt 








rp Smacosa—a, 4, sin B cos — B y= 1—&, 
sin? « sin® B 
(55) . . 9 si 2 
4 —2sina +2acosa .,  ,sinacosa—a._,, —2sinf +2BooB .. 
a sin? a —s sin® B sae gh i 
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Daher hat man 
‘a sinB cosp —B  sin*a 











=F Reese > a a “sin? B 
(56) 'e Ret. ta 1» — 2 8ina + 2a cosa ,, 
. > sin* a 
adie , Sina cosa — « 
’ ——_.., 
sin® a 
Daraus folgt 
(57) ay—ay=—a@. 
Da 
; sin 2a — 2a 
sina Cosa — @ = ———g-—— < 0 ist in0<a<> 5 : 


so kommt es darauf an zu sehen, daB der Zahler von @ in (56) langs der Kurve 
ein festes Vorzeichen hat. Ersetzt man da noch «? durch seinen Ausdruck 
gemaB (56) und laBt den Faktor ‘a weg, so kommt es auf das Vorzeichen von 


(58) 





—2sinB + 2BcosB _ ‘a — Pains 4 Zecons (anBoosh — cy sin‘ « 


sin* » sin* sinacosa—a/ sin*f 


an, oder was dasselbe ist, auf das Vorzeichen von 


—2sinB+2fcosp . — 2sina + 2a cosa 








(59) ® (sin 8 cosB — B)* — sin 6 —a (sin x cosa — x)* sina. 
Da nach (29) noch 
‘asina a COS & 
(60) “bsinB ~ Beosp 
gilt, so kommt es auf das Vorzeichen von 
(61) B cosf (sin — 8 cosp) @ cosa (sina — % COs x) 


 (sinBeosB — B® ~~  —— (sina cosa — a)® 


an. Da nach Fig. 5 noch « > # gilt, so wird der Beweis der Behauptung be- 
treffs das unveranderliche Vorzeichen der Kriimmung gefiihrt sein, so wie ge- 
zeigt ist, daB 

(62) F(é) = & cosg (sint — & cos£) 


(siné cos— — £)* 





inO<&<% 
monoton abnimmt. Die Berechnung der Ableitung F’ (&) ergibt 


. 2 sin 2& — } sin?2— — + & sin 2& + 4§* sin?2&= — 2 sin 2& sin*S 
‘(sin€ cos= — &)* 

Da der Nenner standig negativ ist, ist zu zeigen, daB auch der Zihler standig 

negativ ist. Ich dividiere ihn durch & sin2 £ und zeige, daB 


(64) 1—3 (Se + waar) + @—2sintG+ 5 Esin2e<0 in0<E <3. 


(63) F’ (&) = 


Falls sich & + = nihert, wichst — ("F 2& 


2 \~oF + sind ak immer positiv bleibend 
iiber alle Grenzen. Daher ist fiir & + $ die Ungleichung (64) erfillt. Um den 
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Bereich der &-Werte abzuschitzen, fiir den diese Uberlegung zum Beweis 


von (64) fiihrt, betrachte ich 
(65) G(é)= 1+ &—2sin*é + 4 é sin 2€. 
Die Ableitungen werden 
G'(&) = 2 —&sin2é& + & cos2é, 
(66) G”" (€) = 2— 2 cos2é — 2 sin2é, 
G@’”’ (&) = 2(sin2 é — 2& cos26&). 
Aus @’” (£) > 0 fiir 0 < & < ; schlieBe ich, daB 
G" (é) > 4” (0) = 0 
und daraus, daB 
G’' (é) > @’(0) = 0 
und daraus schlieBlich 
1 = G(0) < Gg) < a(}) = —1<1,47 
Daher gilt die Abschatzung in (64) fiir 
1 /sin2é 2é 
a("se-+ ange 
Ist y, die kleinere der beiden Wurzeln von 
y— y-2,94+1=0, 


jz 1,47, 








so ist 
y, >0,39, 
und daher gilt (64) fiir 
sin 2 
“— = 0,39, 
Weil S monoton abnimmt in 0 < & < = und weil 
mets < 0,39 


ist, so gilt (64) far 
108 = &<&< >. 
Die Uberlegung kann wiederholt werden. Es ist 
G(é) < G(é) = @(1,08) < 1,042 
Daher gilt (64) fiir den Teil dieses Intervalls, in dem 
1/sin2— 2& 
o( oe Tin 2E 
ist. Ist y, die kleinere der beiden Wurzeln von 
y®— y+ 2,084 + 1 =0, 





jz 1,042 


so ist 


Yq > 0,744, 


in0<&<= 


in 0<&< 


in 0<é< 


to] a 


0O<&<=>. 


a 
0<&<-sZ. 


in 0< &< &,. 
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und daher gilt (64) fiir 

oP < 0,744, 0<&<§&,. 
Nun ist 

ee < 0,744. 
Daher gilt (64) weiter fir 

0,65 = §,< & < &,. 

Im ganzen ist also jetzt (64) richtig fiir 

0,655 §< >. 
Die Uberlegung werde noch ein letztes Mal wiederholt. Es ist 

G(é) < G(é,) = G(0,65) < 1,0048 in 0< &< &,. 
Daher gilt (64) fiir denjenigen Teil dieses Intervalls, in dem 
ist. Bedeutet y, die kleinere der beiden Wurzeln von 
y*— y* 2,0096 + 1 = 0, 


so ist y,> 0,2 und daher gilt (64) fiir 


Set < 08, 0<E<& 
Da 
sin0,8 
0.8 < 0,9 


ist, so gilt (64) fir 
04=§&<s& < &,. 
Im ganzen ist daher bis jetzt (64) fiir 
0458<F 

als richtig nachgewiesen. 

Um (64) auch in 0 < §< 0,4 zu beweisen, schlage ich einen anderen, 
sogar fiir 0 < § < 0,5 brauchbaren Weg ein. Ich multipliziere (64) mit 4 & sin2é 
und beweise, daB 


H(&) = —(sin2é — 2)? + 4&sin2& — 8£ sin2&- sin®é + 2£sin?2é < 0 


67 
(67) in 0<£<05. 


Aus der Potenzreihenentwicklung entnimmt man, da8 in 0 < § < 0,5 
ai 16 hus) a 
—(2¢—sin2g<— 4 8(1-F 8) -~ FP a(i—F B+ 35s) 
P 2 2 
4 &sin2é < 8é(1 a 4+ Ip e) 
2 ésint2é < 8g¢(1— 2 ges 2 gx)? 
. mee | 15 
4 32 8 4 
= 8(1— 5 + eae + aos ©) 


—8£sin2ésin?é <—16 (1 —Fay(i— = —1684(1-24 hyd. #). 
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Daher wird 
H(t) <—“5 (1-3 B+ (3 — 4) ap) O< ESF. 


Da die Klammer fiir 0 < § = 0,5 positiv ausfallt, so ist H(é) < Ofir0 <§<} 
und damit (64) vollstandig bewiesen. Damit ist gezeigt, daB es unter der Be- 
dingung (49) nur ein stumpfwinkliges, negativ orientiertes Dreikreis mit den 
gegebenen Seiten gibt. 

Nun bleibt noch zu zeigen, daB die Bedingung (49) notwendig ist. In 
Fig. 10 sind die beiden Kurven (53) und (54) skizziert. Die Gerade 


ma 
e+y= 2 - 
ist dort punktiert eingee §=+—— 
tragen. Da C(y) im posi- { 
tiven Reellen nur fiir a“, 


0 < y <1 erkiart ist, be- %h--=> 
ginnt die Kurve (53) auf 











ry 

der punktierten Geraden \ | 

in einem Punkt, dessen am 
a-Koordinate «, der Be- a Bag 
dingung Fig. 10a. 


4, 


‘a ‘a 
ApCOtYag= jy, A= o(+) 
geniigt. Entsprechend beginnt die Kurve (54) in einem Punkt der punktierten 
Geraden, dessen y-Koordinate y, der Bedingung 


YoCotE Yo = + , o(%) 
geniigt. (56) lehrt, daB « > 0 ist. Nach (55) und (57) hat fiir die Kurve (53) y 
das gleiche Vorzeichen wie « y—« y. Dies Vorzeichen ist aber nach den zu 
den Formeln (56) ff. angestellten Uberlegungen das negative. Daher kehrt die 
Kurve (53) ihre Wélbung nach oben. Entsprechend kehrt die Kurve (54) ihre 
Wolbung nach unten. Die Steigung beider Kurven in dem gemeinsamen 


Punkt «a= P=y= > ergibt sich zu 





d) *b _— 
d ees ;- fiir die Kurve (53), 
a a 
d ’b . - 
a —~omh+—- fiir die Kurve (54). 
Y c 
Es ist aber 
"*b 1 
7 ] = an Gea _— 
‘a b 
, hee 
c 


wegen ‘a +’c >'b. Man liest daher an den beiden Fig. 10 ab, dab die-Kurven 
(53) und (54) sich dann und nur dann in einem weiteren Punkt schneiden, wenn 


(68) t+ Yo= o() + o(%) 2F 
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ist, daB sie sich also nicht treffen, wenn 

+ Yo= o()+ o(+)< > 
ausfallt. (68) mit Gleichheitszeichen ist aber die notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir ein rechtwinkliges negativ orientiertes Dreikreis. Daher haben 
wir nun endgiiltig den Satz 7 bewiesen. Er lautet: 

Satz 7. Fiir die Existenz eines stumpfwinkligen negativ .orientierten Drei- 
kreises mit den Seiten ‘a <'b, 'c <'b, ‘a +’c > ‘b ist (49) die notwendige und 
hinreichende Bedingung. Es gibt dann genau ein stumpfwinkliges negativ 
orientiertes Dreikreis mit den gegebenen Seiten. 

Anmerkung. Der in Fig. 10b zu sehende Schnittpunkt der Kurventeile 
unter der gestrichelten Diagonalen entspricht dem dann vorhandenen spitz- 
winkligen Dreikreis. 

Ich wende mich den iibrigen Kongruenzsiitzen zu. Es seien zwei Seiten 
und der eingeschlossene Winkel gegeben. Ich betrachte zuerst den Fall eines 
spitzwinkligen negativ orientierten Dreikreises. Die gegebenen Stiicke seien 
‘a, ‘c, 'B, (0<'B <2). Es geniigt, den Fall ‘a <'c zu betrachten. Ist ‘a >'c, so 
hat man in der nachstehenden Betrachtung ‘a und ‘c zu vertauschen. Dann 
ist notwendigerweise 





‘a n "B 
(69) o(2)<}- 2° 
Nach (25) und (22) ist namlich 
‘a ‘c a “B 
(70) c (3,,) +¢ (s.,) °37- 
Nach (18) ist weiter 2 r, >‘c, und wegen der Monotonie von C (7) ist 
‘a ‘a ‘a ’c x ‘8 


Um zu erkennen, da8 ein spitzwinkliges negativ orientiertes Dreikreis unter 
der Annahme (69) aus den gegebenen Stiicken eindeutig bestimmt ist, ist zu 
zeigen, daB die Gleichung (70) geriau eine Lésung 27, >‘c hat. Um das zu 
erkennen, betrachte man die Funktion 
(72) se = 0(-¢)+ 0(4)-F+ E é 
Sie ist monoton und stetig in £; und es gilt J (co) > 0 sowie J (‘c) < 0 wegen (69). 
Daher gibt es genau eine Lésung § = 2 r, >’c von (70). Hat man ry. so ent- 
nimmt man aus (18) die anderen Stiicke eindeutig. Daher gilt 

Satz 8. Dafiir, daB es ein spitzwinkliges negativ orientiertes Dreikreis mit 
den Stiicken ‘a <'c, 'B, (0 <'B <2) gibt, ist (69) notwendig und hinreichend. 
Ist ‘a ='c, so ist statt dessen 7 


o(z)<3-3 


, 


¢. 


\/ 
NV 


notwendig und hinreichend. Das negativ orientierte spitzwinklige Dreikreis ist 
durch die gegebenen Stiicke eindeutig bestimmt. 
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Fir den Fall des rechtwinkligen Dreikreises wurde die entsprechende Frage 
schon weiter oben erledigt. Er ordnet sich dem Satz 8 fiir ‘8 = 0 unter. 

Im stumpfwinkligen Fall mu8B man unterscheiden, ob der stumpfe oder 
ein spitzer Winkel gegeben ist. Es seien zunichst ‘a, ‘c,’8,0 <'B < a gegeben*). 
Es geniigt wieder ‘a <'c anzunehmen. Aus (27) folgt die Beziehung 


‘a c x ‘8 

(73) O(s7-)+°(s;,)-3+2- 
Man betrachte die Funktion 
(74) K(e)-0(4)+0(¢)-F-f. fe". 
Sie ist wieder monoton und stetig in &. Es ist K (co) > 0 und K(‘c) < 0. Daher 
gibt es genau ein § = 2r,>’c, fir das K(2r,) = 0 ist, d.h. (73) gilt. Hat 
man 7,4, 80 entnimmt man die iibrigen Stiicke aus (18). Wegen ‘a —'B +'y=2 
ist dann sowohl '« >’8, wie 'y >'B. Also wird ‘b >'c, nach Satz 3 oder nach 
(18). Ist ‘a =’c, so vertauschen ‘a und ‘c in der vorstehenden Betrachtung ihre 
Rollen. So hat man 

Satz 9. Bei beliebig gegebenen Stiicken ‘a, 'c, 'B, 0<'B < a gibt es genau 
ein stumpfwinkliges negativ orientiertes Dreikreis mit diesen drei Stiicken. Dabei 
ist angenommen, daB an der Ecke B der stumpfe Winkel des zugeordneten Euklidi- 
schen Dreiecks liegt. 

Nun seien im stumpfwinkligen Fall®) ‘a <’b, ‘y, 0 <'y < a gegeben. Dann 
ist zunaichst notwendigerweise 


(75) o(%)>F-¢- 


Denn nach (49) ist 


Ferner ist 2 r, >'b. Also 

0(38,)>o($).0(%) + ¥~0($)+0(s5)>e($)+0($) 3 
Nun betrachte man die Funktion 

(76) L(é) = 0(¢}—C(4)-F$+F. £2’, 


Sie ist monoton und stetig in &. Nach der Definition von C(y) ist namlich 
identisch in y 


y = C(y) cotgC(y). 
Daher ist 
, C(y) ' 
 — . 0 
(77) CO’ (y) y— y* — C%(y) a 

*) Ich nehme mit Riicksicht auf das zu Forme! (27) Gesagte in Abweichung von der 
Festsetzung zu Fig. 5 den Winkel ’f positiv an. 

5) Nach Satz 3 ist immer ‘a < ’b im stumpfwinkligen Fall. 


Math. Ann. 130. 
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wegen der bekannten Monotonie von C(y). Ferner ist 
_{ ‘a [% 
‘a ‘ ( & ) b ‘ ( & ) 
E2 a ‘a* a rg % 6 *b\ ~ 
> shat tian ain ~ ia —_ (2 
:-#-“(e) Ole) 


Nun betrachte man die Funktion 


(78) L'() = 


- Cy) 
(79) M(y) = ~eor — Cry) ’ 
Differentiation ergibt 
(80) M'(y) = C(y) yl — ¥) + ew) <0 wegen (77) und 0 < y< 1. 
: (y — y* — C*(y))? 

Da also M(y) monoton abnimmt und da ‘b >’a ist, so ist in (77) der erste 
Posten gréBer als der zweite, rnd daher ist L’(é) < 0. Damit ist die Mono- 
tonie der Funktion (76) bewiesen. Nach (75) ist L('b) > 0 und L(oc) < 0. Daher 
gibt es genau ein § = 2r,>’b, fiir das L(2 r4) = 0 ist, d. h. (27) gilt. Damit 
haben wir 

Satz 10. Dafiir, daB es ein stumpfwinkliges negativ orientiertes Dreikreis mit 
den Stiicken ‘a <'b, ‘y, 0<'y<a gibt, ist (75) notwendig und hinreichend. 
‘b soll dabei die dem stumpfen Winkel gegeniiberliegende Seite sein. Es gibt 
dann genau ein stumpfwinkliges negativ orientiertes Dreikreis. 

Nach Satz 8 gibt es zu gegebenen Stiicken ‘a <’b, ‘y, 0 <'y <a dann 
und nur dann ein eindeutig bestimmtes spitzwinkliges negativ orientiertes 
Dreikreis, wenn 


ai oe’ ew Y 
. (, a at 
ist. Zwischen beiden Fallen steht das rechtwinklige Dreikreis mit den gegebenen 
Stiicken ‘a <’b, ‘y. ‘bh soll die Hypotenuse sein. Nach (26) ist dann notwen- 
digerweise 
,{ @\ T ‘y 
Cly)-2-2- 
Und diese Bedingung ist dann auch hinreichend. Man bestimmt 'c aus 
’¢c \ Sag 
Y 7 
o(%)-%. 

Ich komme zu den Fallen, in denen zwei: Seiten ‘a, 'b und ein gegeniiber- 
liegender Winkel ‘a, 0 <'a < a gegeben sind. Dann gibt es im allgemeinen zwei 
nichtkongruente negativ orientierte Dreikreise mit diesen gegebenen Stiicken. 
Man hat so zu schlieBen: Ich betrachte zunichst den Fall ‘a <b. Aus ‘a und 
‘x folgt nach (18) der Wert von 7, eindeutig. Aus ihm und aus ‘b entnimmt 
man dann eindeutig ‘8 <’a mit 0 <'8 <a. Ist nun ‘« +'6 < x, so bestimme 
man ‘7 so, daB ’« +'8 +'y = a ist. Zu diesem 'y gibt es dann aus (18) ein ‘ec, 
so da8 ein spitzwinkliges negativ orientiertes Dreikreis bestimmt ist. Im 
Faille, daB 'f <‘a ist, kann man aber auch ’y aus 0 <’y < a so bestimmen, 
daB '« —’f +'y = a ist, und dann ‘c aus (18) entnehmen. Zu den gegebenen 
Stiicken gehért dann auch ein stumpfwinkliges negativ orientiertes Dreikreis. 
Ist. ‘x +-’B = 2, so ist das Dreikreis rechtwinklig, und ‘ce = 2r, Ist’x +'8>2 
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so kann man entweder ‘y aus ‘« +'8 —'y = a entnehmen (0 <‘y <2), und 
damit ein stumpfwinkliges negativ orientiertes Dreikreis festlegen, oder aber 
man kann fiir ‘« >’f auch ‘y aus ‘«—'f+'y = 2 entnehmen und so eia 
zweites stumpfwinkliges negativ orientiertes Dreikreis mit den gegebenen 
Stiicken ermitteln. Ganz ebenso schlieBt man, wenn ‘a =’b, ‘«, 0<'a<a2 
gegeben ist. Nur fallt in diesem Fall, da8 der gegebene Winkel der gréBeren 
Seite gegeniiberliegt, jedesmal die zweite Méglichkeit weg, so daB es dann 
stets nur einen Dreikreis gibt. So hat man den 

Satz 11. Durch zwei Seiten wnd den der gréferen der beiden Seiten gegen- 
iiberliegenden Winkel ist ein" negativ orientiertes Dreikreis eindeutig bestimmt. 
Falls die beiden gegebenen Seiten gleich sind, bleibt die Eindeutigkeit bestehen. 
Wenn aber der gegebene Winkel der kleineren der beiden gegebenen Seiten gegen- 
iiberliegt, so ist entweder ein rechtwinkliges Dreikreis eindeutig, oder sind zwei 
stumpfwinklige Dreikreise oder ein spitzwinkliges und ein stumpfwinkliges Drei- 
kreis stets mit negativer Orientierung bestimmt. 

Der Fall, daB eine Seite, der gegeniiberliegende Winkel und ein anliegender 
Winkel gegeben sind, wird durch die Bemerkung erledigt, daB man bereits 
aus der Seite und ihrem Gegenwinkel nach (18) r4 kennt. 

Sind eine Seite und die beiden anliegenden Winkel gegeben, so kann man 
aus der Forderung, daB ein spitzwinkliges, ein rechtwinkliges oder ein stumpf- 
winkliges negativ orientiertes Dreikreis vorliegen soll, auch den letzten Winkel 
ermitteln und damit die Aufgabe auf schon behandelte zuriickfihren. 

Sind endlich drei Winkel gegeben, so ist das Dreikreis negativer Orien- 
tierung bis auf Ahnlichkeitstransformationen festgelegt. 


AuBendreikreise. 


Methodisch bietet die Behandlung der iibrigen Dreikreistypen, insbeson. 
dere der AuBendreikreise, keinen AnlaB zu neuen Ansitzen. In den Ergebnissen 
liegt aber manches anders als bei den Innendreikreisen. Die drei Typen der 
AuBendreikreise sind in den Fig. 6, 7, 8 dargestellt. Es ist fiir die nachste- 
henden Betrachtungen etwas bequemer, die positiv orientierten Dreikreise 
zu untersuchen. Ich nehme also an, daB der Umkreis des gleicheckigen Eukli- 
dischen Dreiecks durch die Reihenfolge A BC positiv orientiert ist, d.h 
daB sein Inneres zur Linken des durch die Reihenfolge A BC bestimmten 
Umlaufsinnes liegt. Die grundlegenden Formeln fiir die Dreikreise sind durch 
(18) gegeben. Dazu kommen noch die Ungleichungen fiir die Winkel. Es 
gelten fiir positiv orientierte AuBendreikreise die folgenden Beziehungen, die 
zugleich die benétigten Werte der C-Funktion erkennen lassen. Es ist im 
spitzwinkligen Fall des positiv orientierten AuBendreikreises 


(81) a <‘’a = 2¢(5--) < 2u, 21 <'B=20| =) <22,2<'y= 20| ‘=, <2z 


\92r 
‘c 5a 
C (352) ->: 


5* 


(82) ‘ai'Bt'y=52, dh. O(3")~+C(97-)+ 


2r, 
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Im rechtwinkligen Fall des positiv orientierten AuBendreikreises ist 


(83) n<'a= 20(z,-) < 22, a<'y= 20(3,,) < 22x, 
’ ’ ‘a c 32 
(84) a+'y=32, ab. O(s7)+0(a-)= >. 


Im stumpfwinkligen Fall des positiv orientierten Dreikreises ist 


(85) a <‘a= 20(3,.)< 2n,—2n<'B=20(3,-)<—z, n<'y= 20( -)< 2a 


ec 
es: 
(86) ‘a+'B+'y=a dh. o (sr) +°(z,-) + O(s;;)-F- 
Der stumpfe Winkel liegt wieder B gegeniiber. Beim Vergleich von (86) mit 
(27) muB man bedenken, daB in (27) der Winkel ‘8 mit seinem absoluten 
Betrag angesetzt war, wahrend fiir (86) nach (85) sein Vorzeichen beriick- 
sichtigt ist. Dies Vorzeichen werde ich auch bei der weiteren Betrachtung 
beibehalten. Die Formeln (18) lassen anhand der Fig. 9 und wegen der 
Formeln (81), (83), (85) erkennen, daB die Seiten der AuBendreikreise durchweg 
negativ sind. Aus den Formeln (16) ersieht man, dab die ‘r fir negative 
Winkel positiv, fiir positive Winkel negativ ausfallen. Die Beziehungen (82), 
x (84) und (86) geben zusammen mit (18) die 
Analoga zum Cosinussatz und zum Pytha- 


goras an. Das Analogon des Sinussatzes folgt 
wieder aus (18) und ist in den Formeln (29) 
4 . 3 enthalten. 














” Ich betrachte nun die spitzwinkligen po- 

sitiv orientierten AuBendreikreise naher. In 

Fig. lla ist der Zweig der Funktion 7(y) 

: . 4 5 A skizziert, dem nach (81) die Werte von C zu 


Fig. La. entnehmen sind. Da r, positiv sein soll und, 

wie gesagt, alle Seiten negativ sind, kommen 

unter der C-Funktion nur negative Werte der unabhangigen Variablen vor. 
Man setze 


4, "b f@# i-4 2 
(87) Nie) = 0(3¢)+ €(g¢)+ €(s¢)— > 
und bemerke, daB (0) = + und N (co) = —z ist. Da laut Fig. lla die drei 


Summanden C von (87) gleichsinnig monoton sind, ist auch N(&) monoton. 
Daher gibt es genau ein & = r,, fiir das (82) gilt. Somit haben wir 

Satz 12. Es gibt zu beliebig gegebenen Seiten ‘a < 0, ‘'b< 0, 'c < 0 genau 
ein positiv orientiertes spitzwinkliges AuBendreikreis mit diesen drei Seiten. 

Man bemerkt, daB bei den spitzwinkligen AuSendreikreisen kein dem 
Satz 2 entsprechender Satz gilt. Die Seiten kénnen beliebig vorgegeben 
werden. 

Eine ganz entsprechende Uberlegung lehrt 

Satz 13. Es gibt bei beliebig gegebenen Katheten ‘a < 0. 'c <0 genau ein 
positiv orientiertes rechtwinkliges AuBendreikreis mit diesen Katheten. 
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Mihsamere Uberlegungen sind beim positiv orientierten stumpfwinkligen 
AuBendreikreis anzustellen. In Fig. 11 b sind die fiir die Formeln (85) und (36) 
bendtigten Werte der C-Funktion angedeutet. In (86) ist daher der erste und 
der dritte Summand positiv, wihrend der zweite negativ ist. 

Nun gilt Satz 14. Bei stumpfwinkligen positiv orientierten Aupfendrei- 
kreisen gilt fiir die Seitenliingen |'a\, |’b|, |'c| notwendig 
(88) fal + ['e] < |B. : 
Dabei liegt 'b dem stumpjen Winkel ge- = 


genitiber. 
Unter Beriicksichtigung der Vor- 
7 2 





zeichen der ‘a, ‘b, ‘c lautet die zu be- 
weisende Ungleichung (88) 
(89) ‘a +’c—b > 0. 


e y 7 0 : ¢ 
Wie schon gesagt, ist nach (16) we- 4 a 
gen (85) 


! 

<x: &>e::. <0 ns 
Aus den Formeln (16) und (3) oder an- prtediges in 
hand von Fig. 8 unter Beriicksichtigung 
der Vorzeichen ergibt sich (30) und dar- 


aus wieder 











Fig. 11b. 


‘ra: 'Ty:'T, = (sin’a — sin’B — sin’ y): (— sin’« + sin’# — sin’y): 
(— sin’a — sin’B + sin"y). 
Die Klammern haben bei dieser Schreibweise, wie man am bequemsten an 
der mittleren sieht, alle das gleiche Vorzeichen, wie die zugehérigen ‘r. Dann 
lautet die zu beweisende Ungleichung (89) 
‘a (sin’« — sin’§ — sin’y) +’y (— sin’« — sin’f + sin’y) — 
—'B (— sin’« + sin’ — sin’y) > 0. 
Tragt man hier ‘8 = 1 —'« —'y ein, so ergibt sich nach Umrechnung 
(90) s—Se— sees , £82 Sone 
was wegen (85) tatsichlich der Fall ist. Damit ist Satz 14 bewiesen. Nun 


zeige ich, daB die darin angegebene notwendige Bedingung auch hinreichend 
ist. Dazu setze ich 


(91) B(8)= 0( 32) + 0(3¢)+ O(3¢)-F- 


Es ist # (0) = = , E(cc) = 0. Ferner ist 





> 0, 


(92) E(&) = _+ (a—'b +05 + Glieder héherer Ordnung in +. 


Daher ist #(&) < 0 fiir groBe &. Aus Stetigkeitsgriinden gibt es daher min- 
destens ein r,> 0, fiir das #(r,) = 0 und daher (86) erfillt ist. Es gibt daher 


5a 

















70 Lupwic BIEBERBACH: 


zu beliebig gegebenen negativen, der Bedingung (89) geniigenden Seiten 
mindestens ein positiv orientiertes stumpfwinkliges AuBendreikreis mit diesen 
Seiten. DaB es aber nur ein solches AuBendreikreis gibt, ist schwerer zu 
zeigen. Ahnlich wie beim Innendreikreis betrachte ich die aus (18) und (86) 
folgenden Beziehungen 


(93) ‘ba cotga =‘a B cotgB, y = =- a— B, 


(94) ‘by cotgy =‘c B cotg £, a= 5—y—B, ‘a= 2a, "P=28, 'y=2y. 
(93) ergibt eine Kurve mit eindeutigem y = y(a) und (94) eine Kurve mit 
eindeutigem «= «(y). Da beide Kurven auseinander hervorgehen, indem 
man a und y sowie gleichzeitig ‘a und ‘c vertauscht, haben sie Kriimmungen 
mit entgegengesetztem Vorzeichen. Es wird sich zeigen, daB die Kriimmung 
lings einer jeden der beiden Kurven ihr Vorzeichen nicht andert. Das lehrt, 
daB die beiden Kurven auBer dem trivialen Schnittpunkt nicht mehr als 
einen weiteren Schnittpunkt haben kénnen. Seine Existenz wurde bereits 
gezeigt. Es geniigt (93) zu untersuchen. Differentiation nach dem Parameter 8 
ergibt 


(95) g=u—l—é, jf =—é. 
Wieder ergibt sich (56). Statt (57) folgt aber jetzt 
(96) | ay—é p=. 


Die an (56) anschlieBenden Uberlegungen bleiben bis zur Formel (61) un- 
geaindert, so daB es wieder darauf ankommt zu zeigen, daB der in (61) an- 
gegebene Ausdruck ein langs der ganzen Kurve (93) unveranderliches Vor- 
zeichen hat. Wegen (85) folgt aber aus (86) 

(97) a+ p= >—y<0, d.ha<—8. 
Da aber fiir die durch (62) erklarte Funktion F (— &) = F(é) gilt, so ist wieder 
zu zeigen, daB F(&) auch in (= ‘ n) monoton abnimmt. Man bilde wieder 
die Ableitung (63) und dividiere den Zahler durch das jetzt negative é sin 2. 
Dann ist analog zu (64) jetzt zu beweisen, daB 


1 in 2 2 . 1 . . 
(98) 1-5 ("3e + ange) + P—2sin"é +p Esin2E> 0 in <<a. 


2 
Der zweite Posten ist jetzt'immer positiv. Ferner ist in $ <&<2 
(99) 1+ &—2sin*é + &siné cost = 1 + &— 2 + cosé(2 cosé + & siné) 
>—1+ &+Fcosf =—1 + #—Fsin(¢—5) 


>—14+8-$(¢—F)--1 + 7 +6(&—F)>0. 

Damit ist (98) hewiesen. Die beiden Kurven (93) und (94) haben beide 
eine Kriimmung mit festem Vorzeichen lings der ganzen Kurve. Dies Vor- 
zeichen ist fir alle ‘a, ‘b, ‘c das gleiche. Es andert sich aber, wenn man « 
und y (und zugleich ‘a und ‘c) vertauscht. Daher haben beide Kurven ver- 





‘ a. , vw 
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schiedenes Vorzeichen der Kriimmung und kénnen daher nur zwei Schnitt- 
punkte aufweisen. So haben wir nun 

Satz 15. Dafiir, daB es zu gegebenen Seiten ‘a < 0, 'b < 0, ‘c < 0 ein positiv 
orientiertes stumpfwinkliges AuBendreikreis mit diesen Seiten gibt, derart, dap ‘'b 
dem stumpfen Winkel gegeniiberliegt, ist ‘a +'c >'b notwendig und hinreichend. 
Dann gibt es genau ein stumpfwinkliges positiv orientiertes Dreikreis mit diesen 
Seiten und so, dap 'b dem stumpfen Winkel gegeniiberliegt. 

Ich komme zu den iibrigen Kongruenzsitzen bei positiv orientierten 
AuBendreikreisen. Da die negativ orientierten durch eine Spiegelung an einem 
Durchmesser des Umkreises der drei Ecken aus den positiv orientierten hervor- 
gehen, geniigt es, die positiv orientierten zu betrachten. 

Satz 16. Es gibt genau ein spitzwinkliges AuBendreikreis positiver Orien- 
tierung, falls zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel gegeben sind. 

Satz 17. Es gibt genau ein positiv orientiertes stumpfwinkliges Dreikreis, 
wenn die der stumpfen Ecke anliegenden beiden Seiten und ihr eingeschlossener 
Winkel gegeben sind. 

Sind fir Satz 16 ‘a < 0, ‘ec < 0, 7<'B < 2m die gegebenen Stiicke, und 
sind fiir Satz 17 ‘a < 0, ‘ec < 0, —22<'f < a die gegebenen Stiicke, so wird 
der Leser leicht die beiden Saitze durch Betrachtung der Funktionen 


o(; 3s) + O(s; 3) 4 mit 7<2C<22 
im Falle von Satz 16 und 
o(3¢)+ o(; “)-3+ ¥ mit 7<2c<22 


im Falle von Satz 17 beweisen. 

Etwas linger muB ich verweilen, wenn im stumpfwinkligen Fall ‘a < 0, 
‘b < 0, a <'y < 2m gegeben sind. Wieder soll 'b der stumpfen Ecke gegeniiber- 
liegen. Da nach Satz 14 notwendig ‘a —’b > —‘c > 0 ist, so muB man an- 
nehmen, daB ‘a —’b > 0 gegeben ist. Sonst kann die Aufgabe keine Lésung 
haben. Nun ist r,> 0 so zu bestimmen, daB 


Li(r4)=C (a, =)+ o(s,2 =)- =42-0, n<20(37 ;) <2m 
"s A "4 
(100) =te00(3%)<-* 
"4 


ist. Da aber L (0) = L(o) = —F +4 @ > 0 ist, muB etwas anders als in 


den vorigen Fillen iiberlegt werden. Ich betrachte die Funktion 
(101) y(é)=0(s2) + O(94)- 

Dann verlangt die Aufgabe, ein £ = r,> 0 zu finden, fiir das 
(102) y(rs)= Fy <0 


ist. Nun ist y(é) < 0 fir alle & > 0, wenn ‘a—'b > 0 ist. Daher ist fiir die 
Existenz eines AuBendreikreises der verlangten Art weiter notwendiz, da’ 


(103) $—F 2 Minlo( se) + ¢(ge)] 
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ist. Aus Stetigkeitsgriinden ist klar, daB diese Bedingung auch hinreichend 
ist. Aber es ist die Frage, wieviel positiv orientierte AuBendreikreise mit 
den gegebenen Stiicken es dann gibt. Es wird sich zeigen, daB es genau eines 
gibt, wenn in (103) das Gleichheitszeichen steht, sonst aber genau zwei. Zur 
Beweisfiihrung betrachte ich die in (100) eingefihrte Funktion L(&) in & > 0. 
Ich erinnere mich, daB sie in (76) mit anderen Werten von ‘a, ‘b und ‘y schon 
einmal vorkam. Die dort angestellte Betrachtung kann mutatis mutandis 
auch hier verwendet werden. Sie lehrt, daB es darauf ankommt zu zeigen. 
daB die dort stehende Ungleichung (80) auch fiir y < 0 richtig ist. Der Nenner in 
(80) ist aber nach (77) auch fiir y < 0 negativ. Es kommt also darauf an zu 
erkennen, da6 der Zahler in (80) fiir y < 0 positiv ist. Das heiBt, zu zeigen 
ist, daB 

C4+ Y—y'>0 in y <0. 
Nun ist nach (77) 

C> y—y in y< 9. 

Daher ist in der Tat 


C8+ Y— y'> Y—2 y+ vt Y—yY=2y—2y¥>0 in y< 0. 

So haben wir Satz 18. Wenn fiir ein stumpfwinkliges positiv orientiertes 
Aufendreikreis ‘a < 0, '6< 0, m<'y <2 gegeben sind und ‘b wieder der 
stumpfen Ecke gegeniiberliegen soll, so sind fiir die Existenz eines solchen Drei- 
kreises zwei notwendige Bedingungen vorhanden, néimlich 'a >'b und (103). 
Sind diese erfiillt, so gibt es zwei stumpfwinklige positiv orientierte Aufendrei- 
kreise mit diesen gegebenen Stiicken, die in eines zusammenfallen, wenn in (103) 
das Gleichheitszeichen steht. 

Eine ganz analoge Betrachtung fiihrt zu einem ganz entsprechenden Er- 
gebnis, wenn ’c < 0, 'b < 0, a <’a < 2 m gegeben sind. 

Sind eine Seite und die anliegenden Winkel gegeben, so gilt 

Satz 19. Sind eine Seite und die beiden anliegenden Winkel gegeben, und 
zwar so, dag die Winkel den aus den einleitenden Darlegungen dieser Arbeit 
geliiufigen Ungleichheitsbeziehungen geniigen und eine mit diesen Bedingungen 
vertriigliche Summe besitzen, so gibt es genau ein positiv orientiertes Aupen- 
dreikreis mit den gegebenen Stiicken. 

Der Beweis von Satz 19 mag dem Leser iiberlassen bleiben. Es sei nur 
erwahnt, da8 man jetzt r , unmittelbar explizit aus einer Gleichung von der Form 

‘a ‘B 'y 2n+1 
o(se-) + Re eee ete 
durch 
1 1 1) 4 . l , es 
a (n+ 3)2- ; — Foote |(n + 3)— ‘ ed 


gewinnen kann. 
Entsprechende Bemerkungen gelten auch fiir den Fall, daB eine Seite, ein 
anliegender und der der Seite gegeniiberliegende Winkel gegeben sind. Es gilt 
Satz 20. Durch eine Seite, einen anliegenden und den der Seite gegeniiber- 
liegenden Winkel ist ein positiv orientiertes AuBendreikreis von gegebenem T ypus 
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(d.h. der Angabe, 0b spitzwinklig, rechtwinklig oder stumpfwinklig) eindeutig 
bestimmt. Die gegebenen Winkel sind dabei freilich an gewisse aus dem 
Beginn dieser Arbeit ersichtliche 
Ungleichheitsbezichungen gebunden. 








Fig. 12. Fig. 14. 


Der Fall, daB zwei Seiten und der gegeniiberliegende Winkel der einen 
gegeben sind, verlangt nur ganz einfache Diskussionen, die dem Leser tiber- 
lassen bleiben mégen. 


Weitere Dreikreistypen. 

Fiir 14 weitere in den Fig. 12 bis 25 dargestellte Typen will ich noch Re- 
sultate angeben, die sich mit den Methoden dieser Arbeit gewinnen lassen. 
Diese Typen sind dadurch charakterisiert, daB jeder Seitenkreisbogen ent- 
weder ein Innenkreisbogen oder ein AuBenkreisbogen ist. Der Umkreis ist 
ein echter Kreis. Samtliche Dreikreise sind negativ orientiert. Die Typen 
der Fig. 11—18 haben einen AuBenkreisbogen, die der Fig. 19—25 haben zwei 
AuBenkreisbogen. In der Fig. 12, 13, 14 ist stets ‘a der AuBenkreisbogen. Es 
gelten die folgenden Relationen 


(104) —22<’a<—a, 0<'B<a, O<'y<a, ‘a+'P+'y=—-2 
‘a<0, ‘b>0, ‘c>0, ‘r,>0, ‘n>90, ‘r.>90 fiir Fig. 12, 


(105) —2n<'a<—a, O0<'y<a, ‘a+'y=—2 
‘a<0, ‘b>0, ‘e>0 fir Fig. 13, 
(106) —2a<'a<—a, O0<'B<2, ‘a+'p=—a2 


'a<0, ‘b>0, ‘c>0 fiir Fig. 14. 
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Satz 21. Fiir den Typ der Fig. 12 ist 





(107) — o(=) o(=) o(=) + > < 0, uu = Max (’b, ’c) 
notwendig und hinreichend. Fiir Fig. 13 ist 
‘a ‘e | x 
(108) —0(%)+0(4)+F-0 
notwendig und hinreichend. Fiir Fig. 14 ist 
‘a ’b a 
— —o(%)+0(Z)+F-0 


notwendig und hinreichend.U nter C ist da- 

bei stets ein in (0, 2) fallender W ert verstan- 

den. Es gibt dann genau ein Dreikreis. 
Fir Fig. 15 ist 





Fig. 15. Fig. 16. 
(110) O<‘’a<a, 0<'y<a, ‘at+’y=2 
‘a>O0, ‘c>0 


und gilt 
Satz 22. Es gibt bei gegebenen Katheten ‘a >0, ‘ce > 0 genau ein recht- 
winkliges Dreikreis vom Typus der Fig. 15. 
Fiir den in Fig. 16 dargestellten Typus gilt 
(Ill) —2a<'a<—a, —m<'B<0, O<'y<a, ‘a+'B+'’y=—a 
a<0, ‘b>0, ‘c>0O. 


Satz 23. Fiir die Existenz eines Dreikreises vom Typus der Fig. 16 sind die 
folgenden beiden Bedingungen notwendig und hinreichend 
(112) —a+'’ce>'b, ‘b2'c 
(113) = o(%) + o(%) + F>0, 0<CK<z. 
Es existiert, wenn sie erfiillt sind, genau ein Dreikreis vom Typus der Fig. 16 
mit gegebenen Seiten. Man bemerkt noch auf Grund von Satz 21, dap die T ypen 
der Fig. 12, 13 und 16, fiir die (112) gilt, ahnlich wie die Innendreikreise eine 
Hinheit bilden, da sie sich dann dadurch voneinander trennen, daB die linke 
Seite der Relation (113) fiir Fig. 12: <0, fiir Fig. 13: = 0 und fiir Fig. 16: 
> O ist. 
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Der Typ von Fig. 17 unterscheidet sich im Ergebnis von dem der Fig. 16 


nur durch die Vertauschung von ‘b und ‘c. Jetzt bilden analog die Typen 
der Fig. 12, 14 und 17 eine Einheit. 





Fig. 17. 
Fir den Typ von Fig. 18 gilt 
(114) O<'‘a<a, a<'B<2n, O<'y<an, ‘a+’B+'y=3a 
(115) ‘a>G, $6<@, e>d. 


Fig. 18. 





Fig. 19. 


Satz 24. Fiir die Existenz eines Dreikreises vom Typ der Fig. 18 mit ge- 
gebenen Seiten sind die Bedingungen (115) und 


(116) ‘at+'b+'c<90 


notwendig und hinreichend. Es gibt dann genau ein Dreikreis vom Typ der 
Fig. 18 mit gegebenen Seiten. 
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Fir Fig. 19 ist 
(117) —22<‘a<—a, 0<'’B<a, —2a<'y<—a, ‘a+'Bi’y=—3a 
(118) | ‘a<0, ‘b>0, ‘c<9. 


Satz 25. Fiir ein Dreikreis vom Typ der Fig. 19 sind die Bedingungen 
(118) und 


(119) o(%) + 0(%)—F >o, Z<C<a 


notwendig und hinreichend. Das Dreikreis ist dann eindeutig durch seine Seiten 


(a) 
7 








Fig. 21. 
Fir Fig. 20 ist 

(120) —2n<'a<—a2, —2a<'y<—a7, ‘a+’y=—3n 

(121) ‘a<0, ‘b=2r,, ‘c< 9. 


Satz 26. Fiir ein rechtwinkliges Dreikreis vom Typ der Fig. 20 sind die 
Bedingungen (121) und 
‘a ‘c 3a a 
(122) o(+) + o(+)- ; 7 0, >< C<n2 


notwendig und hinreichend. Auch gibt es bei gegebenen Katheten nur ein Dreikreis. 
Fir Fig. 21 ist 


(123) — 2% <'a<—a, —2<'B <0, —2a<'y <—aq, ‘a +'B+'y =—32 
(124) e<0 @286, SO 
(125) ‘at+'‘b+'c< 0. 


Satz 27. Fiir ein stumpfwinkliges Dreikreis vom Typus der Fig. 21 sind die 
Bedingungen (124), (125) und 


‘a ‘ec 32 
o(%)+e(%)- * <0, 


nolwendig und hinreichend. Es gibt dann bei gegebenen Seiten nur ein Dreikreis. 


<C<2x 


to] a 
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Ubrigens ist die Bedingung (125) auch bei den Typen der Fig. 19 und 20 
erfillt. Sie brauchen in den Satzen 25 und 26 nicht hervorgehoben zu werden, 














Fig. 22. 


weil sie sich dort als Folge der in diesen Saitzen genannten Bedingungen (119) 
bzw. (122) erweisen. 
Fir Fig. 22 ist 
0<'a<a, —22<'y<—a, ‘a+'y=—a2 
(126) ‘a>0O, ‘'c< 0. 


Satz 28. Es gibt genau ein rechtwinkliges Dreikreis vom Typ der Fig. 22 
mit gegebenen Katheten (126). 








Fig. 23. 


Genau ebenso liegen die Dinge bei Fig. 23. Es sind gegen Fig. 22 nur ‘a 
und ‘ec vertauscht. 
Fir Fig. 24 ist 


—22a<’a<—a, 4<'B<2a, O0<'y<a, ‘a+'Bt'y=u 
(127) ‘a<0 ’b< 0, ‘c>O 


(128) ‘b+'c—(a< 0. 
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Satz 29. Fiir die Existenz eines stumpfwinkligen Dreikreises vom Typ der 
Fig. 24 sind die Bedingungen (127), (128) und 

*b ‘a a a 
o(%)—¢(7)-# <0 | esi 

notwendig und hinreichend. Es gibt dann genau ein Dreikreis vom genannten 
Typus mit gegebenen Seiten. 

Ganz ebenso liegen die Dinge bei Fig. 25. Es sind nur gegeniiber Fig. 24 
‘a und ‘c vertauscht. 





Fig. 24. Fig. 25. 


Inversdreiecke. 


Das Inversdreieck ‘4 geht, wie einleitend erliutert wurde, aus einem 
Euklidischen Dreieck durch Spiegelung am Umkreis hervor. Die Seiten 
des Inversdreiecks schneiden sich demnach unter den gleichen Winkeln wie 
die Seiten des Euklidischen Dreiecks*). Ich unterscheide wieder drei Sorten 
von Inversdreiecken, je nachdem, ob das zugehérige Euklidische Dreieck spitz- 
winklig, rechtwinklig oder stumpfwinklig ist. Die Fig. 26, 27, 28 zeigen diese 
drei Typen bei negativer Orientierung des Umkreises durch die Reihenfolge 
der Ecken A BC. Die Winkel «, 8, y des Euklidischen Dreiecks erscheinen 
noch an den in den drei Figuren bezeichneten Stellen. Die Seiten und ihre 
in die Formeln eingehenden Ma8zahlen bezeichne ich mit ‘a, °b, ‘c, die Radien 
der Seiten mit ‘r,, ‘r,,°r,. Ich beschrinke nun die Betrachtung auf negativ 
orientierte Inversdreiecke, deren Seiten dem Inneren des Umkreises ange- 
héren. Dann gelten die folgenden Beziehungen’): (7, ist wieder der Radius 
des Umkreises). 

*) Es laBt sich iibrigens zeigen, daB diese Figenschaft die Inversdreiecke unter allen 
denjenigen Kreisbogendreiecken kennzeichnet, deren Seiten durch einen Punkt gehen. 

7) Will man allgemeinere Inversdreiecke studieren, so sind nur die Intervalle, in denen 


die Winkel liegen (und die Winkelsumme) zu andern. Im hier zu behandelnden Fall 
sind die Winkel die gleichen wie im Euklidischen Dreieck. 
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Spitzwinklig (Fig. 26) 
O<a<F, 0<p<>, O<y<F, a+Btiy=2 
2*r,cosa = 14 ‘a = 2'r, (x —2 a) 
2-r,cosB = ry 'b = 21, (x — 2 B) 


2'r,cosy= 14 ‘ce = 2'7,(x—2 y) 











Fig. 26. , 
t} 
2r4(F—«) 
a= 2 —. $= 
cos a 
Rechtwinklig (Fig. 27) 
O<a<Z, p=>z, O<y<5, at+Pt+y=2 
2 +r, cosa = ry, a= 2'r,(a— 2 a) 
2'r, cosy = 14 c= 2-7,(xa—2 y) 
2ry (3 —a) 2r, (F -») 
2 2 
= —i__—_ , “bh > » c= 
cos « cosy 


Stumpfwinklig (Fig. 28) 


x 3 a 
O<a<Z, 7<B<m, O<y<z, a+ Pr+y=n2 


to| =) 


2*r,cosa =r, ‘a = 2'r,(x— 2) 
2-r,cos(xa9— B)= rg b= 2'7,(2 B—2) 


2'r, cos y = fy ‘c= 2 ‘1,.(x—2 y) 


Q@= ——— o.=-— ’ 
. cos 6 cosy 
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Es erscheint nun zweckmaBig, durch 
(129) a=>—a, "~B=>—f, ‘y= {—y im spitewinkligen Fall 
$ —y im rechtwinkligen Fall 
a 4 ° . . 
— zy: ‘Y= 7-—y imstumpfwinkligen Fall 


neue Winkel einzufiihren. . Dann ist die 
Winkelsumme 


(130)-a+*B+*y= = im spitzwinkligen Fall 





‘at ‘Bt y= + im rechtwinkligen Fall 
‘a— B+ y= = im stumpfwinkligen Fall. 


Es bestehen im spitzwinkligen und stumpf- 
winkligen Fall die Ungleichungen 


(131) O<-a<$,0<-B<F,0<-y< J, 
wahrend im rechtwinkligen Fall 





Fig. 28. (182) O<‘a< >, “P=0 O<-y<F 


gilt. Fiir die Seiten des Inversdreiecks gilt dann im spitzwinkligen und im 
stumpfwinkligen Fall 





2r,°% 2r,°B 2r,-y 
(133) wo —— pees, yo =, 
sin*a sin’ f sin*y 
uy wihrend im rechtwinkligen Fall 
z| sage a 
| (00 nt, hit tome: 
sin*a sin *y 
ist. 
| Ich betrachte nun die Funktion 
wall — x x P 
- = (135) Loe und ihre 
Fig. 29. 


Umkehrungsfunktion z = s(y). 


Sie sind in den fiir unsere Betrachtung benétigten Intervallen durch die 
Fig. 29 veranschaulicht. In Betracht zu ziehen ist nach (131i) bis (134) das 


Intervall 0 < 2 < >; wobei «= 0 nur im rechtwinkligen Fall eine Rolle 
spielt. Das Vorzeichen der Ableitungen 


sin — xcosz » £+ xcos*zx—sin2z 
sin? x rr 


0 0 < 
sin’ x >” +4 2 


(136) y= 


belegt die Richtigkeit der Zeichnung durch eine wachsende konvexe Kurve. 
Um die Angabe betr. y’’ einzusehen, dividiere man den Zahler durch cos x 
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und beachte cosxz + l/cosz > 2,0 <2< 2/2. Die Tatsache, daB 1 < y < $ 
fir Osa2< + gilt, fiihrt nach (133) und (134) zu der Einsicht, daB in allen 


drei Fallen die GréBen -a/2r,, *b/27r,4, ‘c/2r, dem Intervall 1,5 entnom- 
men sind. Dabei kommt der Wert 1 selbst nur beim rechtwinkligen Invers- 
dreieck vor. Das monotone Wachstum von y = 2/sinz bedeutet nach (133) 
und (134) die Richtigkeit von 

Satz 30. Dem gréBeren der drei Winkel -a,°B,*y liegt in jedem Inversdreieck 
die gréBere Seite gegeniiber. 

Weiter lehrt (130) in Verbindung mit (131) die Richtigkeit von 

Satz 31. Im stumpfwinkligen Inversdreieck gilt *B <*ax und -B <*y. Daher 
gilt im stumpfwinkligen Inversdreieck auch -b <-a und *b < °c. Dabei liegt -b 
dem stumpfen Winkel gegeniiber. 

Man kann in allen drei Fallen daher die Bezeichnung so wahlen, da8 


(137) 2r,s'bsS'as'¢ < 74K. 


Dadurch wird freilich auch itber die Orientierung des Inversdreiecks verfiigt. 
Dabei kommt *b = 2 r, nur im rechtwinkligen Fall vor und *) = ‘a kann nur 
im spitzwinkligen Fall eintreten. Aus (137) folgt noch 


1 


WA 
o|6 


(138) lsy<y, <=. 
Das Gleichheitszeichen kommt nur beim spitzwinkligen Fall. vor. Die Re- 
lationen (130) kann man nach (133) und (134) schreiben: 


(139) s | ‘7, ) +8 ( i) + a( =, = > im spitzwinkligen Inversdreieck 
(140) 8 (5) ~ s( 3) = > im rechtwinkligen Inversdreieck 
(141) s ( nS ) —8 ( i; +8 te ) = + im stumpfwinkligen Inversdreieck. 


Die séimtlichen hier auftretenden Werte der Funktion s(y) gehéren dem 
Intervall (0, 5) an. 


(140) ist wieder das Analogon des Pythagoras beim Inversdreieck und (139) 
und (141) enthalten im Zusammenspiel mit einer der Beziehungen (133) und 
(134) das Seitenstiick zum Cosinussatz als Beziehung zwischen den drei Seiten 
und einem Winkel. Entfernt man aus (133) durch Quotientenbildung r,,, 
so enthalt man den Sinussatz. 

Die Kongruenzséitze, welche zwei Seiten und den gegeniiberliegenden Winkel 
einer derselben betreffen, ergeben sich miihelos aus (133) und (134). Die 
iibrigen Kongruenzsitze verlangen etwas weiteres Eindringen. Ich behandle 
erst den Fall, daB drei Seiten gegeben sind. 

Ich beginne mit dem spitzwinkligen Inversdreieck. Die Relation (139) 
bedeutet bei gegebenen ‘a, *b, °c eine Gleichung fiir r;. Die linke Seite ist 

Math. Ann. 130. 6 
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eine monotone stetige Funktion von r,. In Betracht kommen nach (137) 
nur Werte von 2 r, aus dem Intervall 

(142) (=, b). 


In diesem Intervall liegt die linke Seite von (139) zwischen 


6(=)+ 6(=)+ sa) = s($)+(G) una 
*(3e)+ (ae) + #(2)-*(ae)+ elas) +3> 2 


Dafiir, daB die Gleichung (139) fiir einen passenden r,-Wert erfillt werden 
kann, ist es daher notwendig und hinreichend, daB 


(5) + (4) 84 ; 
ist. Das Gleichheitszeichen bedeutet aber 27, =-*b, d. h. nach (140) den recht- 
winkligen Fall. Daher gilt 


Satz 32. Fiir die Existenz eines spitzwinkligen Inversdreiecks mit gegebenen 
Seiten ist 
(143) s(5)+ *(¥)<Z 
notwendig und hinreichend. Es gibt dann genau ein spitzwinkliges Inversdreieck. 

Ist die Bedingung (143) erfiillt, so gibt es genau einen Wert 2 4, fiir den 
(139) gilt. Hat man ihn ermittelt, so ergeben sich aus (133) eindeutig die 
Winkel, und das Inversdreieck ist bestimmt. Entsprechendes lehren die 
Formeln (134) im rechtwinkligen Fall: 

Satz 33. Es gibt genau ein rechtwinkliges Inversdreieck mit gegebenen Ka- 
theten ‘a, °c. 

Zur Untersuchung des Seitenkongruenzsatzes bei stumpfwinkligen Invers- 
dreiecken gehe ich vom Sinussatz aus. Aus (133) folgt mit (130) 


(144) a ‘bsinf = 6 asina, y=z—atB 


(145) y-bsinf = B-csiny, a=3—y+f, a, 8, yaus(0,5). 


Ich schreibe statt ‘«,-8,*y kurz a, 8, y aus gleich ersichtlichem Grund. Das 
sind zwei Kurven 


vowel y~F-(S ang) + ® == *(F snp) 


, a ‘e c 6B 
uti a=F—#(5ana)+& y-9(F ang) 
in der «, y-Ebene, deren Schnittpunkten die Inversdreiecke mit den gegebenen 
Seiten entsprechen. Ich untersuche ahnlich wie bei den Innendreikreisen die 
Kriimmung dieser Kurven. Es geniigt (144) zu betrachten. Wieder ist das 
Vorzeichen von d* y/d a? dem Vorzeichen von « y— ay gleich, weil sich « 
als positiv erweisen wird. Dabei bedeuten die iiber die «, y gesetzten Punkte 
Differentiation nach dem Parameter £, auf den ich die Kurve (144) bezogen 
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denke. Ich werde wieder zeigen, daB die Kriimmung lings der ganzen Kurven 
ein festes Vorzeichen hat. Dann ist es bei (145) ebenso, aber das Vorzeichen 
ist das entgegengesetzte. Man findet 


(146) «‘bsinf + «bcos 8 =asina + f'a « cosa, y=l—a«a 


"bcos 8 — ‘asin « _ sin «(6 cos 6 — sin 6) 


(147) or B-acosa—‘bsinB ~ Bsin B(acosa—sina) * 





Es ist in der Tat « > 0 fiir a, # aus (0, 3). Weiter ist 

















(148) y=—G@, ay—ay=—a@. 
Man hat 
‘a asin . Boos B —sinB asin « Bos 8 — sin B * 
é- (Se), a Bsinp Smee ame | ~ Bsin B- ), 
asin « asin a B cos 8 — sin B 
” (sate), acos a — sin a ( Bsin B y ‘i 
asin « Bos B — sin B Bsin B 
(149) — aang aww (mg Bsin B y (sonf am F)s 
asin « B cos 8 — sin B asin « Bsin B 
= yen nina (: ~ psing )" (ea) (susp ame el 
asin « B cos 8 — sin B — sin* « B? — sin* 8 
~ @ cosa —sina ear Bsing mney a=. ™~ (B cos B — sin B)* 


Nun bedenke man, daB nach Satz 31 « > £ ist, und betrachte die Funktion 
(150) iho ---S ee, O<2r<-=, 


(x cos x — sin z)* 


deren Monotonie untersucht werden soll. Man findet 


(151) f(z) = 
Der Nenner ist negativ. Der Zahler ist 





2 (x cos z — sin x) (2 — sin x cos z) (Pf — sin® x) x sin x 
(x cos z — sin x)® 


Z = x*cosx— 2 zsinz + sin*x cosz + 2*sinz. 
Ich beweise, daB 


(152) Z = x*cosx— 2 zsinz + sin’z cosz + z*sinz > 0 in (0 3): 
Es ist nimlich 

ss # fr fF x \2 x z*\ 
Z> #(1—F-+ aa) 22(2 —3t 51)+ (2) (i— 3 )+ 2(2—F, } 
xz a 
= 799 (88— 11 2’) > 0 fir <>. 

Im ganzen ist daher nach (151) 
f(z) <0 in0<2<>. 


Diese Uberlegungungen lehren nun schlieBlich, daB die Krimmung der 
Kurve (144) iiberall negativ ist. Entsprechend ist die Kriimmung der Kurve 
(145) tiberall positiv. Weil 


xsinz 
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ist und monoton wachst und weil nach Satz 31 « > # ist, so folgt nach (147) 
0 <a <1 und daher nach (146) 0<y <1. Daher zeigt die Kurve (144) 
den aus Fig. 30 ersichtlichen Verlauf. Sie beginnt mit § = 0 auf der gestri- 


chelten Diagonalen « + y = $ , dringt mit wachsendem f immer weiter in 
das obere Dreieck der Fig. 30 ein und endet fiir 8 = «( =) auf «= >: 
y 


I* 
FI. 





J 
Mia 





sé) 














i — << oe 
/ 





—-i 





¢) F 


Fig. 30. 


s 


— 





Die Gerade y = 3 wird nicht erreicht. Denn dann miiBte nach (144’) fiir ein / 


aus (0, 5) gelten 


Das bedeutet aber 








was wegen ‘a > *b unmdglich ist. 
In Fig. 31 sind die beiden Kurven (144) und (145) fiir einen Fall 


0 (3) 4(3) <3 
aufgezeichnet. Man sieht, daB unter dieser Bedingung (153), fiir die schon 
ein spitzwinkliges Inversdreieck vorhanden war, stets auch noch ein stumpf- 
winkliges existiert. Das spitzwinklige erscheint, wenn man in Fig. 31 die beiden 
Kurven fiir die jetzt den spitzwinkligen Inversdreiecken entsprechenden 
negativen § in das untere Dreieck der Figur verlangert. 

Diese Feststellung gilt nach Fig. 32 auch fiir den Fall 


(154) s()+ *(=)-5- 
AuBer dem dann vorhandenen rechtwinkligen Inversdreieck ist dann auch 
ein stumpfwinkliges vorhanden. Ich habe zur Begriindung lediglich noch zu 
zeigen, daB in dem gemeinsamen Punkt auf der Diagonalen die Kurve (144) 
schwicher geneigt ist als die Kurve (145). Es ist nimlich nach (146) und (147) 
fir 6 =0 

dy y 1a 


= >= —— = 00. 


da io a 
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Die Kurve (145) hat daher in jenem Schnittpunkt mit der Diagonalen eine 
der «-Achse parallele Tangente, wihrend die Tangente von (144) der y-Achse 
parallel ist. 

Aus Stetigkeitsgriinden ergibt sich, daB daher auch fiir nicht zu groBe 
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stumpfwinklige, und zwar genau zwei stumpfwinklige Inversdreiecke exi- 
stieren, wie das Fig. 33 zeigt. Schon nach (138) ist 


(3) 3) <2(9)-= 


Jedoch ist 2 zwar eine obere Schranke, aber jedenfalls nicht die obere Grenze 


der Summe 
(156) 6(%)+ s({). 
Denn kime (156) dem Wert 2 beliebig nahe, so miiBte jeder Summand dem 


Wert rs beliebig nahekommen kénnen. Daher miiBten auch die Quotienten 


‘a/b und ‘c/-b diesem Wert 2/2 beliebig nahekommen kénnen. Das heiBt, 
es miBte nach (137) -b nahezu 2 r, und ‘a und ‘c gleichzeitig nahezu r42 sein 
kénnen. Dem entspricht aber nach (133), daB -« und -y nahezu 2/2 und °£ 
nahezu 0 sein miiBte. Das vertrigt sich aber nicht mit der Winkelsumme (130). 

Numerische Rechnungen lassen erwarten, daB die gesuchte. obere Grenze 


ein Maximum ist, das fiir ‘a ="y = 4 , p= 5 eintritt. Es wiirde dann dies 


Maximum ungefahr bei 1,88 liegen. Jedenfalls ist es gréBer als 2/2 V2 = 1,11... 


Ich fasse das Ergebnis zusammen. 
Satz 34. Es gibt eine Zahl S zwischen o und x, die die obere Grenze bildet 


jiir diejenigen Werte der Summe (156), fiir welche bei gegebenen Seiten 


‘a,b, °c stumpfwinklige Inversdreiecke existieren. Ist jene Summe (156) < . : 


so existiert neben dem spitzwinkligen bzw. dem rechtwinkligen Inversdreieck 
genau ein stumpfwinkliges Inversdreieck mit den gegebenen Seiten. 


Ist aber 
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jene Summe gréBer als x/2 und kleiner als S, so existieren genau zwei stumpf- 
winklige Inversdreiecke, die in eines zusammenfallen, wenn die Summe (156) 
den Wert S hat. 
Ohne Ausfiihrung der Beweise fiihre ich noch die folgenden Ergebnisse an. 
Satz 35. Spitzwinklige Inversdreiecke mit ‘a <-c, *B aus (0, 3) existieren 
*c a4 
<) « Se B. 
Satz 36. Stumpfwinklige Inversdreiecke mit ‘a <-c,*B aus (0, 3) existieren 


dann und nur dann und sind eindeutig bestimmt, wenn 8 ( 


an 


dann und nur dann und sind eindeutig bestimmt, wenn s (5 2 


dem stumpfen Winkel gegeniiber. 


) > “Bist. -b liegt 


Satz 37. Stumpfwinklige Inversdreiecke mit °b < ‘c, ‘a aus (0, >) exi- 
stieren dann und nur dann und sind eindeutig bestimmt, wenn 


‘ba ’ ae . ot aa 
8 ¢ 3)< a un & b < 2 — 


erfiillt ist. -b liegt dem stumpfen Winkel gegeniiber. 


( Eingegangen am 17. Dezember 1954.) 


VAN DER WAERDEN, B. L. 
Math. Annalen, Bd. 130, S. 87—101 (1955). 


Die Cohomologietheorie der Polyeder*. 
Von 


B. L. VAN DER WAERDEN in Ziirich. 


Unter den Cohomologietheorien fiir topologische Raéume gibt es eine, die 
sich durch besondere Einfachheit der Begriffsbildung auszeichnet, niimlich 
diejenige, in der eine Cokette m? als Funktion von p + 1 Punkten des Raumes 
und der Corand dq” = w?*! durch 

p+l 
bq? (%. . . Zp41) =2- 1)! @? (aq -. . Be—y Benn + - Spey) 


definiert wird. Eine Cokette g’ heiBt Cozykel, wenn 6” lokal (d. h. in einer 
Umgebung eines jeden Punktes) Null ist, und gm” heiBt cohomolog Null, wenn 
y” lokal gleich einem Corand dq” ~! ist. 

Diese Defivitionen. stammen im wesentlichen von ALEXANDER!). Bei 
ALEXANDER kommen in der Corandbildung noch Zahlenfaktoren vor, die 
man nach einem Vorschlag von WaLLace besser weglaBt. Spanrer*) hat in 
ahnlicher Weise auch die relativen Cohomologiegruppen eines Raumes modulo 
Untermengen A definiert. Er zeigt, da8 diese Cohomologietheorie die Axiome 
von EILENBERG und STEENROD erfiilit und daB sie fiir kompakte Raiume 
mit der Theorie von Cecu iibereinstimmt. 

Ferner beweist Spanrer, dali fiir ein Polyeder, dessen Triangulierung 
lokal endlich ist, die Cohomologiegruppe des Polyeders mit der auf unendliche 
Coketten aufgebauten Cohomologiegruppe der Triangulierung tibereinstimmt. 

Versucht man, von hier aus den Anschlu8 an die gew6hnliche Homologie- 
theorie der simplizialen Komplexe zu gewinnen, so entsteht eine formale 
Schwierigkeit. Gewdhnlich definiert man Ketten als endliche Summen von 
orientierten Simplices a, = (€9¢, . . . €,), Wobei za, fiir jede gerade Permutation 
a der Ecken é 9, . . ., €, mit @,, fiir jede ungerade Permutation mit —a, identi- 
fiziert wird. Aus diesen Ketten bildet man die gewdhnliche oder alternierende 
Homologiegruppe H,,(K) fir die Dimension p. 

Dual zu den alternierenden Ketten sind die alternierenden Coketten. Man 
kann sie erklaéren als Funktionen /(a,) mit Werten aus einer additiven 
Gruppe @, mit der Eigenschaft f(7a,) = +f(a,) mit — fiir ungerade Per- 
mutationen. Aus diesen Coketten bildet man die zu H,,(K) duale alternierende 
Cohomologiegruppe H**(K). Néheres in § 4. 

*) Rote Nevaniinna zum 60. Geburtstag am 22. Oktober 1955 gewidmet. 

1) J. W. ALExanpeER: On the ring.of a compact metric space. Proc. Nat. Acad. Sci. 
21, p. 511 (1935). ' 

*) E. H. Spanrer: Cohomology theory for general spaces. Ann. ‘of Math. 49, p. 407 
(1948). Siehe auch T. Rapo u. P. V. ReicneLtpDERFer: Continuous transformations in 

ilveis. Perlin-Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag 1955. 
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SpantreR definiert jedoch eine Cokette auf dem Komplex K als eine be- 
liebige Funktion f?(e9,...,¢,) mit Werten aus G, die definiert ist, wenn 
€o,- ++», Ecken eines Simplex von K sind. Die Cohomologiegruppe H”(K), 
die man so erhilt, ist nicht dual zur gewohnlichen (alternierenden) Homologie- 
gruppe H,,(K), sondern zur geordneten Homologiegruppe H,(K), die wir in 
§ 1 definieren werden. Das ist die Schwierigkeit. 

Nach EILENBERG und STEENROD*) ist die geordnete Homologiegruppe H ,(K) 
zur alternierenden H,,(K) isomorph. Dual dazu kann man auch beweisen, 
daB die geordnete Cohomologiegruppe H’(K) zur alternierenden H*”(K) 
isomorph ist, womit die erwahnte formale Schwierigkeit tiberwunden wire. 

Die vollstandige Ausfiihrung der eben skizzierten Uberlegungen erfordert 
ein griindliches Literaturstudium und einige Denkarbeit. Es fragt sich, ob 
es keinen bequemeren Zugangsweg zum Invarianzbeweis der gewdhnlichen 
Cohomologiegruppen gibt. 

Ein solcher Weg bietet sich, wenn man die Voraussetzungen, auf die 
SPANIER sich stiitzt, unter die Lupe nimmt. Spanrer setzt die [somorphie 
der Cohomologiegruppe von K mit derjenigen einer baryzentrischen Unter- 
teilung oK als bekannt voraus. Analysiert man nun die bekannten Beweise 
fiir die Isomorphie der Homologie- und Cohomologiegruppen von K und oK 
und unterscheidet dabei sorgfaltig zwischen geordneten und alternierenden 
Ketten (und Coketten), so sieht man, daB eben diese Beweise unmittelbar 
folgendes ergeben: 

Die alternierenden Homologie- und Cohomologiegruppen von K sind isomorph 
den geordneten Homologie- und Cohomologiegruppen der Unterteilung oK. 

Der Beweis wird fiir die Homologie in § 3, fiir die Cohomologie in § 5 
erbracht werden. 

Hat man dieses Ergebnis einmal, so kann man darauf die Theorie von 
SpanreR aufbauen, ohne daB die erwahnte Schwierigkeit auftaucht. Von 
der gewéhnlichen (alternierenden) Cohomologiegruppe von K kommt man 
in einem ersten Schritt zur geordneten Cohomologiegruppe, von oK und von 
dort auf dem von SpaNIER angegebenen Wege zur topologisch invarianten 
Cohomologiegruppe des Polyeders. In §§6—8 wird das naher ausgefiihrt 
werden. 

Zur Bequemlichkeit des Lesers soll hier vom Apparat der algebraischen 
Tcpologie (Homologie- und Cohomologiethecrie) nichts vorausgesetzt, sondern 
alles ab ovo entwickelt werden. Auch die Arbeit von SPaNreR braucht man 
nicht vorher zu lesen. SrpaNnreR verwendet eine komprimierte Begriffsschrift ; 
um seine Beweise zu verstehen, mu man fast jeden Satz miihsam dechiffrieren. 
Wir wollen dem Leser dieses Dechiffrieren nach Méglichkeit ersparen, brauchen 
dafiir allerdings etwas mehr Druckseiten. . 

Die Beweismethoden sind dieselben wie bei Spanier. An Neuem kommt 
nur eine Kleinigkeit heraus, nimlich daB die Voraussetzung der lokalen 
Endlichkeit des Komplexes unndétig ist. 


3) S. ErtenserG u. N. Steenrop: Foundations of Algebraic Topology, Theorem 6.9, 
p. 175. Princeton 1952. 
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In §§ 1—3 wird die Homologietheorie der Komplexe entwickelt, in §§ 4—5 
ihre Cohomologietheorie, in §§ 6—8 die topologisch invariante Cohomologie- 
theorie. 

§ 1. Geordnete und alternierende Homologiegruppen. 


Die Begriffe Simplex, Komplex, Polyeder und baryzentrische Unter- 
teilung werden als bekannt vorausgesetzt. Auf einige Konventionen midge 
aber hingewiesen werden. 

Ein Polyeder ist ein topologischer Raum 7, Vereinigungsmenge von 
endlich oder unendlich vielen Simplices. Die Menge der Simplices ist ein 
Komplex K, die Triangulierung des Polyeders. Jeder Punkt des Raumes T 
ist innerer Punkt eines einzigen Simplex. Lokale Endlichkeit wird nicht 
verlangt, sondern nur, daB die offenen Simplexsterne von K offene Mengen 
von 7’ sind. 

Jedes Simplex X? soll p+1 verschiedene Ecken haben, jedoch diirfen 
mehrere X” dieselben Ecken haben. 

Ein orientiertes Simplex a,, des Komplexes K ist ein Simplex X”, in dem 
eine Eckenfolge e,...e, und deren gerade Permutationen als positiv aus 
gezeichnet sind. Ist 2 eine ungerade Permutation, so wird za,, mit —a,, 
identifiziert. Endliche Summen 


Cop = 20g, 7 


mit Koeffizienten aus einer additiven Gruppe oder einem Kérper J” heiBen 
alternierende Ketten auf K. Sie bilden die alternierende Kettengruppe C,, des 
Komplexes XK fiir die Dimension p und den Koeffizientenbereich J’. 

Daneben betrachten wir die volle oder geordnete Kettengruppe C,(X), 
die so definiert wird. Es sei ege, . . . e, eine geordnete Folge von p +1 Ecken 
eines X’. Wenn r +1 verschiedene unter den e; vorkommen, so gibt es eine 
eindeutig bestimmte Seite X’' von X*, die gerade diese Ecken hat. Eine 
solche Eckenfolge e,e,...¢,, verbunden mit der Angabe eines Triger- 
simplex X¢ oder X’, mége ein Term a, heifBen. Sind die Ecken nicht alle 
verschieden, so hei8t der Term ausgeartet. 

Aus den Termen kann man wieder Ketten c, = La, y bilden. Sie bilden 
die volle Kettengruppe C,. 

Aus einer vollen Kette c erhilt man eine alternierende c,, indem man 
die ausgearteten Terme wegliBt und die nicht ausgearteten a, durch a,, 
ersetzt, wobei za,, gleich +a,, zu setzen ist. Die Abbildung c > c, ist ein 
Homomorphismus von C, auf C,,. 

Der Rand eines Termes a, = é9¢,.. . €, ist die ganzzahlige Kette von der 
Dimension p—1: 


P 
(1) Oa, = Alene, ...€,) = D (Eq. - - C—-1 C441.- + » Cy) (—1)! 
0 


auf dem gleichen Trager X’. Der Rand einer Kette ist die Summe der Rander 
der Terme 


(2) a(La, y) = L(da,) y. 


7* 
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Die Randbedingung ist mit dem Homomorphismus c > c, vertauschbar: 


(3) (Oc)y = O(cy) - 
Der Rand des Randes ist Null: 
(4) d0c,=0. 


Eine Kette, deren Rand Null ist, heiBt Zykel. Die Zykel z, bilden in C, 
eine Untergruppe Z,. In Z, bilden die Riander @c,,, eine Untergruppe B, 
(der Buchstabe B soll auf berandend oder bounding hindeuten). Die beran- 
denden Zykeln heiBen auch homolog Null. Die Faktorgruppe 
(5) H, = Z,/B, 
heiBt die volle oder geordnete Homologiegruppe des Komplexes K fiir die 
Dimension p. 

Genauso definiert man die alternierende Zykelgruppe Z,,, die alter- 
nierende Randergruppe B,, und die alternierende Homologiegruppe 
(6) Hey = Zee! Bes - 


§ 2. Baryzentrische Unterteilung. 
Die baryzentrische Unterteilung des Komplexes K heiBe aK. Der Schwer- 
punkt des Simplexes X? = ege, . . . e, heiBe 9,...,. Das Simplex X” wird in 
n! Simplices der gleichen Dimension 


Y? = 8y 897)" . . - 89/1’---9’ 
unterteilt, wobei 0’1’ ... p’ jeweils eine Permutation von 01... p ist. 
Greift man aus den Ecken von Y” irgendeine Eckenfolge (9)8,) . . . 8) 
heraus, so erhalt man einen Term 6b, = 8(9)8(1) - - - &q)- Die eingeklammerten 


Nummern bezeichnen Indexmengen, die ineinandergeschachtelt sind in dem 
Sinne, daB jede von ihnen eine Teilmenge oder eine Obermenge jeder anderen ist. 
Zum Beispiel ist b, = 89199,8, ein Term auf dem Tragersimplex Y! = 85; 89,9. 
Aus diesen Termen kann man wieder Ketten 26,y bilden. Nun sei 
@, = €o€,--.€, ein nicht ausgearteter Term von K mit dem Trager X”. Die 
ganzzahlige Kette 


(1) Oa, = Lsy8yy..- 8yy...p’ * Sign(O'l’... p’) 


heiBt die Unterteilung des Termes a, = ¢,...¢€,. Die Summation erstreckt 
sich iiber alle n! Permutationen 0'1’ ... p’. Vertauscht man die Ecken von X? 
nach einer geraden oder ungeraden Permutation 2, so multipliziert sich 
oa, mit +1. 

Bildet man andererseits den Ausdruck (1) fiir eine ausgeartete Kette a,, 
so kommt Null heraus, da die Glieder sich paarweise wegheben. Also 


(2) oa,=0, wenn @, auszeartet, 


(3) ona, =oa,-signa, wenn a, nicht ausgeartet. 


Die Unterteilung einer Kette c, wird definiert als Summe der Unter- 
teilungen ihrer Glieder: 


aoc, = o(La, y) = X(ca,) y. 





) 
n 


Die Cohomologietheorie der Polyeder. 91 


Wegen (2) und (3) bleibt oc, ungeandert, wenn in der Summe 2¢, y die 
ausgearteten Glieder weggelassen werden oder wenn nicht-ausgeartete Glie- 
der za, durch +a, ersetzt werden. Das heiBt: oc héingt nur von der alter- 
nierenden Keite cy ab. 

Der Rand von oa, ist die Unterteilung des Randes: 


(4) dca, = ada,. 


Dieselbe Regel gilt fiir Ketten c,. Die Operation o ordnet also jedem 
alternierenden Zykel einen vollen Zykel und jedem alternierenden Rand 
einen vollen Rand zu. Daraus folgt: 

o bildet die alternierende Homologiegruppe von K in die volle Homologie- 
gruppe von aK ab. 

Es wird sich als zweckmaBig erweisen, auBer den Termen von K und oK 
noch gemischte Terme y, zu betrachten, von deren q +1 Ecken die letzten 
q—r wie vorhin Schwerpunkte s,; | sind, wahrend die ersten r +1 Ecken 
des Komplexes K sind: 


(5) a Ca Ons - Op Meas). + - Ne) 

Die eingeklammerten Nummern bezeichnen Indexmengen, die ineinander- 

geschachtelt sind und die Menge {01 . . . r} umfassen. Beispiel: ys = €9¢; 89) 8qyo- 

Die y, sind einfach Eckenfolgen auf dem Trigersimplex X”, sonst nichts. 
Wenn man in (5) das Simplex X* = e, .. . e, genau so unterteilt wie friiher 

das Simplex X”, aber die nachfolgenden s,,,,)... 8, ungedndert liBt, so 

erhalt man die Unterteilungskette von y,: 


(6) TC Yq = J By Soy - - - Box’... 441) ++ - %q * Sign(O'l’ ...7’). 
Die Randregel (4) gilt auch fiir gemischte Terme (5): 
(7) doy, = a0y, - 


§ 3. Simpliziale Approximation. 

Jeder Punkt x eines Polyeders ist innerer Punkt eines einzigen Simplex 
X?” = ¢,...¢e, des Polyeders. Wird nun dem Punkt zx willkiirlich, aber ein 
fiir allemal fest eine Ecke e, von X” zugeordnet, und zwar so, dab x dem ab- 
geschlossenen Simplexstern von e, ino K angehért, so heiBt e,= tz die approzi- 
mierende Ecke zu x. Insbesondere hat jede Ecke s,; _,, der baryzentrischen 
Unterteilung eine approximierende Ecke e,; der Index & ist einer unter den 
Indices ij. . . m. 

Hat man nun einen Term auf der Unterteilung von X” 


b, = 8(9) 81) eee 8(q) 


und ersetzt jede Ecke s durch ihre approximierende Ecke e auf X”, so erhilt 
man einen Term a, auf dem Trager X”, die simpliziale Approximation von b,: 


a, = tb,. 


Die simpliziale Approximation einer Kette c ist wieder die Summe der 
Approximationen der Glieder 


(1) t(Lb, y) = L(rb,) y. 
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Die Randbildung ist mit der Approximation vertauschbar: 
(2) Otc =TaAc. 

Wir untersuchen nun, was herauskommt, wenn ein nicht ausgearteter 
Term a, = €9¢,...¢€, zuerst unterteilt, dann approximiert und zum SchluB 
durch Weglassung ausgearteter Terme und Identifikation von za, mit +a, 
in eine alternierende Kette c, iibergefiihrt wird. Das Ergebnis ist das Pflaster- 
lemma*) 

(3) (t0a,)4 = (aq) . 

Das Lemma wird bekanntlich durch vollstandige Induktion nach der Dimen- 
sion q bewiesen. Fiir q = 0 ist es trivial. Wird es fiir den Rand @a, als giiltig 
angenommen, so folgt es fiir a,, denn die einzige alternierende Kette auf X,, 
die den Rand (da,), hat, ist (a,),. 

Fir ausgeartete Terme a, ist (3) trivial, da beide Seiten Null sind. Durch 
Summation folgt (3) fiir beliebige Ketten 
(4) (TOC)y = Cy. 

LaBt man die Sternchen weg, so werden (3) und (4) falsch. Das Pflaster- 
lemma gilt nur im Bereich der alternierenden Ketten. 

Wie der Beweis zeigt, gilt das Lemma auch fiir andere Unterteilungen 
als die baryzentrische. Insbesondere gilt es fiir die n-mal wiederholte bary- 
zentrische Unterteilung: 

(5) (TO"C)y = Cy. 

Im Bereich der alternierenden Ketten ist t also die inverse Abbildung zu o”. 

Bekanntlich wird jeder Term 6, mit seiner Approximation tb, durch eine 
Verbindungskette v, ,, verbunden®). Es sei 


bg = 8(9)8(1) - « - 8a) 
ein Term auf cK. Die simpliziale Approximation sei 
TH, = Cpt, ... ey. 
Die Verbindungskette v,, , = v(b,) wird dann aus gemischten Termen y,,; 
so gebildet: 


qa 
(6) v(b,) = > (0% + + + ©p8(p)8(p 44) « + « &qy) * (— 1)". 


Fir Ketten setzt man wieder 


v(2b, y) = Z(vb,) y . 
Zum Beispiel ist 


q 
(7) v(0b,) =) O(8(q) - - - 84-1) 8441) + - 8(q) -(—l}. 
‘= 

*) Ich habe das Lemma so genannt, weil es in SPERNERs Beweis des LEBESGUEschen 
Pflastersatzes (E. SPERNER: Abh. Math. Sem. Hamburg 6, S. 265) eine Rolle spielt. Bei 
ALEXANDROFF u. Hopr: Topologie I, erscheint das Lemma als Satz III auf 8. 349. Man 
kénnte es auch Modifikationssatz oder SpeRNERsches Lemma (ALEXANDROFF-Hopr, 
S. 316 und 376) nennen. 

5) Siehe H. Serrert u. W. THRELFALL: Lehrbuch der Topologie (1934), S. 105, sowie 
SPANIER, I. c.*). 
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Es gilt die Verbindungsregel 
(8) dv(b,) = 6, — tb, — v(0b,) . 

Man verifiziert sie, indem man beide Seiten nach (6) und (7) ausrechnet. 

In (8) ist der erste Term rechts b, ein Term der Unterteilung oX, der 
zweite tb, ein Term auf K. Die iibrigen Glieder von (8) enthalten gemischte 
Terme y,. Wird nun auf rb, und auf die y, die Unterteilung o angewandt, 
so erhalt man wegen (7) § 2 
(9) dovb, = b, —atb, —avdb,. 

Die unterteilte Verbindungskette ovb, bezeichnen wir mit 6b, und er- 
halten schlieBlich 


(10) 00b, = b, orb, —00b,. 
Durch Summation erhalt man die Verbindungsregel fiir Ketten c: 
(11) 06c = c—ortre—6ac. 


Ist speziell c ein Zykel z,, so fallt der letzte Term weg und man erhilt 
eine Homologie auf ¢K, nimlich 


(12) Zp ~ OT2y, 
in Worten: Wird ein Zykel z, von oK zuerst simplizial approximiert und dann 
unterteilt, so erhilt man einen homologen Zykel. 

Daraus folgt, daB jede Homologieklasse von oK durch die Operation o 
aus einer Homologieklasse von K hervorgeht, d.h. o bildet H,,(K) nicht 
nur in, sondern sogar auf H, (0K) ab. 

Aus (4) folgt nunmehr leicht, daB diese Abbildung isomorph ist. Wir 
fiihren den Beweis mittels (5) gleich fiir die n-mal wiederholte Unterteilung o”. 
Ist o"z, ~ 0, so hat man 

O"Zy = OCy41, 


TO"Z,y = TOCy4y = OTC, 41 ’ 


(to"zy)e = (OTCy ire, 
mithin nach (5) 
(2p)e = (OTCysr)e, 
also (z,)¢ ~ 0. Daher: 

Satz 1. Die alternierende Homologiegruppe H,, des Komplexes K ist 
isomorph zur geordneten Homologiegruppe des n-mal baryzentrisch unterteilten 
Komplexes o"K. Der Isomorphismus wird durch o", der inverse Isomorphismus 
durch t vermittelt. 

§4. Kombinatorische Cohomologie. 

Ist der fiir die Ketten zugrunde gelegte Koeffizientenbereich J" eine be- 
liebige abelsche Gruppe, so nehmen wir als Koeffizientenbereich fir die 
Coketten die Charakterengruppe G von J. Um die Symmetrie zwischen 
den beiden zueinander dualen Gruppen G und J":zum Ausdruck zu bringen, 
bezeichnen wir den Wert des Charakters g fiir das Gruppenelement y einfach 
mit gy. Dieses Produkt g y ist also eine reelle Zahl modulo 1. Ist aber 

















B. L. VAN DER WAERDEN: 


94 





I ein KGrper, so wollen wir unter G denselben Kérper verstehen und unter 
g y das Produkt in diesem Kérper. 

Um nun zur Kettengruppe C, die duale Gruppe C” zu konstruieren, 
betrachten wir Funktionen /?(a,) mit Werten in G@. Fiir jede solche Funk- 
tion f? und fiir jede Kette c, = La, y wird das skalare Produkt durch 


(1) (f?, ¢p) = ZF? (ay) y 


definiert. Ist (/?, c,) = 0 fiir alle c,, so folgt /? = 0. Die Funktionen /” heiBen 
Coketten ; sie bilden eine zu C,, duale Gruppe C”. Ist der Komplex K unendlich, 
so sind unendlich viele Werte /’(a,) beliebig wahlbar, daher spricht man 
auch von unendlichen Coketten. 

Das skalare Produkt (1) hat auch dann einen Sinn, wenn c, eine ganz- 
zahlige Kette ist. Insbesondere ist 


(f?, a,) = f?(a,) . 
Der Corand 6f? = f?* einer Cokette /” wird so definiert: 


(2) (6f?, @5+1) = (f?, 0a,.1) - 
oder ausfiihrlich geschrieben F 
+1 
(3) Of? (eq. - - Cpr) = & (—1)'fP (eg. . - €;-1€c 44 - + + Cpan) - 
0 
Aus (2) folgt fiir jede Kette c, ., 
(4) (df, Cy+1) = (f?, OCy41)- 
Ferner gilt 
(5) b5f? =0. 
Ist 6/? = 0, so heiBt f” ein Cozykel. Die Cozykel bilden eine Gruppe Z’. 
Die Coriander 6/?-! bilden in Z” eine Untergruppe B”. Ist f? ein Corand, 
so heiBt {” cohomolog Null und man schreibt /? ~ 0. Die Faktorgruppe 
H” = Z”/B” ist die p-te Cohomologiegruppe des Komplexes K. ‘ 
Von den 8 Gruppen 
of & &, x 


Cc» Zz Br {0} 


wird jede von der unter ihr stehenden annulliert ; das folgt unmittelbar aus (4) 
Weiter gilt 

Satz 2. Wenn eine Cokette {? von allen Réindern dc,., annulliert wird, 
so ist sie ein Cozykel. 

Beweis: Wenn in (4) die rechte Seite Null ist fiir alle c,,,, so ist die linke 
Seite es auch; daraus folgt aber 6/? = 0. 

Genau so beweist man 

Satz 3. Wenn eine Kette c, von allen Cortindern df?-* annulliert wird, 
so ist sie ein Zykel. 

Nach Satz 2 ist Z? genau die von B, annullierte Gruppe, und nach Satz 3 
ist Z, genau die von B” annullierte Gruppe. Nach der Dualitatstheorie von 





yaa 
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PontRJaGIn®) folgt daraus, daB auch umgekehrt B, die von Z” annullierte 
und B? die von Z, annullierte Gruppe ist und daB H? = Z”/B? die Charakteren- 
gruppe von H, = Z,/B, ist. 

Die Dualitatssitze von PontrsaGIn machen die Zusammenhiinge sehr 
iibersichtlich und kénnen dazu benutzt werden, Isomorphiesiitze wie Satz 1 
von den Homologiegruppen auf die Cohomologiegruppen zu _ iibertragen. 
Wir wollen aber hier ohne diese tieferliegenden Sitze auskommen und fiihren 
daher die Isomorphiebeweise fiir die Cohomologiegruppen direkt. 

Wir sind bisher bei der Bildung der Coketten von der geordneten Ketten- 
gruppe C, ausgegangen. Bei der praktischen Berechnung der Cohomologie- 
gruppen wird man natiirlich von der alternierenden Kettengruppe C,, aus- 
gehen und zu ihr die duale Gruppe C*” bilden. Da C,, eine Faktorgruppe 
von C, war, ist C*” eine Untergruppe von C?. Genauer ist C*? die Gruppe 
der alternierenden Coketten, die durch folgende Eigenschaften charakterisiert 
sind: 

(6) f*(a,) = 90 fiir ausgeartete a, , 
(7) {?(a,) = (signz) - f?(a,) . 

Die alternierenden Cozykel bilden in Z? eine Untergruppe Z*”. Die 
Coriander von alternierenden Coketten /?~! bilden in Z*” eine Untergruppe B*?. 
Die Faktorgruppe Z*”/ B*” ist die alternierende Cohomologiegruppe H*”. 

Fiir die 8 Gruppen 

{0} Bey Zan Cay 

Ctr Zev Ber {0} 
gilt genau dasselbe, was oben von den 8 ungesternten Gruppen gesagt wurde. 
Aus der von EILENBERG und STEENROD®*) bewiesenen Isomorphie H, = H,, 
folgt auf Grund der Dualititssiitze ohne weiteres die Isomorphie H? = H*?. 
Wir werden davon aber keinen Gebrauch machen. 


§ 5. Die Invarianz der Cohomologiegruppe bei baryzentrischer Unterteilung. 
Es sei wieder oK die baryzentrische Unterteilung des Komplexes XK. 
Jeder Kette c, auf K war eine Unterteilung oc, auf oK zugeordnet. Dual 

dazu definieren wir zu jeder Cokette g” auf cK eine Vergréberung og” auf K 
durch 


(1) (og”, a,) = (9”, oa,) . 

Die Vergréberung ist, wegen der Formeln (2) und 3) des § 2, automatisch 
eine alternierende Cokette. 

Ebenso dualisieren wir die simpliziale Approximation, indem wir jeder 
auf K definierten Cokette /? eine auf cK definierte Cokette r/? durch 


(2) (rf, by) = (f?, 7b,) 

zuordnen. Beide Zuordnungen sind mit der Corandbildung vertauschbar: 
(3) - dag? = adg’, 

(4) érf? = rdf”. 


*) L. Pontryacrs: Ann. of Math. 85, p. 904 (1934). 
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Ferner gilt fiir alternierende Coketten /? das duale Pflasterlemma 


(5) otf? = f?. 
Zum Beweis bilde man 
(6) (or f?, ay) = (tf, cay) = (f?, toa) . 


Nach dem Pflasterlemma (§ 2) ergibt toa, nach Weglassung ausgearteter 
Ketten die gleiche alternierende Kette wie a,. Fir alternierende f” folgt daraus 
(7) (7?, toa,y) = (f?, a,). 

Aus (6) und (7) erhalt man : 


(otf?, ay) = (f?, a5) 
und daraus (5). 
Die Formel (5) gilt, wie das Pflasterlemma, fiir beliebige Unterteilungen, 
insbesondere fiir die n-mal wiederholte baryzentrische: 


(8) o"tf? = f? fiir alternierende /? . 


Dual zur unterteilten Verbindungskette 6b, definieren wir die Coverbin- 
dungskette g?-1 = 6g” so: 


(9) (6g”, b,-1) - (g?, 6b,-;) . 
Formel (10) aus § 3 ergibt dann 
'(04g?, b,) = (g?, b,) — (rag?, b,) — (609”, b,) 


oder 
(10) 669? = g? — tag” — 60g” 
Ist speziell g? ein Cozykel, so wird die linke Seite in (10) Null und man 
erhalt 
‘q)) g? ~ tog”. 


Die. Vergréberung o fiihrt Cozykel in alternierende Cozykel und Coriander 
in Coriander von alternierenden Coketten, also Cohomologieklassen in alter- 
nierende Cohomoiogieklassen iiber. Aus (11) folgt nun, daB diese Zuordnung 
durch die Operation t riickgingig gemacht werden kann. Somit bildet o 
die Cohomologiegruppe von oK isomorph in die alternierende Cohomologie- 
gruppe von K ab. 

Geht man von der Cohomologiegruppe des n-mal unterteilten Kom- 
plexes o"K aus und wendet n-mal hintereinander die Vergréberung o an, 
so folgt, daB H*®(o"K) durch o” isomorph in die alternierende Cohomologie- 
gruppe H*?(K) abgebildet wird. Aus (8) folgt weiter, daB es sich um eine * 
Abbildung auf H*”(K) handelt und daB r-die inverse Abbildung vermittelt. 
Damit haben wir den zu Satz 1 dualen 

Satz 4. Die alternierende Cohomologiegruppe H*? des Komplexes K ist 
isomorph zur geordneten Cohomologiegruppe der Unterteilung o*K. Der Iso- 
morphismus wird durch t, der inverse Isomorphismus durch o” vermittelt. 
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§ 6. Topologische Cohomologie. 


Es sei 7 ein topologischer Raum und 7+! das (p +1)-fache Produkt 
von T mit sich selbst, d. h. der Raum der geordneten Folgen z?*! = zy, .. . 25. 
Die Diagonale A von T*' besteht aus allen Folgen von gleichen Punkten 
wrtl n 22... 2. , 

Es sei U eine Uberdeckung von 7’ mit offenen Mengen U. Alle Folgen x?*1 
derart, daB z,..., 2, in einer Menge U liegen, bilden eine Umgebung der 
Diagonale 4. Jede Umgebung der Diagonale umfaBt eine Umgebung der 
eben beschriebenen Art; wir kénnen uns daher auf diese speziellen Um- 
gebungen von J beschrinken. 

Eine auf 7'*! definierte Funktion g?(x?**) heiBt lokal Null, wenn sie 
in einer Umgebung der Diagonale Null ist. Zwei Funktionen heiBen lokal 
gleich, wenn ihre Differenz lokal Null ist. Insbesondere heiBen zwei Funk- 
tionen gleich auf den Mengen U oder kurz gleich auf U, wenn ihre Differenz 
Null ist fiir alle x, ..., 2, in jeder Menge U. 

Der Corand einer Funktion g? ist durch 


pt+i1 
(1) dy? (x? +?) = < (—1)* p? (xp, ony Meng, Beggs +++» By4y) 


definiert. Offensichtlich ist dm? = 0. Die Funktion gy? heiBt ein Cozykel 
(oder geschlossen auf U), wenn der Corand lokal Null (oder gleich Null auf 21) ist. 
Die Cozykel bilden eine additive Gruppe Z?(7’). 

Die Funktionen, die lokal gleich Coraindern sind, heiBen cohomolog Null. 
Sie bilden eine Untergruppe B?(7') in Z?(7). Die Faktorgruppe 


(2) H?(T) = Z°(T)/B?(T) 


heiBt die p-Cohomologiegruppe des Raumes 7’. Sie ist, ihrer Definition nach, 
eine topologische Invariante des Raumes 7’. 


§ 7. Feinheit von Uberdeckungen und Triangulierungen. 


Die Uberdeckung U eines Polyeders 7 heiBt fein in bezug auf die Triangu- 
lierung K, wenn jede Menge U in einem offenen Simplexstern der baryzentri- 
schen Unterteilung oK enthalten ist. 

Es sei t die in §3 definierte Approximation, die jedem Punkt xz von T 
eine Ecke e = tx von K zuordnet. Dann gilt 

Satz 5. Ist U fein in bezug auf K und sind zy, ..., x, in einer Menge U 
enthalten, so sind tZo,...,t2, Ecken eines Simplex X* von K. 

Beweis: Nach Voraussetzung ist U in einem offenen Simplexstern von oK 
enthalten. Das Zentrum s dieses. Sternes ist Schwerpunkt eines bestimmten 
Simplex X*. Alle tz, sind nun Ecken von X*. 

Zusatz. Nimmt man fiir X* ein Simplex kleinster Dimension so, daB 
der offene Stern seines Schwerpunktes s die Menge U umfaBt, so ist X¢ ein- 
deutig bestimmt, denn zwei verschiedene Sterne, die zu Mittelpunkten von 
Simplices gleicher Dimension gehéren, sind zueinander fremd. 
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Durch die Angabe der Punkte tz,...t2z, und des Simplex X* ist ein 
Term a, = tz”*! bestimmt. Man kann also jeder Folge x?*! in U den Term 
a, = tx?*! als simpliziale Approximation zuordnen. 


Eine Unterteilung o’K heiBt fein in bezug auf U, wenn jedes Simplex 
von o’K in einer Menge U von U enthalten ist. Wir wollen beweisen: 

Satz 6. Hine feine Unterteilung von K in bezug auf U ist stets méglich’). 

Fir endliche Komplexe K ist Satz 6 mit bekannten Methoden leicht zu 
beweisen. Unter den sukzessiven baryzentrischen Unterteilungen o"K findet 
sich eine feine in bezug auf U, denn sonst giibe es eine Folge von ineinander- 


geschachtelten Simplices X,, X,,... in oK, o®K,..., von denen keines in 
einer Menge U enthalten wire; aber der Grenzpunkt x 
S der Folge ist in einer Menge U enthalten, was einen 


Widerspruch ergibt. 

Fiir unendliche K kann man mit den Ecken X° an- 
fangen, die nicht unterteilt werden, dann die Kanten X! 
unterteilen usw. Hat man die X”~! schon unterteilt und 
nimmt man ein Simplex X”, so ist der Rand von X” 
bereits unterteilt. Es handelt sich nun darum, das Sim- 
plex X” fein zu unterteilen, ohne die Unterteilung des 

ees. Randes zu verfeinern. 

UnterteilunzeinerPyramide. | Man verbindet zunachst den Schwerpunkt s von X” 

mit allen Simplices Y-! des unterteilten Randes durch 
Simplices X?, die wir ,,Pyramiden“ mit der ,,Spitze s und , Basis’ Y?-} 
nennen. Diese Pyramiden werden beim niachsten Schritt baryzentrisch unter- 
teilt, aber so, daB ihre Basis Y?~! jeweils unzerlegt bleibt. Wie bei der 
gewohnlichen baryzentrischen Unterteilung unterteilt man zunichst die 
Kanten von X?, dann die zweidimensionalen Seiten durch Projektion von 
ihrem Schwerpunkt aus usw. bis X?, wobei aber die Basisseiten immer 
unzerlegt bleiben. So erhalt man eine Unterteilung von X” in Teilsimplices X2. 

Jetzt wird das Verfahren wiederholt, und zwar immer so, daf diejenigen 
Seiten, die auf dem Rande von X” liegen, unzerlegt bleiben. 

Wir haben zu beweisen, daB bei geniigend oftmaliger Wiederholung die 
Teilsimplices schlieBlich alle in Mengen U von U enthalten sind. 

Wire das fiir ein X” nicht der Fall, so kénnte man eine Folge von ineinander- 
geschachtelten Teilsimplices X?, X?,... finden, von denen keines in einer 
Menge U enthalten ist. Wenn die Folge sich nach endlich vielen Schritten 
vom Rande von X” lést, so sind alle weiteren Schritte gewohnliche bary- 
zentrische Unterteilungen, die Folge konvergiert gegen einen Grenzpunkt x 
und man erhalt in der bekannten Weise einen Widerspruch. Lést die Folge 
sich nicht vom Rande, so enthalten die Simplices X?, X?,. .. Randseiten 
von anfangs vielleicht abnehmender, schlieBlich aber gleichbleibender Dimen- 
sion g, etwa X%, X? ... . Da diese Randseiten ungeteilt bleiben, miissen 


n+l? 





y? 


7) Spanrer bemerkt auf S. 422: Such a subdivision exists because K is locally finite. 
Die lokale Endlichkeit von K ist aber, wie wir sehen werden, unndtig. 








Die Cohomologietheorie der Polyeder. 99 


sie alle gleich X% sein. Die Simplices X? ,, haben alle die Seite X‘ gemein- 
sam und konvergieren gegen X‘%, da sie selbst und ihre nicht auf X*% gelegenen 
Seiten immer wieder baryzentrisch unterteilt werden. Nun liegt X¢% in einer 
Menge U, da die festgehaltene Unterteilung des Randes von X” bereits fein 
in bezug auf 21 ist. Folglich liegen die X* , , von einer gewissen Nummer n + k 


an ebenfalls in U. So erhalt man auch in diesem Fall einen Widerspruch. 


§ 8. Isomorphie der kombinatorischen mit der topologischen Cohomologiegruppe. 


Ein Polyeder 7 sei durch einen Komplex K trianguliert. Wir wollen 
zeigen, daB H*”(K) zu H®(T7') isomorph ist. 

Die offenen Simplexsterne S von oK bilden eine Uberdeckung @ von K, 
die fein in bezug auf K ist. Liegen zo, . . . , 2, alle in einem Stern S, so definiert 
die Folge x?*1=2,...2z, nach §7 eine bestimmte simpliziale Approxi- 
mation a? = tx”*! auf K. Also kann man zu jeder Cokette /? des Kom- 
plexes K eine Funktion g” = t/? so definieren: 


(1) gy? (x?*1) = fP(rz?t), wenn x?*! in einem Stern S, 
= 0 senst. 


Die Funktion g? = tf” ist auf dem Polyeder 7’ ,,stiickweise konstant‘: 
durchlauft ein x; den offenen Simplexstern von oK, der zur Ecke e; = rz; 
von K gehért, so andert sich der Funktionswert ~”(x?**) nicht. Beim Uber- 
gang von 2; auf einen benachbarten Simplexstern kann g, sich sprunghaft 
andern. 

Die Abbildung rt ist mit der Corandbildung vertauschbar: 


(2) drf? = rdf” auf den Sternen 8S. 


Ist f” ein Cozykel, also 6f/? = 0, so ist dr/? = 0 auf SG, also tf”? = p” ge- 
schlossen auf @. Die Abbildung rt fiihrt also Cozykel in Cozykel iiber. 

Ist f? = df?-, so ist rf” gleich 6rf?-! auf GS. Aus f? ~ 0 folgt also rf? ~ 0. 
Die Abbildung t fiihrt also Cohomologieklassen auf K in Cohomologieklassen 
auf 7 iiber. 

Unser Ziel ist zu zeigen, daB t einen Isomorphismus von H*?(K) auf 
H”(T) vermittelt. Dazu brauchen wir eine Unterteilungsoperation o’, die 
umgekehrt von H”(7') nach H*”(K) zuriickfihrt. 

Ein Cozykel gp” sei gegeben; wir wollen dazu einen Cozykel /” auf K kon- 
struieren. Es sei dg? = 0 auf U. Wir kénnen annehmen, daB U fein in bezug 
auf K ist; sonst ersetzen wir die Mengen U durch ihre Durchschnitte mit 
den Sterneu S. Nun bilden wir nach Satz 7 eine Unterteilung o’K, die fein 


in bezug auf Uist. Ist b, = zyx, ... x, ein Term vono’K, so liegen 2, ..., 2, 
alle in einer Menge U. Wir definieren nun eine Cokette g” = eg” auf o’K durch 
(3) “9? (by) = g?(2?*9). 


Wir nennen g”? = eq” die Einschrinkung von py’ auf o'K. 
Die Einschrinkung ist offensichtlich mit der Corandbildung vertauschbar. 
Aus dg” = 0 auf U folgt also dg” = 0, d. h. g” ist ein Cozykel. 
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Zu g? = eg” kann man wie friiher die Vergréberung /? = o’g”? auf K 
definieren : 

(4) (o’g?, ay) _ (g?, o'a,y) . 

Wendet man beide Operationen nacheinander an, so erhalt man eine 
Operation o’e, die den Cozykel gy” in den alternierenden Cozykel /? iiberfiihrt. 

Ist f? eine alternierende Cokette auf K und wendet man nacheinander 
t und o’e an, so erhalt man wieder /?: 

(5) o'etf? = f?. 

In der Tat ist er/?, die auf o’K eingeschriinkte Funktion 1r/?, genau die 
Funktion, die in § 5 durch (2) definiert wurde und fiir die (8) §5 gilt. Das 
ergibt (5). 

Aus (5) folgt 

Satz 7. tr bildet H*?(K) isomorph in H”(T) ab. 

Es sei namlich /? ein reduzierter Cozykel auf K und tf? ~ 0, d.h. 

(6) tf? = dg? 


auf einer Uberdeckung U. Ubt man auf beide Seiten von (6) die Operation o’e 
aus, die natiirlich mit 6 vertauschbar ist, so ergibt sich wegen (5) 

f? = do'eg”" , 
also f? ~ 0, womit Satz 7 bewiesen ist. 

Um zu beweisen, daB t eine Abbildung auf H”(7') vermittelt, benutzen 
wir eine Abbildung t’ des Raumes 7' auf die Ecken des unterteilten Kom- 
plexes o’K. Die Abbildung tr’ wird mit Hilfe von o’K genauso definiert wie 
t mit Hilfe von K: sie bildet jeden Punkt z auf eine Ecke e’ = t’x von o’K ab, 
deren abgeschlossener baryzentrischer Stern den Punkt zx enthilt. Eine 
Cokette g?-* auf o’K ergibt dabei eine Funktion gy? = r’g?-" , und der 
Rand dét’g?-" ist lokal gleich t’dg? . 

Das Ineinanderspiel der Abbildungen t, t’, o’ und e wird durch das folgende 
Schema veranschaulicht. 

Piet i-—s— 
a - | 
g” (auf o’ K)*—; p? (auf 7’) 

Satz 8. Ist pm” geschlossen auf U und ist o'K fein in bezug auf U, so ist 
(7) veg? ~ g?. 

Zum Beweis dient die von SpanreR angegebene Deformationscokette 
gy”! = Dg”. Sie wird so definiert : 

=~ , , 
(8) Dg? (a, ..-, 2% -1) = 2 (—1)! @? (t’xq, . «5 TG, Bey Megas +++» Sy—s)- 

Bildet man den Corand von Dqg?, so erhalt man 


(9) 6Dg” = gy? —'ey? — Dé’, 
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wobei Ddq” in gleicher Weise gebildet ist wie Dy”: 
p 
(10) Dédgq? (x?*1) = D) (—1)! by? (t'aq, . . . U2 4, Lip Bigs ++ By) - 
0 


Zu jedem Punkt zx gibt es eine Umgebung V derart, daB, wenn zy, ..., z, 
in V liegen, alle Punkte 2 ,...,z, und 1’ 2»,...,t'2, zusammen in einer 
Menge U liegen. Jeder Punkt z ist nimlich innerer Punkt eines Simplex X¢ 
von o’K. Dieses Simplex X¢ ist in einer Menge U enthalten. Es sei s der 
Schwerpunkt von X¢ und S der Stern von s in der baryzentrischen Unter- 
teilung von o’K. Dann ist der Durchschnitt von U mit S eine Umgebung V 
der verlangten Art. Liegen niamlich z,,..., 2, in V, so liegen sie auch in U, 
und 1’, ..., t’ x, sind Ecken von X°, also ebenfalls in U enthalten. 

Nun ist dy” = 0 auf jeder Menge U, also ist die rechte Seite von (10) 
Null fiir 2, ..., 2, in V, mithin ist Dédg? lokal Null. Aus (9) folgt nun die 
Behauptung (7). 

Jetzt kommt der letzte Schritt. 

Satz 9. tr bildet H*”(K) auf H”(T) ab. 

Beweis. Es sei y? ein Cozykel des Raumes 7’, also 6g? = 0 auf den 
Mengen U einer Uberdeckung U. Wir kénnen wieder annehmen, da fein 
in bezug auf K und o’K fein in bezug auf U ist. Wir setzen eg? = g?. Dann 
ist nach (11) §5 


(11) eg’ =g’ ~eto'g’, 


denn et, die Einschrankung von t auf o’K, ist dieselbe Abbildung, die damals 
t hieB. Aus (11) folgt 


(12) e(y? —to’g”) ~0. 
Wenn wir zeigen kénnen, daB aus (12) folgt 
gy? —to'g? ~0, 
so folgt ~? ~ to’g” und wir sind fertig. Wir haben also zu zeigen, daB aus 
ey” ~ 0 folgt y? ~ 0. Dazu dient Satz 8. Die Voraussetzung ew” ~ 0 be- 
deutet ey? = dg". Daraus folgt 
(13) Tey’ = dg’. 


Die linke Seite von (13) ist nach Satz 8 cohomolog zu w?. Die rechte 
Seite ist lokal gleich dr’g’“', also ~0. Somit erhalt man wy? ~ 0, womit 
Satz 9 bewiesen ist. 

Durch Satz 7 und Satz 9 ist die Isomorphie 

H*?(K) = H®(T) 


vollstindig bewiesen. Die Abbildung von H*’(K) auf H”®(7) wird durch r, 
die inverse Abbildung nach (5) durch o’e vermittelt. 


(Eingegangen am 18. Juni 1955.) 
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The Theory of Proportionality as an Abstraction 
of Group Theory. 
By 
J. RicHarp Btcui and Jesse B. Wrieut in Ann Arbor, Michigan. 


In this paper we present an axiomatic theory denoted by 7 which is 
an abstraction of group theory in the sense that projective geometry is an 
abstraction of affine geometry. Extending to group theory, F. Kier’s idea, 
that a geometry is determined by its group of automorphisms, we describe 7’ 
as the theory whose group of automorphisms is generated by the automorphisms 
and translations of group theory. In axiomatic terms the relationship between 
the two theories is characterized by the fact that from 7' we can arrive at group 
theory by distinguishing an element, i.e., by introducing a name for the 
group identity. This situation is analogous to that in geometry, where affine 
geometry is derived from projective geometry by the introduction of a name 
for the lines at infinity. 

The theory T is of interest because it turns out to be an axiomatization 
of the notion of proportionality. Furthermore, this paper represents a step in 
our current investigation of a more or less familiar metamathematical concept 
which we will call abstraction. The relation between 7' and group theory is 
studied here because it affords a useful example of the process of abstraction. 
In section 4 we put forward a series of notes suggested by this and other in- 
stances of abstraction. 


1. A Characterizing Invariant of the Holomorph of a Group. 

Because group multiplication is not invariant under translations, it clearly 
does not belong to the theory 7’. It is our first task to find, in group theory, 
a notion which is invariant under group automorphisms and group translations 
and which is invariant only under transformations which are composed of group 
automorphisms and group translations. 

Let A be a set and let z, y, z,... be variables ranging over A. Let x- y, 
x and e denote the product, inverse and identity of a group A = [A, -,’, e]on A. 

Definition 1: The group H of transformations of A generated by the 
automorphisms and translations of a group A is called the holomorph of A. 
The elements of H are called holomorphisms. 

Definition 2: The quaternary relation 2 on A, defined by: 

a(z,y,u,v) = zw y=u'D, 

is called the proportionality relation of the group A. 

Theorem 1: The proportionality relation x of a group A is an invariant 
of the holomorph H of A, and every transformation of A which has the invariant 
x 1s a holomorphism of A. 
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Proof: It is easily seen that x is invariant under automorphisms as well 
as translations. This proves the first part of Theorem 1. 

Next suppose F is a transformation of A, which has the invariant 2. Now, if 
x*y =z, then 2(z, e, z, y) and because z is an invariant of F, x(F x, Fe, Fz, Fy). 
If Fe=e it follows, Fx-Fy=Fz. Thus F is an automorphism of A. If 
Fe =a we define S by, Sx = a: Fz. Then S obviously has the invariant x 
and Se = e. It therefore is an automorphism of A. But Fz = a- Sz. 

We conclude, every transformation F of A, which has z as an invariant 
is a holomorphism. Q.E.D. 

By further analysis of this proof we get: 

Theorem 2: Every holomorphism of a group A is of the form LS, where 
L is a left translation of A and S is an automorphism of A. Every holomorphism 
of A which leaves e fixed is an automorphism of A. The proportionality relation x 
of a group A together with its identity e are characterizing invariants for the 
group of automorphisms of A. 

Geometric intuition about the relation 2 can be gained by considering 
a parallelogram in the affine plain with an origin 0. The vectors drawn from 
the origin to the four vertices of the parallelogram are in relation x. This 
example will also provide an intuitive background to the next section. 


2. Characterizing Properties of the Proportionality Relation. 


In this section we will find necessary and sufficient conditions for a qua- 
ternary relation g on a set A to be the proportionality relation of some group A 
on A. Because of our intuition about the notion of proportionality it becomes 
evident that the proportionality relation of a group on A has the following 
properties : 


(1) o(x, y, x, y) 

(2) 0 (2, y, u, v) > o(u, v, &, y) 

(3) O(x, y, U, v) A ou, v, p, g) > O(%, Y, P, g) 
(4) o(x, x, y, y) 

(5) o(x, y, U, v) > ely, z, v, u) 

(6) o(x, y, u,v) A ely, 2, ¥, w) > e(2, z, u, w) 
(7) o(x, 2, y,%)>@r=—y 

(8) (Eu) (2, y, u, v) 


The relation between (x, y) and (u,v) which holds in case o(z, y, u, v), 
is by (1), (2) and (3) an equivalence relation on A x A. Similarly a second 
equivalence relation arises in connection with (4), (5) and (6). Also, note 
that the duality between 2 - y and y-~ z is reflected in a duality of o. 

Definition 3: A relation 9 on the set A which satisfies the conditions (1) 
to (6) is called a bi-equivalence on A. If 9 also satisfies (7) and (8), it is called 
a regular bi-equivalence. 


Math. Ann. 130. 8 
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Lemma: If 9 is a regular bi-equivalence on the set A and if z,e and y 
are any elements of A, then there exists exactly one element z of A, such 
that o(x, e, z, y). : 
Proof: That such a z exists follows from ‘8). Suppose now, 0(z, e, z, y) 
and o(z,e,z’ y). Then by (2), o(z, y, x, e) and by (3), o(z, y,z’, y). By (1), 
o(y, z, y,z). Thus by (6) it follows, 9(z, z, 2’, z), and by (7),z=2'.. QED. 


Theorem 3: A quaternary-relation 9 on a set A is the proportionality relation 
of some group A on A, if and only if o is a regular bi-equivalence. 

Proof: The “only if’’ can be shown by obvious computations in a group A. 
We now assume that 9 is a regular bi-equivalence on A, and we choose an 
element ¢ in A. By the lemma, to any pair z, y of elements of A, there exists 
exactly one z in A, such that o(z, e, z, y). We define this z to be z- y. Also 
by the lemma, to any element z in A there exists exactly one element y in A, 
such that o(z, e, e, y). We define this y to be x. Now let A be the algebraic 
structure [A,-,,¢]. To end the proof of Theorem 3 we have to show first, 
A is a group, and second, ¢g is the proportionality relation of A, 

By (5) and (6), o(v, e, r, w) and o(p, e, g, w) implies o(p, v, g, r), and by (3), 
o(u,e,p,v) and o(p,v,g,r) implies o(u,e,g,r). Thus, o(u,e,p,v) and 
o(p,e,qg,w) and o(v,e,r,w) implies o(u,e,q,r). Translated according to 
our definition this means, p= u-v and q= p-w and r=v-w implies 
q=u-r, or, (u-r)-w=u-(v-w). Thus, the operation z- y is associative. 
The remaining group-axioms are easily established for A. 

Now suppose o(z, y, u,v). Then by (3), o(z, e, x, y) implies o(z, e, u, v). 
By our definition this means, z- y = z implies z-v = u, or, because A is a 
group, z= x-y=u-v. Next, suppose x- y= u-v. Because A is a group 
it follows that there is a z, such that z = z- y and u = z-v. By our definition 
this means, 0(z,e,z, y) and o(z,e,u,v). By (2) and (3) we conclude, 
o(z, y, u,v). Thus, o(x, y, u, v) is equivalent with z- y = u- ». Q.E.D. 

The significance of theorem 3 becomes more evident if we summarize 
it as follows: The conditions (1) to (8) provide an axiomatic characterization 
of the noticn of proportionality. 


3. The Relationsh’p Between Group Theory and the Theory 
of Regular Bi-equivalences. 

Here it is our aim to re-interpret the results of sections one and two. We 
will discuss the relationship between group theory and the theory of regular 
bi-equivalences. This relationship can be perceived more clearly only when 
each of the subject matters is presented as an applied first order functional 
calculus. However, we hope that the informal presentation which follows 
suffices to convey the fundamental ideas. 


For later convenience, let us introduce the notation ‘‘(u z) . . .”” to stand for 
“the z for which . . .”". Furthermore, let (a) and (b) be the following formulas: 
(a) o(z,y,u,v) = zry=u-v 

z-y= 4 2) o(2, e, Z, 
(b) ] (uz) @( y) 


z= (mz) o(z, €, €, 2). 
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Now it is easy to verify: 

I. If 7, is an applied first order functional calculus with the primitives 
A,-, ,e and a conventional set of axioms for group theory, and if 9 is de-. 
fined by (a), then @ satisiies the axioms for a regular bi-equivalence, and more- 
over the statements (b) become theorems of 7’. 

Conversely, by an analysis of the proof to Theorem 3 one verifies: 

Il. Let T, be an applied first order functional calculus with the primitives 
A, o, e, which has as axioms the statements which make og a regular bi-equi- 
valence on A together with the statement that e belongs to A. If - and ‘ are 
defined by (b), then A, -, ° ,e satisfy the group axioms, and moreover, (a) be- 
comes a theorem of 7’,. 

Although it is difficult to define equivalence of logical systems in general, 
it will be recognized that I and II are sufficient for 7, and 7’, to be called 
equivalent. Thus, in the light of I and II, 7, can be regarded as an uncon- 
ventional formulation of group theory. 

From the point of view of models the equivalence of 7’, and 7’, expresses 
itself in the fact that every model of one theory is a model of the other theory. 
Finally, the equivalence of 7, and T, is reflected in the fact that a trans- 
formation of A is an automorphism of 7; if : d only if it is an automorphism 
of T,. This is part of theorem 2. 

Now let 7 be the applied first order functional calculus with the primi- 
tives A and g, which has as axioms the statements making o¢ into a regular 
bi-equivalence on A. I and II show that 7, and 7, have the same expressive 
power. However, the expressive power of 7 is weaker than that of T',, be- 
cause there is no primitive constant of the type of individuals in 7 nor can 
such a constant be defined in 7. (If such a constant e could be defined in T 
it would be an invariant of every automorphism of 7’, but this contradicts 
theorem 1.) Therefore, from the equivalence of 7, and 7, it follows that T 
is weaker than 7,, and in particular no constants: and can be defined 
in 7. From Theorem | it follows that 7 is weaker than 7',, also from the 
standpoint of groups of transformations. 

The series of steps which leads from group theory 7, to the theory T7' of 
regular bi-equivalences is a typical example of what we call the process of 
abstraction. To better understand this process we considered a new for- 
mulation 7, of group theory. 7 might be called a direct abstraction of 7. 


4. Some Notes on the Process of Abstraction. 


In the preceding sections we introduced the theory of regular bi-equi- 
valences as an abstraction of group theory. There is a need for a systematic 
metamathematical theory which will explain the characteristics of this example 
as well as the characteristics of other examples of abstraction. The purpose 
of this section is to present in the form of informal notes some of the problems, 
conjectures and examples concerned with the notion of abstraction. A precise 
definition of abstraction can be given only as part of a metamathematical 
theory of the relationships between mathematical subject matters. 

8* 
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Note 1: The hierarchy of geometries affords the classical examples of 
abstraction. In the introduction we have already pointed out the close ana- 
logy between the relationship of affine to projective geometry and that of 
group theory to regular bi-equivalences. But the field of geometry still has 
room for new theories. One of us has formulated the abstraction of projective 
geometry whose automorphisms are the colineations and correlations [4]. 

Note 2: In the light of section 3 we may say that the theory of regular 
bi-equivalences differs from group theory only in its vocabulary, i. e., in its 
expressive power. From the formal point of view the weakening of the ex- 
pressive power is characteristic for the relationship between subject matters 
which interests us. Our use of the term abstraction should be considered 
in this light. 

Note 3: Abstraction can also be studied with reference to automorphisms. 
One of the characteristics of the process of abstraction is that the automor- 
phism group is enlarged. Our investigations started with a consideration of 
the holomorph H, a super group of the automorphism group G of group theory. 
The fact that an invariant of H automatically is an invariant of G together 
with the fact that H is definable in group theory suggests that there is a 
characterizing invariant of H definable in group theory. This consideration 
leads to the discovery of the proportionality relation o in section one. The 
fruitfulness of the automorphism approach to the theory of regular bi-equi- 
valences suggests its use in defining and investigating other problems of 
abstraction. 

Note 4: Although it is not true that the models of the theory of regular 
bi-equivalences and the models of group theory are exactly the same, never- 
theless, every model of the abstracted theory can be extended to a model of 
the stronger theory by a slight variation, and every model of the stronger 
theory is an extention of a model of the abstracted theory. This suggests 
a third way of defining the concept of abstraction. 

Note 5: The equivalence of theories 7, and 7’, was discussed in section 3. 
An adequate metamathematics must provide a rigorous definition of the 
concept of equivalence. It should be noted that the equivalence and non- 
equivalence of two theories is not determined until their logical frameworks 
are specified. For example, let us consider the situation which arises in 
section 3 if in the logical frame the description operator yu is replaced by a full 
power selection operator. Now we can define a constant of the type of indi- 
viduals in 7. As a matter of fact, many such constants can be defined in T 
and 7, and the two theories become equivalent and of much stronger ex- 
pressive power. There are many examples which demonstrate that this 
situation is not brought about by any peculiar properties of the operators 
in question. 

Note 6: we used heuristically the principle that whatever is an invariant of 
the automorphism group of a formal theory must be definable in that theory. In 
section 3 we used the converse of this principle. These metamathematical 
propositions should be rigorously formulated and their valididy investigated. 
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Note 7: Besides the theory of regular bi-equivalences other abstractions 
of group theory arise if other extentions G’ of the group @ of group auto- 
morphisms are considered. We hope to present in another paper the theory 
whose group @’ consists of the automorphisms and anti-automorphisms of 
group theory. 

Note 8: Let o be a regular bi-equivalence on the set A and let e be an 
element of A. Then by Theorem 3 we have a group A on A which has 9 as 
its proportionality relation and e as its identity. An element e’ different 
from e will give rise to a different group A’ with the same parallelogram 
relation. However, A and A’ clearly are isomorphic. Because this situation 
also appears in the case of affine and projective geometry and many other 
instances of abstraction the question arises whether or not it should be taken 
as characteristic for the notion of abstraction. 

Note 9: It is possible to subject a regular bi-equivalence to further sym- 
metry conditions. If 9 is a regular bi-equivalence on A we define, o to be 
Abelian if o0(x, y,u,v)—>o(z,u, y,v), and, @ is Boolean if (zx, y, u,v) > 
+ o(x, v, u, y). The theory of Abelian regular bi-equivalences is an abstraction 
of the theory of commutative groups and the theory of Boolean regular bi- 
equivalences is an abstraction of the theory Boolean groups (groups in which 
x = x identically). It might be noted that in the Boolean case g is com- 
pletely symmetric and therefore Abelian. 

Note 10: Like the proportionality relation, also the ternary operation 
f(z, y,z) = x-y-z is a characterizing invariant for the holomorph. The 
operator f has been studied by J. Certrarne [2], who however is not careful 
in making the separation between group theory and the abstracted theory. 
R. Bakr [1] also made use of the operator f, the paper in question contains 
many interesting ideas concerning a theory of general invariants. 

Note 11: We are interested in regular bi-equivalences primarily because 
of their relationship to groups and in particular to proportionality. Never- 
theless, the intrinsic theory of bi-equivalences shows many interesting features 
of which we mention but one. 

All significant ideas connected with subgroups and in particular normal 
subgroups can without difficulty be reformulated in the theory of regular 
bi-equivalences. Moreover these ideas take an especially attractive form in the 
abstracted theory. For example, let P be the partition of A generated by a 
normal subgroup N. From the group point of view P has a preferred element NV. 
However, the proportionality relation 2 of the group is a regular bi-equi- 
valence on every co-set of N, furthermore, all these co-sets are 2-isomorphic 
to N. Thus, in the theory of regular bi-equivalences every such partition P 
is homogeneous. 

Note 12: There are models of regular bi-equivalences which are not 
groups. For example, the set A of correlations of projective geometry is not 
a group under composition, however, the proportionality relations of com- 
position is a regular bi-equivalence on A. A similar remark holds for any 
co-set A of a subgroup of a group. 
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Affine geometry affords another example. The relation 2(z, y, u, v), de- 
fined by zy | uv A xu | yv, is an Abelian regular bi-equivalence on the set 
of all points. Since it is an important feature of affine geometry that no point 
is preferred, it follows from the discussion in section 3 that in affine geometry 
it is impossible to define a group of which z is the proportionality relation. 
However, if an origin is added an affine geometry becomes a vector space and 
a becomes the proportionality relation of the vector addition. 

Note 13: Let o be a regular bi-equivalence on A. As in proportionality 
theory we then define ratios as follows: (xy) = (uv) defined by o(z, y, u, v) 
is an equivalence relation on A x A. Let L be the corresponding partitioning 
into equivalence classes Zy. Now L is a group under the operation zy - 72 
= %2, the inverse of xy is yz and the identity is zz. The class 7y might be 
called the left ratio of x and y. 

Also, the concept of a group translation can be defined already in the 
abstracted theory. A transformation T of A is called a left translation if 
o(x, T'x, y, Ty) holds for all x and y in A. Note that if a translation is regarded 
as a set of pairs, the group L defined before turns out to be the group of left 
translations. Clearly, the group L is isomorphic to the group [A, o. e] which 
arises from @ if an element e of A is distinguished. 

Although a group structure isomorphic to [A, 0, e] has been defined within 
the theory of regular bi-equivalences, it must be realized that this does not 
imply the equivalence of the theory of regular bi-equivalences with group 
theory. On the basis of our construction of Z one might attempt to set up 
a translation of the theory 7, in section 3 into the theory 7. However, in 
trying to formulate the analogs to I and II in section 3, one will run into 
difficulties with logical types. 
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Zur Theorie der gewohnlichen selbstadjungierten 
Differentialoperatoren gerader Ordnung™*. 
Von 


Hans Krumnaar in Gottingen. 


Einleitung. 
Die Theorie der selbstadjungierten Differentialoperatoren Du = < L(u) 
der Ordnung 2m, die sich von der Differentialgleichung 


L(u) = » (p,(x) wl") (x) = Ak(x) u(x). a<az<b 
r=0 
herleiten, wurde von I. M. GLasMAN in [4] und unabhiangig davon von K. Ko- 
DAIRA in [10] entwickelt. E. A. CopprxeTron hingegen untersuchte in [1] 
Differentialoperatoren gerader und ungerader Ordnung. 

Es ist nun das Anliegen der vorliegenden Arbeit, einige der Ergebnisse, 
die F. REtxiicu in [13] und u. a. auch in [14] itiber die Stelle der Bestimmtheit 
und in [15] iiber die Halbbeschranktheit bei Differentialoperatoren der Ord- 
nung 2 dargelegt hat, fiir Differentialoperatoren jeder geraden Ordnung zu 
verallgemeinern. Wir schlieBen uns dabei eng an die Kodairaschen Ausfih- 
rungen an. 

In §1 wird kurz iiber die ersten fiinf Paragraphen der Kodairaschen 
Arbeit referiert, soweit das fiir das Folgende erforderlich ist. Der § 2 geht noch 
einmal auf die (getrennten) Randbedingungen ein. Wihrend E. A. Copp1ne- 
Tron auf Grund der v. Neumannschen Theorie, also auf dem Wege iiber die 
absolut-quadratisch integrierbaren Lésungen von L(u)+iku = 0, die Menge 
aller Riume, in denen der Operator D selbstadjungiert ist, untersucht und 
durch gekoppelte Randbedingungen charakterisiert, betrachtet K. Koparra 
nur solche Riume, die durch je ein System von reellen, selbstadjungierten 
Randbedingungen bei x = a und bei x = b beschrieben werden kénnen. Die 
Randbedingungen werden von K. Koparra mit reellen Funktionen formuliert, 
deren Existenz gesichert ist, ohne daB jedoch eine konkrete Methode, solche 
Funktionen zu finden, angegeben wird. Nun muB man sich bei naherer Dis- 
kussion des Operators D sowieso iiber das Verhalten der Lésungen von L(u) — 
— Aku = 0, Im(A) + 0 an den Intervallenden orientieren. Auf den von diesen 
2m Lésungen aufgespannten Funktionenraum kénnen wir uns nun bei der 
Suche nach derartigen Funktionen beschriinken, denn es laBt sich zeigen: 


* Diese Arbeit wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultaét der 
Universitat Gottingen als Dissertation angenommen. 

Uber Teile dieser Arbeit habe ich am 24. 6. 1953 und am 8. 7. 1953 im Mathematischen 
Institut der Universitat Géttingen vorgetragen. 
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Zu jedem System Kodairascher kandbedingungen kann man ein aquivalentes 
System angeben, das mit Lésungen von L(u) — Aku = 0 gebildet ist. Unter 
gewissen Voraussetzungen, die stets erfiillt sind, falls das betrachtete Intervall- 
ende eine ,,Stelle der Bestimmtheit“ ist, kann die Voraussetzung Jm(A) + 0 
fortfallen. AnschlieBend werden die von F. RE.iicn geprigten Begriffe 
,Anfangszahlen“ und ,,genormtes Fundamentalsystem“ sinngemaB erweitert 
und dabei letzterer durch das ,,genormte Lésungssystem“ ersetzt. Ein bei 
x =a genormtes Lésungssystem ist, ganz grob gesagt, eine Basis modulo 
einem fiir die Randbedingungen bei x =a uninteressanten Teilraum. Die 
Anfangszahlen einer Funktion u(x) in bezug auf dieses System sind dann 
gerade die Koordinaten von u(x) in bezug auf diese Basis, sie sind von A 
unabhangig. Die Randbedingungen lassen sich dann durch lineare Glei- 
chungen fiir die Anfangszahlen ersetzen. Unter gewissen Voraussetzungen 
sind die Eigenwerte die Nullstellen einer aus Lésungen zusammengesetzten 
Determinante. Mit Hilfe der Anfangszahlen sind wir dann auch in der Lage, 
einen Uberblick iiber simtliche Systeme reeller, selbstadjungierter Rand- 
bedingungen bei x = a und bei x = 6 zu geben. 

In § 3 wird der Definitionsbereich des selbstadjungierten Operators D ein- 
geengt.durch die zusitzliche Forderung, daB die Funktionen in individuellen 
Umgebungen der Intervallenden identisch verschwinden. Dadurch werden 
die Schwierigkeiten, die durch das Singulaérwerden der Koeffizienten an den 
Intervallenden entstehen, umgangen. Es ergibt sich, daB der so eingeengte 
Operator genau dann noch ,,wesentlich selbstadjungiert“ ist, falls L(u)—iku=0 
keine absolut-quadratisch integrierbaren Lésungen besitzt. 

Der § 4 befaBt sich mit einigen Fragen der Halbbeschranktheit. Zunichst 
wird gezeigt, daB im reguliren Fall auch fiir 2m > 2 die Seite, nach der der 
Operator halbbeschrinkt ist, allein vom Vorzeichen von p,(z) abhingt. 
Danach werden einige Saitze von F. Re.iicu verallgemeinert, die aus der Halb- 
beschranktheit nach unten an beiden Intervallenden auf die Halbbeschrinkt- 
heit des Operators selbst zu schlieBen gestatten. Dabei wird vor allem ein 
Satz tiber Operatoren mit endlichen Defektindizes herangezogen, wie er von 
E. Herz in [8] aufgestellt ist. Zum SchluB dieses Paragraphen wird ein 
Zusammenhang zwischen m-fachen Nullstellen von Lésungen der Differential- 
gleichung fiir reelles 2 in der Nahe von x = a und Nichthalbbeschrinktheit 
an diesem Ende aufgezeigt. Diese Aussagen sind fiir 2m = 2 aquivalent mit 
einem Satz aus [15] iiber oszillatorische Lésungen und Nichthalbbeschranktheit 
(siehe auch Pu. Hartman u. A. WintNER [6]). In §6 wird dieser Satz auf 
Operatoren der Ordnung 4 angewandt. 

In den Paragraphen 5 und 6 wenden wir uns den besonderen Verhiltnissen 
an einer Stelle der Bestimmtheit z = a zu: Nach Aufzéhlung einiger Grund- 
begriffe der in [3] dargestellten Frobeniusschen Theorie wird kurz untersucht, 
unter welchen Voraussetzungen fiir k(x) die von G. FroBenrus angegebenen 
Lésungen ganze Funktionen in A sind. In § 6 wird gezeigt, daB die charakte- 
ristischen Exponenten in der komplexen Zahlenebene symmetrisch liegen zu 
einem reellen Punkt. Bis auf einen Ausnahmefall liegen die Exponenten auch 
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symmetrisch in bezug auf die durch diesen Punkt gehende Parallele zur ima- 
gindéren Achse, die wir im folgenden daher stets kurz ,,Symmetriegerade*‘ 
nennen werden. Auf Grund dieser Symmetrieeigenschaften werden die den 
Weylschen Satzen tiber Grenzpunktfall und Grenzkreisfall (siehe [18]}) ent- 
sprechenden Siatze fiir eine Stelle der Bestimmtheit unabhiangig von der Glas- 
man-Kodairaschen Theorie neu bewiesen. Dabei gewinnen wir auch fiir reelles 2 
Aussagen iiber die Anzahl der nach links absolut-quadratisch integrierbaren 
Lésungen. Es ergibt sich weiter: Miissen bei x = a Randbedingungen gestellt 
werden, so ist das charakteristische Polynom und damit auch die charakteristi- 
schen Exponenten von A unabhingig, die Frobeniusschen Lésungen sind ganze 
Funktionen in 4. Wir kénnen dann genau angeben, welche Frobeniusschen Lé- 
sungen fiir die Formulierung der Randbedingungen bei z = a in Frage kommen; 
diese Lésungen gehéren gleichzeitig zu einem genormten Lésungssystem. 
Unter der zusiitzlichen Voraussetzung, daf Halbbeschriinktheit nach unten vor- 
liegt, alle Lésungen von L(u) — Aku = 0 nach links absolut-quadratisch inte- 
grierbar sind und daB die Symmetriegerade frei von charakteristischen Ex- 
ponenten ist, wird bewiesen: Die Randbedingungen, die mit den m Lésungen ge- 
bildet sind, die zu den rechts der Symmetriegeraden liegenden Exponenten ge- 
héren, stellen das ,,ausgezeichnete’‘ System von Randbedingungen bei x = a dar 
(siehe K. Frrepricus [2]), d. h. das System, bei dem, kurz gesagt, das Spek- 
trum am weitesten nach rechts verschoben ist. — Zum Abschlu8B wenden wir 
uns noch einmal kurz der Frage nach der Halbbeschrinktheit an einer Stelle 
der Bestimmtheit zu. Fiir 2m = 2 liegt nach [15] (siehe auch Po. Hartman [5)}) 
dort genau dann Halbbeschrinktheit vor, falls fiir ein reelles A alle (zwei) 
charakteristischen Exponenten reell sind. Fiir 2m >2 wird diese Aussage 
falsch, wie an einem Gegenbeispiel gezeigt wird. Weitere Beispiele machen die 
Vermutung wahrscheinlich, daB fiir Nichthalbbeschrinktheit das Auftreten 
nicht-reeller charakteristischer Exponenten auf der Symmetriegeraden eine 
notwendige Voraussetzung ist. 

Herrn Professor RELLIcH méchte ich hier meinen Dank fiir die Anregung 
zu der vorliegenden Arbeit und fir férdernden Rat bei ihrer Durchfiihrung 
aussprechen. 

§ 1. Kurze Einfiihrung in die Kodairasche Theorie. 

Wir betrachten im folgenden auf dem von K. Koparra in [10] aufge- 

zeigten Wege das zur Differentialgleichung 


(1.1) L(u) = » (p, (x) wl™—*) (x) (™—”) = A k(x) u(x), a<2z<b 
v=0 


gehérende Eigenwertproblem. Das Intervall kann sich nach + co bzw. nach—oco 
erstrecken, die Koeffizienten p,(x) und k(x) kénnen an den Intervallenden 
beliebige Singularitéten aufweisen. Es werden aber durchweg folzende Vor- 
aussetzungen fiir die Koeffizienten verabredet : 
1. p, (x), .. ., p,°™-"~») (x) reell und stetig ina < x < b, p,(™~") (x) 

(1.2) stiickweise stetig ina < x<b,v=0,...,m—1, 

““! 2. Dmx), k(x) reell und stiickweise stetig in a < x < b, 
3. po(x) + 0, k(x) > Oina<2<b. 
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Ist (a, b) ein endliches Intervall und sind die Voraussetzungen (1.2) mit 
EinschluB der Intervallenden erfiillt, so spricht man von einem ,,reguliren 
Problem“. 
Wegen (1.1) ist fiir Funktionen u(x) und v(x), deren (2 m— 1)-te Ab- 
leitung in a < x < 6 totalstetig ist, durch 


(1.3) J (L(u) v— uL(v)) dt = [u, v}(x) — [u, v] (y) 
vy 


eine schiefsymmetrische Bilinearform [u, v] (x) definiert ; es ist 


2m—1 
(1.4) [u,v] (z)= SY B,, (x) w (x) v (2) 
vu=0 
m—1 m—r—1 


_ Zs py (— 1)"-*-#-1 ((Py ulm") ) y(m—r—e 1) (p, vim—*) 1) u(m—*-#—1))), 
rv=0 yw=0 


B,, (x) = Ofiry+ uw 22m, B,,(x) = (— 1)? po(x) fir » + w= 2m—1. 


Sind u(x) und v(x) Lésungen derselben Differentialgleichung (1.1), so ist 
[w, v])(z) von x unabhangig. Aus (1.2) und (1.4) folgt det(B,,,(x)) +0, 
v, 4 =0,...,2m—1. Daher ist 


(1.5) det([u,, u,,](x)) + 0, v,u=1,..., 2m. 


falls wu, (2), . . ., Ug» (2) ein Fundamentalsystem von (1.1) bilden. 
Mit § wird der Hilbert-Raum aller komplexwertigen Funktionen /(2) be- 
b 


zeichnet, fiir die im Sinne von LeBescvue f[ |f(x)|*k(x)dx < co ausfillt, und 
a 


D 
in dem das innere Produkt durch (f,g) = { f(a) g(x) k(x) dx erklart ist. 


In Analogie zu den Siatzen von H. Weyt iiber ,,Grenzpunktfall und 
..Grenzkreisfall‘‘ bei einer Differentialgleichung zweiter Ordnung (siehe [18] 
Satz 2 und Satz 4) ist in [10] gezeigt, daB es fiir jedes A mit Im(A) + 0 stets 


m linear unabhangige Lésungen von (1.1) gibt, fiir die mit a <c <b gilt 
ec 


f \u(x)|?k(x)dx <co. Wir wollen dafiir abkiirzend sagen ,,die links in 9 


liegen“. Ferner ist bewiesen: Gibt es fiir ein A, mit Im(A,) + 0 genau m + rt, 
linear unabhangige Lésungen von (1.1), die links in § liegen, so gibt es fiir 
jedes 2 mit Im(A) + 0 genau m + t, derartige Lésungen von (1.1). Dariiber 
hinaus kann man wie im Falle 2m = 2 leicht zeigen: Liegen fiir ein reelles 
oder komplexes A, alle Lésungen von (1.1) links in §, so liegen fiir alle reellen 
und komplexen / simtliche Lésungen links in 9. I. M. Grasman hat in [4] 
diese Siatze tiber die Anzahl der links in 9 liegenden Lésungen mit Hilfe 
einer abstrakten Operatorenmethode hergeleitet und zusitzlich bewiesen, daB 
die Anzahl der zu reellem 4 gehérenden, links in 9 liegenden linear unab- 
hangigen Lésungen nicht die Anzahl der entsprechenden zu nicht-reellem 
gehérenden Lésungen iibersteigen kann. 
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Entsprechende Aussagen gelten fiir das rechte Ende x = 6. An die Stelle 
des 1, links tritt rechts ein t,. Die durch 


(1.6) T=T,+ T, 
definierte Zahl t gibt die Anzahl der linear unabhiingigen Lésungen von (1.1) 
mit Jm(A) + 0 an, die in  liegen. 
Es sei nun D die Menge der Funktionen wu (zx), fiir die 
1. u(z),..., w@"-) (2) totalstetig in a < x < b, 


(1.7) 9: 1 
2. u(x) aus 9, E L(u) aus 9 


ist. Ferner sei D der auf alle u(x) aus 9 anwendbare Differentialoperator 
(1.8) Du =+ L(w). 


Bei D werden wir jeweils den gerade zu benutzenden Definitionsbereich, der 
gegebenenfalls enger als D ist, mitangeben. D in D ist ein abgeschlossener, 
reeller Operator’). 
Der Greenschen Formel (1.3) zufolge existieren fiir alle u(x) und v(x) aus 
® die Limites pe [u, v](x) = [w, v](a), om in. v](x) = [u, v](b); beide sind 


ebenfalls schiefay maahitoehe Stitt 

Fiir jedes 2 mit Im(A) + 0 gibt es dann stets mindestens ein Fundamental- 
system w,(zx, A), . . ., Wem (x, A) von (1.1), bei dem die w,(x, A), ..., W(x, A) 
links in 9 und die w,,,,(z, A), . . ., Wem(x, A) rechts in 9 liegen und bei dem 


(1.9) [w,, w,](z)=0 fir »,a#=1,...,.m und fiir »,4=—m-+1,...,2m 
ausfallt. Durch 


G(x, y, A) = Gly, x, A) = bs F,,,(A) w, (2, A) w,(y, 4) fir 22 y, 
(1.10) v=1a=m+l 


(F,,.(A)) = ([w,, w,](z))-?, y,u=i1,...,2m 
wird eine Greensche Funktion G(z, y, 4) eingefiihrt, die von der Wahl des 
Fundamentalsystems abhingt. Es gelten wegen (1.10), wegen der Schief- 
symmetrie von [u, v](z) und wegen (1.9) und (1.5) die Gleichungen 
F,,, (A) = —F,,,(A), det (F,,,(A)) + 9, y,=l,..., 2m, 
F,,,(A) = 0 fiir y,u=1,...,m und fiir »,4=m+1,...,2m. 

Mit Hilfe der Greenschen Funktion G (2, y, A) ist nun fiir alle A mit Im(A)+0 
durch 


(1.11) 


b 
G(A) f(x) = J Oe, y, A) f(y) k(y) dy 


(1.12) -> F Fp (A) (tw, (2,a) A) fw, (y. at (y) k(ydy + 
v=1, one 
+ w, (2, A) fr, (y. a) Fly) B(y) 4s) 


1) Eine Definition der Begriffe ,,abgeschlossener Operator‘ und ,,reeller Operator‘ 
findet man z. B. in [12], 8. 28 bzw. 40. 














114 Hans KruMuHaar: 
ein Integraloperator G(A) in ganz § definiert, es gilt |@(A) < |Jm/(A)|“. ?) 
Die durch @(A) f(x) definierte Funktion u(z) liegt in 9, es ist 


2m z 
w™(z)= S' » Fp (A)(w,0% (2, A) f w,(y, A) f(y) k(y) dy + 


v=lw=m+il 


b 
(1.13) + w," (x, a) fw, (yA) Fy) By) ay) 
_ Azpk(z)  . F 
+a Bat n=0,..., 2m; 
und 
(1.14) (L—Ak) G(a) f(a) = k(x) (2). 


Zu jeder Funktion v(z) aus D gibt es dann eine Funktion /(z) aus 9 und eine 
in D liegende Lésung w(z, A) von (1.1) (die gegebenenfalls = 0 ist), so daB gilt 
(1.15) v(x) = G(A) f(x) + w(z2, A). 

Wir merken an, daB sich im Falle t,= t,= m die Greensche Funktion 
G(x, y, A) und der Operator G(A) auch fiir reelles 2 gemaB (1.9) bis (1.12) 
erklaren lassen. @(A) ist dann sogar ein Operator von beschriinkter Norm), 
es gelten auch hier die Formeln (1.13) bis (1.15). 

Der Operator D in 9D ist im allgemeinen nicht hermitesch. Bezeichnen wir 
mit D,, den Operator D mit dem Definitionsbereich D,, aller Funktionen u(z) 
mit 
_ 1. u(x) aus 9, 

’ 2. [u, v](a) = [u, v](b) = 0 fiir alle v(x) aus 9, 

so ist D,, ein hermitescher, abgeschlossener, reeller Operator. D,, ist die 
Adjungierte von D in D und umgekehrt. Der Operator D,, besitzt daher wegen 
(1.6) die Defektindizes*) (rt, r). D 14Bt sich dann auch in der Form 9 = 9,, + 
+ €(i) + €(— t) darstellen, wobei €(+7) der von den in D liegenden Lésungen 
von L(u)+iku = 0 aufgespannte t-dimensionale Raum ist’). 

Fir t = 0 ist D,, bereits selbstadjungiert. Im Falle t > 0 ist D,, um t 
linear unabhangige Elemente zu erweitern und D,, in den so erweiterten Raum 
hinein fortzusetzen, um zu einem selbstadjungierten Operator zu gelangen. 
Dieser Fortsetzungsproze8 wird in [10] §4 folgendermaBen durchgefihrt: 
Zuniachst werden durch 


ab 


9. 1. u(x) aus 9, 9,: 1. u(x) aus 9, 
(1.16) ~*° 2. [u, v](a) = 0 fir alle >* 2. [u, v](b) = 0 fiir alle 
v(x) aus 9, v(x) aus 9, 


zwei reelle Riume*) D, und 9, eingefihrt, fiir die folgende Gleichungen be- 
stehen : 


(1.17) 9.= 9,09;, dim (9/®,) = 2t,, dim (9/9,) = 2t». 


*) Zur Definition von ||@(A)|| siehe z. B. [12], 8. 11. 
*) Siehe dazu z. B. [17], S. 66 und 101. 

*) Definition der Defektindizes siehe z. B. [12], 8. 38. 
’) Siehe z. B. [10] (3.33) oder [12], 8. 38. 

*) Ein Funktionenraum & soll ,,reell* heiBen, wenn mit u(x) auch u(z) in % liegt. 
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Es gibt also 21, Funktionen *y,(z), . . “Par, (2) aus 9, die insbesondere reell 
gewahlt werden kénnen, die mod(®,) linear unabhingig sind, d. h. fiir die gilt 


2, 2t, 


» ¢,*y,(z) nicht aus 9,, falls ¥ |c,|* + 0. 
v=1 v=l 


Ein derartiges System von Funktionen wollen wir eine ,,Basis mod(®,)* 
nennen. Die Basis soll ,,reell“ heiBen, falls [*y,, “y,](a) = [*y,, ,] (a), 
v,u=1,...,27, gilt. Wir merken an, da® 21, Funktionen *y,(z),..., 
*2r, (x) aus D genau dann eine Basis mod (®,) bilden, falls gilt : 


(1.18) det((*y,, *p,](@)) + 0, y,p=l,...,2t,. 


Jede Funktion u(x) aus 9 laBt sich dann wegen (1.17) mit geeigneten 
Zahlen u, in der Form 


2, 
(1.19) u(x) = 3’ u,*y,(x) mod(9,) 
v=1 
darstellen, wobei sich die u, wegen (1.18) eindeutig aus dem Gleichungssystem 
2t, 
(1.20) [*y,, u) (a) = ~ u,[*y,, *,] (a), pol,....2t, 
berechnen lassen. — Entsprechend liegen die Verhiltnisse am rechten Ende. 


In 9/9, bzw. 9/D, bilden [u, v](a) bzw. [u, v](b) schiefsymmetrische, 
nichtausgeartete Bilinearformen. 

Unter Systemen reeller, selbstadjungierter Randbedingungen bei z = a 
bzw. x = b versteht K. Koparra Randbedingungen fiir u(x) aus D der Form: 


(1.2la) I. [°@,, uj(a)=0, »=1,...,7,, IL. [°,, uj(b) = 0, v=1,..., t, 


wobei die *®,(x) bzw. die °®,(x) reelle Funktionen aus D sind, die mod(9,) 
bzw. mod(9,) linear unabhangig sind und fiir die folgende Gleichungen be- 
stehen : 


(1.21b) I. [¢@,, °@®,] (a) =0, »,4=1,...,t4, IL. (°D,,°D,](b) = 0, »,u = 1,...,T. 
(1.17) zufolge geniigt eine Funktion u(z) aus 9 genau dann den Bedingungen 
(1.21a 1), wenn mit geeigneten Zahlen a, gilt u(x) = )’ a,*®, (x) mod(9,). 


Fir die Randbedingungen bei x = a ist nur das Verhalten der Funktionen 
in der Umgebung von z = a von Belang. Wir wollen daher jetzt insbesondere 
darauf verzichten, daB die zur Formulierung: von Randbedingungen bei z = a 
benutzten Funktionen auch rechts in § liegen und reell sind und vereinbaren: 
Es gebe ein c mit a < c < 6, so daB die Funktionen (7), . . ., a, (z) in > 
liegen und mod(®,) linear unabhingig sind, falls man das bei der Beschrei- 
bung von 9, 9,9, auftretende Intervall a < x < b durch a < x Sc ersetzt. 
Dann wollen wir die t, Bedingungen [«,,u](a)=0, v= 1,...,7, fir u(x) 
aus D ebenfalls ein System reeller, selbstadjungierter Randbedingungen bei 
x = a nennen, falls sie einem System der Form (1.21 I) équivalent sind. Das 














116 Hans KRuMHAAR: 


ist offenbar genau dann der Fall, wenn 
(1.22 [a,, %,}(a) = [a,, &,](a) = 0, Cre ay ss <5 Me 
ist. Zwei derartige Systeme [«,, u](a) = 0, y= 1,...,7, und [f,, u](a) = 0, 


vy=1,...,7, von reellen, selbstadjungierten Randbedingungen bei x = a sind 
genau dann aquivalent, falls gilt 


(1.23) {a,, B,}(a) = 9, st b canSe 


Entsprechendes gilt fiir das rechte Intervallende. 
Der Operator D mit dem Definitionsbereich 


. - q , _ 1. u(x) aus 9 
D(*D,,..., ®, | Wy «a4 ®,): 2. u(x) geniigt (1.21) 
ist dann selbstadjungiert und reell’). 

In [10] § 5 ist ausgefiihrt, daB es zu den Randbedingungen (1.21) fiir jedes 
A mit Im(A) + 0 mindestens ein Fundamentalsystem w,(zx, A), . . ., Wem(x, A) 
von (1.1) gibt mit 


e b 
I. f |w,(x, A)|? k(x) dx < oo, f |wm,,(x, A)Pk(x)dx<oco, v=1,...,m 
(1.24) a<c<b, 
II. [*,,w,](a)=0, w=1,..., Tas (°P,, Wm sy) (6) =0, w=1,...,T), V=I,...,m. 


Wegen (1.24 II) gilt dann auch (1.9). Der mit einem derartigen Fundamental- 
system gemaB (1.12) gebildete Operator G(A) ist dann die Reziproke von 
(D— A) in D9(*@,, .. ., °D, |°D,,..., *®,): 


(D— Ayflz) = SS Fpl A) (wpa, A) f r4(ys 2) 11) RAY) dy - 


(1.25) v=lyw=m+ 


b 
+ wy(2, A) f ply, 2) fy) ky) dy). 


§ 2. Randbedingungen, Anfangszahlen, genormtes Liésungssystem. 
In [10] sind, wie im vorangehenden Paragraphen ausgefiihrt, die Rand- 
bedingungen an den Intervallenden mit reellen Funktionen °*®,,.. ., “DP, 


und °@,,..., ®,, formuliert, von denen man zuniachst nur weib, daB es der- 


artige Funktionen gibt. Wie findet man nun solche Funktionen, wie verschafft 
man sich einen Uberblick tiber simtliche (getrennten) Randbedingungen ? 
Wir sind von der Ordnung 2m = 2 her gewohnt, Randbedingungen, die 
schlieBlich zu einem selbstadjungierten Differentialoperator zweiter Ordnung 
fiihren, mit Hilfe von Lésungen der Differentialgleichung L(u)—iku = 0 zu 
formulieren. Im folgenden soll zunichst gezeigt werden, daB allgemein fiir 
2m2=2 die Randbedingungen (1.21) durch aquivalente Randbedingungen 
ersetzt werden kénnen, die mit geeigneten Lésungen von L(u)— Aku = 0 
formuliert sind. 


- 1) Uber die Gesamtheit der selbstadjungierten Fortsetzungen von Dg, siehe [17], 
Kap. X oder [1]. 
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Wir wollen die Verhialtnisse am linken Ende zx =a untersuchen. Ent- 
sprechendes gilt dann fiir das rechte Ende. Wir setzen zu Beginn 1,= m 
voraus. Ferner setzen wir voraus, daB rt, > 0 ist und daB fiir A = A, die Glei- 
chung (1.1) m+ 1, linear unabhingige Lésungen in 9D besitzt. (Diese letzte 
Voraussetzung ist dann stets erfillt, falls Im(A,) + 0 oder r, = m ist oder falls 
bei x = a eine Stelle der Bestimmtheit vorliegt, siehe § 1 und § 6.) Es sei nun 
h, (x), . . ., Rem (x) ein Fundamentalsystem von L(u)— A,ku = 0, das so aus- 
gewahlt und numeriert ist, daB gilt: 

(2.1) +) him +1, (2) aus 9. 

Wegen (1.17) kénnen héchstens 21, Lésungen davon mod(®,) linear unab- 
hangig sein. Durch geeignete Linearkombination kann man also erreichen, 
daB mindestens m — rt, der Lésungen (2.1) in 9, liegen. Wir denken uns die 
Auswahl der Lésungen (2.1) bereits so vorgenommen, daB her sass hn+e, 
in 9, liegen. Nach (1.16) ist daher 


(2.2) [h,, h,] (x) = [h, 
Die Annahme, daB 

2.3) det ([h,, h,,](z)) +0, »,u=1,...,2t, 

falsch sei, fiihrt mit (2.2) zum Widerspruch zu (1.5). Nach (1.18) sind daher 
hy, - + yas, mod(®,) linear unabhingig, bilden also eine Basis mod (9,). 
Nach (1.19) gibt es daher komplexe Zahlen c 
*,(x) aus (1.21 I) 


»h,](z) = 0 fir »y = 27,+ 1,...,.m+t,, w=1,..., m= Te. 


y» 80 daB fir die Funktionen 


2r, 
°D,(x)= >» c,, h, (xz) mod(9,), ee 
= 
wird. Setzen wir noch 
w, (x, A) = S c,, h,, (2), > Pe 
w= 

so spannen die Lésungen w,(z, Ay), ..., w, (x, Ao) von L(u)—A ku =0 
mod (9,) den gleichen t,-dimensionalen Raum auf wie die *®,(z), . . ., °®, (2). 
Wegen (1.21b I) ist [w,, *®,](a) = 0, »,#=1,..., tT, und 
(2.4) (w,, w,](z) = [w,, W,](a) = 0, %, pm il,.. Fe 
Nach (1.23) ist daher das System der Randbedingungen 
(2.5) [w,, u](a) = 0, y=1,...,74,u(z) aus D 


aiquivalent zu (1.21 1). — Das Umgekehrte, nimlich daB fir jedes System 
von Randbedingungen (2.4), (2.5), bei dem die w,(x, A)) linear unabhingig 
mod(®,) sind, ein aquivalentes System (1.21 I) existiert. ist bereits bei (1.22 
angefihrt. 

Wir erhalten gleichzeitig: Wahlt man von den m + 1, Lésungen (2.1) 
irgendweiche m Lésungen aus, -so sind darunter mindestens t, linear unab- 
hangig mod (9,). 

Damit ist auch der folgende Satz bewiesen, bei dem wir nun auf die Vor- 
aussetzung T, = m verzichten kénnen: 
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Satz 2.1: Es sei t,> 0. Fiir 2 = A, besitze (1.1) m + 1, linear unabhiingige 
Lésungen, die links in $ liegen. Dann gibt es stets rt, links in $ liegende Lé- 
sungen von L(u)— A,ku = 0, die (2.4) geniigen und in der Form (2.5) ein zu 
einem vorgegebenen System (1.211) dquivalentes System von reellen, selbst- 
adjungierten Randbedingungen bei x = a bilden. — Umgekehrt gibt es zu jedem 
derartigen System (2.4), (2.5) ein dquivalentes System (1.21 1). — Entsprechendes 
gilt fiir das rechte Intervallende®). 

Nun sei A, kein Eigenwert des mit den Randbedingungen (1.21) selbst- 
adjungierten Operators D. L(u)—A,ku=0 besitze m+ 1, linear unab- 
hangige Lésungen, die links in § liegen, und m + t, linear unabhingige Lé- 
sungen, die rechts in § liegen (t,= 0, t= 0). Durch Hinzunahme der m — 1, 
Lésungen und der m — t, Lésungen, die links bzw. rechts in $ liegen und bei 
x = a bzw. x = ballen Randbedingungen geniigen (s. o.), zu den durch Satz 2.1 
garantierten t, +1, Lésungen erhilt man 2m Lésungen w,(z, A,), .. ., 
Wem (x, Ao) von L(u) — Aku = O mit folgenden Eigenschaften : 


1. w,, . . ., W» liegen links, w,,,,. . . ., Wgm liegen rechts in 9, 
2. W, +1) - + +» Wm geniigen bei x = a, Wm+r,+1 - - -» Wem geniigen bei x = b 


allen Randbedingungen, 


3. [w,, w,,|(2) = [w,, w,,] (a) = [Wn +» Wm +») (2X) = [Wn+» Wn+,) (a) = 0, 


v,u4=1,...,m, 

2. 
= 4. die Randbedingungen [w,,u](a)=0, »=1,...,t,, [w,, u](b) = 0, 
uw=m-+i1,...,m-+ t sind aquivalent zu (1.21). 


Diese 2 m Lésungen bilden ein Fundamentalsystem, denn anders wire A, 
doch ein Eigenwert. 

Ist zusatzlich Im(A,) +0 oder t,= t= m (im letzteren Fall liegt ein 
reines diskretes Spektrum vor), so stellt der mit diesem Fundamentalsystem 
gemaB (1.12) gebildete Operator G@(A,) die Reziproke von (D—A,) in 
D(°@,,..., *®, oO, .. *®,) dar. (Fiir nicht-reelles 4, siehe hierzu (1.25), 
fiir reelles A, siche (1.4), (1.13), (1.14), (1.15) und die (1.15) folgende Bemerkung.) 

Im folgenden formulieren wir die Definitionen und Satze wieder nur fir 
das linke Intervallende. Entsprechendes gilt dann fiir das rechte Ende. 

Wie im Falle 2m = 2 *) kann man nun, ankniipfend an (1.19), fiir 2m = 2 
..Anfangszahlen“ definieren: 

Definition 2.1: Die Funktionen *y,(x),.. "Par, (2) mégen eine Basis 
mod (D,) bilden. Ist u(x) eine Funktion aus D, so sollen die durch (1.19) eindeutig 
bestimmten Zahlen u,,.. ., Use, die ,,Anfangszahlen von u(x) in bezug auf die 
Basis *y, (zx), . . "Par, (a) genannt werden. 








8) Fiir nicht-reelles A, ist Satz 2.1 und auch die folgenden Aussagen (2.6) bis auf die 
Tatsache, daB die Randbedingungen [w,, u] (a) = 0, v= 1,..., Ta, [Wm+y, u] (6) = 0, 
v= 1,...,7, aquivalent zu (1.21) sind, in (1.24), also in [10] enthalten. 
®) Siehe [13], [14] und [15]. 
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Mit Hilfe der so definierten Anfangszahlen kann man die Randbedingungen 

bei x = a tibersichtlich formulieren: «,(z), . . ., a, (x) liegen-in 9, fiir u(x) 

aus D sei 

(2.7) [a,, u](a) = 0, Pa i,e. ote 


ein System reeller, selbstadjungierter Randbedingungen bei z = a. a,,,..., 
Gyr, ¥=1,...,T, seien die Anfangszahlen der Funktionen «,(zx) in bezug 
auf die Basis “y,(z),...,°Y2,,(z)- Dann geniigt u(x) genau dann den Be- 
dingungen (2.7), falls die zugehérigen Anfangszahlen u,, (in bezug auf dieselbe 
Basis) das Gleichungssystem 

Qt 


(2.8) D 4,,%,[*Yo*P,) (a) = 9, Jm='S>. SE, 


x= 
befriedigen. Zwei derartige Systeme (2.7) [a,,ul(a)= 0, »=1,...,7, und 
[B,,uj(a)= 0, »=1,...,7, sind nach (1.23) offenbar genau dann Aqui- 
valent, wenn die beiden von den t, Vektoren (a,,,.. ., 4, ar,)) ¥= eel 
baw. (0,,,... +0, ar,)) ¥= 1,...,7, aufgespannten 1,-dimensionalen Unter- 
riume des 21t,-dimensionalen Vektorraumes iibereinstimmen. 
Ist insbesondere x =a ein regulires Ende, so bilden 2m Funktionen 
*y,(x) aus 9, fiir die in einer Umgebung von z = a gilt *y,(z) = (x —a)’-', 
v=1,..., 2m, eine reelle Basis (siehe dazu (1.4)). Fiir die Anfangszahlen u, einer 


Funktion u(z) aus D in bezug auf diese Basis gilt dann u, = eo ul’~*)(a), 
y=1,...,2m. 
Wegen (1.22) erhalten wir den folgenden Satz, der uns einen Uberblick 
iiber simtliche reellen, selbstadjungierten Randbedingungen bei x = a gibt: 
Satz 2.2: Genau dann ist (2.7) bzw. (2.8) ein System reeller, selbstadjun- 
gierter Randbedingungen bei x = a, falls fiir die Anfangszahlen a,,,...,a, ar, 


der Funktionen a(x), .. ., a, (2) in bezug auf eine Basis *y,(z), ..., “Per, (2) 
mod (®,) die folgenden Gleichungen bestehen : 
2, 2t, 
= Get Spe [*y, *yx] (a) = ; P yj Aux ("wy * yx) (a) 0, »*w=al,...,%e 


Rang(a,,) = t,, v= 1,...,%, t=1,...,2 Tq. 

Anmerkung: Im Falle, daB die Basis *y,(x) reell ist, d. h. dab 
[*y,, *p,] (a) = (*y,, *y, (a), » w= 1,...,27, gilt, erhalt man bereits alle 
reellen, selbstadjungierten Randbedingungen bei x — a, wenn man in diesem 
Satz nur reelle Anfangszahlen a,,; in Betracht zieht. 

Fiir den Rest dieses Paragraphen soll t, = m vorausgesetzt werden. 

Besitzt fiir A = A, die Gleichung (1.1) m + 7, linear unabhangige Lésungen 
8, (2; Ag) s+ 8m4r,(% Ao) aus D1), so kénnen dieselben stets, wie oben ge- 
zeigt, so ausgewahlt werden, daB die s,(z, Ag), . - -, 8m—r,(*; Ao) in 9, liegen 
und die 8m+1—r, (2 oe 84x, (2; Ay) eine Basis mod(®,) bilden. Ist dann 


‘°) Diese Bedingung ist fiir nicht-reelles A, stets erfiillt. 


Math. Ann. 130. 9 
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y(x, Ay) eine in D liegende Lésung derselben Differentialgleichung, so gilt mit 


m+t, 


geeigneten komplexen Zahlen y,: y(z, ¥)= » y, 8,(x, Ag). Die Ymti-rs > ++ 
v=1 


Ym+r, Sind dann die Anfangszahlen von y(zx, A») in bezug auf diese Basis. Die 
Anfangszahlen einer festen Funktion u(z) aus 9 in bezug auf eine derartige 
Basis werden im allgemeinen von A, abhangen. 

Definition 2.2: Fiir alle d, fiir die (1.1) m + tr, linear unabhéngige, in D 
liegende Lésungen besitzt, seien 8,(x, A), ..-,8m+z,(2, 4) linear unabhingige 
Lésungen von (1.1) aus D, wobei die s,(x, A), ..., 8m—r, (2% A) in 9, liegen und 
die 8m+i—r, (2 | ae 8m+z,(%> A) eine Basis mod(D,) bilden. Fiir jedes feste 
u(x) aus D seien die Anfangszahlen in bezug auf diese Basis von i unabhangig. 
Dann sollen die s,(x,A),.. +> 8m+x, (2 A) ein ,,bei x =a genormtes Lésungs- 
system‘ genannt werden. 

Die Existenz derartiger genormter Lésungssysteme ist nach dem oben 
Gesagten evident: Ist nimlich A, ein Zulissiger A-Wert, haben s,(z, A,), . . ., 
8m+x, (2 A,) die oben angefiihrten Eigenschaften, so hat man, wenn A, ein 


weiterer zulissiger j-Wert ist, s,(z, 2,),..., 8m+r, (2 A,) nur so zu wihlen, 
daB gilt 
(2.9) 8, (x, A,) = 8, (xz, Ap) mod (D,), y=l,...,M+ T. 


Fir t,< m sind die Lésungen s,(z, 4) durch (2.9) noch nicht eindeutig 


festgelegt, man kann ja jeweils noch eine in 9, liegende Lésung hinzufiigen.” 


Wir kénnen aber die s,(z, A), vy = 1, . .,m + tT, so auswihlen, daB sie regulir- 
analytisch von 4 abhangen, wie jetzt naher prazisiert und ausgefiihrt werden 
soll. Fiir t,< m soll dabei Im(A) Im(A,) > 0 vorausgesetzt werden. Dann 
gibt es stets m + 1, in D liegende Lésungen s, (x, 4) mit folgenden Eigenschaften : 
1. 8,(x, A) = 8,(x, Ag) mod(9,), y=1,....m+T,, 
2. fiir t,= m sind die s\(z, A), n = 0,..,2m—1 ganze Funktionen 

in A, es gibt Funktionen 9,,,(z, Ay) aus D, uw = 0, . . ., so daB 


(2.10) 8 (ty A) = LY (A— dot GP (Ze Ay), = 1s. M+ Te 


gilt fiir alle z, aus a < 2, < b. 

3. fiir t,< m sind die s(z, 2), n= 0,..,2m—1 regular-analytisch 
in Ain der Halbebene (oberen oder unteren), in der A, liegt. Es gelten 
dort fiir |A — A,| < |Im(A,)| die gleichen Potenzreihenentwicklungen 
wie unter 2. 

Zum Beweis von (2.10) verschaffen wir uns ein Fundamentalsystem 
w, (x, A), . . . Wem (2, A) von (1.1) mit folgenden Eigenschaften : 
1. w,(z, A),...; Wir, (2 A) aus 9, 
2. w, (2, a), ..., w, (2, A), Wy 44(%, A), «. 0 Wm+ xq (2s A) linear unab- 
(2.11) hangig mod (9,), 
3. Wy +1 (2, A), . . -» Wm (x, A) aus D,, 
4. [w,, w,](x) = 0 far v, w= 1,..., m und fiir », = m+1,...,2.a 
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Dann ist auch [w,, w,](z) = 0 fir » = 1,+ 1,...,.m,u=1,...,.m+7,, und in 
Verbindung mit (1.10) und (2.11) folgt daraus: 

fir »,u=1,...,m, fir »u~=—m+1,...,2m 
und firy=1,...,t%, gw=m+t,4+1,...,2m. 


Wegen (1.13), (1.15), (2.11) und (2.12) gibt es dann zu jedem u(z) aus D ein 
{(z) aus $ und Konstante u,,. . ., Unt, dergestalt, daB gilt: 


(2.12) F,,(4) =0 


m+t, 


2 vs ) n f(z) k(x) 
ul™) (2) ~ u, wh” (x, A) + 52m a.(z) + 


m Mt+t, 


+2 -£ Petal a f w,(y, A) f(y) k(y) dy— 


v=1,u=m+1 


—w™ 
(2.13) w(x, 2) fry Di enes) + 


+zy fF Fon (uh 4) f w,(y, a) fly) Rly) dy + 


v=t,+1, p=mM+t, 


b 
+ w(x, a) f wy (y, A) f(y) Rly) ay), 


n=Q,..., 2m: 
Fir alle /(x) aus $ und fir alle A (wobei weiterhin Jm(A) + 0 im Falle 
T, < m vorausgesetzt ist) wird durch 


m m+T, 
F(A) f(z) = ~ Zz “7,,)(w, (x, a) f wot A) fly) k(y) dy— 
v= mane 
— w, (zx, a) f w,(y, D1 eanas) + 
(2.14) “ 


a nig Fyy(A) (wg ( 2) f ms, 8) 119) BW) ay + 


vet +1, e=m+ta+1 
b 
+ w,(x, A) f w,(y, A) f(y) R(y) ay) 


ein Operator F(A) definiert, der, wie ein Vergleich mit @(A) lehrt, beschriinkt 
ist. Es bestehen die Besishunge: 


(2.15) (L— Ak) F(A) f(x) = k(x) f(x), ‘ F(A) f(x) aus 9, fiir alle f(z) aus 9, 


wie leicht aus (1.4), (2.11) und (2.13) einzusehen ist. 

Wir wenden nun eine bekannte SchluBkette™) an: Fiir |A— A,| < |F'(A,)|~? 
bewirkt der Operator (1 —(A— A,) F(A,)) eine eineindeutige Abbildung der 
m +t, in D liegenden Lésungen von L(u) — Aku = 0 auf die entsprechenden 
Lésungen von L(u) — A,ku =,0. Der Operator 


(1—(A— Ay) Fag tL 1 + (a— de) F (do) 3 (a — do)" (da) 


11) Siehe z. B. [10], 8. 514ff., insbesondere auch Lemma 3.1. 


9* 
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leistet das Umgekehrte. Zu ,(x, A.) gibt es also eine Lésung s,(z, A) aus D 
von L(u) — Aku = 0, so daB, zuniichst nur im Sinne der Hilbertschen Metrik, 
die Gleichung 


#,(2, a) = 4,(2, Ag) + (A— Ay) Fe) ( Ea del PY" 5, i) 


besteht. Rechts und links vom Gleichheitszeichen stehen nun wegen (2.15) 
Funktionen aus 9, also gilt diese Gleichung auch punktweise. Dann ist 
8, (x, A) = 8,(z, 4) mod(D,). Indem wir nun die bei Anwendung von F(A,) 


auf = (A— Ay)" F(Ay)” 8,(x, 49) auftretenden vier Integrale als innere Pro- 


dukte i in den Hilbert-Raiumen iiber den Intervallen a < y < x bzw. r Sy <b 
auffassen, die Stetigkeit des inneren Produktes ausnutzen, F (A,)"s,(zx, Ag) 
= ,, (2, 4») setzen und (2.13) beriicksichtigen, erhalten wir (2.10) fiir |A — A)| < 
< |F(A,)|-?. Fir t,= m kann man nun in die ganze komplexe A-Ebene fort- 
setzen, fiir t,< m in die betreffende ganze Halbebene. 

Nun habe auch fiir alle reellen 4 die Gleichung (1.1) m + rt, linear unab- 
hangige Lésungen aus"). 8,(x, A), .. ., 8msz, (2, A) sei ein gemaB Definition 2.2 
bei x = a genormtes Lésungssystem, das so ausgewiahlt ist, daB die Rand- 
bedingungen [s,(z, A,), u(x)](a) = 0, y= m—r,+ 1,...,m dquivalent sind 
zu dem bei x = a vorliegenden System von reellen, selbstadjungierten Rand- 
bedingungen. Dann ist die Gesamtheit der in D liegenden Lésungen von (1.1), 
die diesen Randbedingungen bei x = a geniigen, die Menge der Linearkombi- 


m 
nationen y(z,4) = 3» y,s,(z, 4). Die reellen, selbstadjungierten Randbe- 
vy=1 


dingungen bei z= 6 liefern m homogene Gleichungen fiir die 4, . . ., Ym- 
Die A-Werte, fiir die die Determinante dieses Gleichungssystems verschwindet, 
sind dann die Eigenwerte des betrachteten selbstadjungierten Operators. 


§ 3. Wesentliche Selbstadjungiertheit. 

Es ist naheliegend"*), die Schwierigkeiten; die sich durch das Singular- 
werden der Koeffizienten von (1.1) an den Intervallenden bzw. infolge eines 
unbeschrankten Intervalles ergeben, dadurch zu umgehen, daB man den 
Operator D zunichst nur in dem engeren Raum 


ahs, 1. u(x) aus 9, 
9(--): 2. u(x) = 0 in individuellen Umgebungen von x = a und x = 6 
betrachtet. Es ist zu untersuchen, inwieweit durch das Verhalten von D in 
9(.|.) die selbstadjungierten Fortsetzungen von D,, bestimmt sind. Hier 
soll nur festgestellt werden, unter welchen Voraussetzungen D in 9 (.|.) ,, wesent- 
lich selbstadjungiert“ ist!*). Zu diesem Zweck beweisen wir einen Hilfssatz, 
der auch im folgenden niitzlich sein wird: 

12) Diese Bedingung ist sicher erfiillt, falls tz= m ist oder falls x = a eine Stelle der 
Bestimmtheit und zusitzlich 0 < Tg ist. 

13) Siehe hierzu [15], § 1. 

44) Ein in & hermitescher Operator A heiBt dort ,,wesentlich selbstadjungiert“, falls 
sich A in A durch AbschlieBen zu einem selbstadjungierten Operator fortsetzen l4Bt. 
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Hilfssatz 3.1: Setzt man den Operator D in D(.|.) durch Abschliefen fort, 
so erhdlt man den Operator D,,"). 

Beweis: D in 9(.|.) ist hermitesch. Da 9(.|.) in D,, liegt und (D,,— i)~? 
beschrankt ist, langt es zu zeigen, daB (D,,— i) 9(.|.) dicht in (D,,— i) 9,, 
liegt. Sind , (z,i),...,@,(x,i) die t in % liegenden linear unabhiangigen 
Lésungen von (1.1) fiir A = i, so ist (D,,—i)®,, der Unterraum aller f(z) 


b 
aus $ mit f f(y) w,(y, i) k(y)dy = 0, »=1,..., r"). 


Wir bestimmen nun (D,,—i)9(.|.). Sei v(x) aus 9(.|.). v(x) geniigt 
daher allen Randbedingungen (1.21). Wir wihlen fiir eine feste Randbedingung 
(1.21) gem&B (1.24) ein Fundamentalsystem w,(z,i),..., w,,,(z,i) von (1.1) 
fir A= i. Dann gibt es nach (1.25) ein g(x) aus 9, so daB die Gleichungen 

m 2m xz 
v(zj= > J F,,() (w(x, i) f w,(y, *) g(y) k(y) dy + 
v=1,n=m+l1 a 
(3.1) 5 
+ w, (x, i) f w,(y, i) g(y) k(y) ay) 
Zz 
L(v)—ikv = kg 
bestehen. Da v(x) in D(.|.) liegt und k(x) > 0 ist, folgt aus (3.1): 
(3.2) g(x) =0 fir a< 2 <a(v) und fir b(v) < «<b. 
(3.1) und (3.2) liefern dann: 
m 2m b 
0o=-S' J F,,(i) w,(z, i) [wy gly) k(y)dy fir a < x < a(v), 
ae ihesasr ty 


0o=- SY yD F,,(i) w,(2, i) fw,ly,igly) ky)dy far b(v) < 2<b. 


v=l1,4=m+ 


(1.11) und die lineare Unabhiangigkeit der Funktionen w,(z, i), . . ., We,,(z, 4) 
fiihren dann von (3.3) zu 

b 
(3.4) f w,(y, i) g(y) k(y) dy = 0, y=1,...,2m. 


Umgekehrt, erfiillt g(z) aus § die Bedingungen (3.2) und (3.4), so liegt die 
durch (3.1) definierte Funktion v(x) in 9(.|.). Der Teilraum (D,,— i) 9(.|.) 
von § wird also durch (3.2) und (3.4) charakterisiert. Ergiinzt man nun 


w, (x, i), ..., W,(x, i) zu einem Fundamentalsystem ®, (x, i), . . ., Wa», (2, i), so ist 
2m 2m 
(3.5) »d c¢,w,(z, i) nicht aus § fir >» |c,\*+ 0. 
y=ut+1 v=r+l1 


45) Siehe hierzu auch die Bemerkungen von E. Hernz [8], 8.1. Dieser Hilfssatz 
findet sich auch bei E. A. Copprneton, siehe [1], Theorem 2. Wir geben hier einen an- 
deren Beweis. 

Zusatz bei der Korrektur (am 26. 8.55): Nachtraglich entnehme ich dem Referat von 
E. A. Coppincton (Math. Rev. 14, 277 (1953)), daB in der Arbeit von M. A. NeEUMARK 
Uber die Defektindizes linearer Differentialoperatoren (Doklady Akad. Nauk SSSR 
N.S. 82, 517—520 (1952)) ein entsprechender Satz steht. 

16) Siehe [17] Theorem 9.5 oder [12], S. 38 oder [10], Theorem 3.5. 
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Man kann nun (D,, — i) 9(.|.) auch folgendermaBen beschreiben : 


1. g(x) aus (Da — i) D.; 
2. g(z) = 0 in individuellen Umgebungen von z = a 
(3.6) (Dy—i) 9(.|.): und z= b, 


b 
3, f gly) @,(y, i) k(y)dy = 0, v= 714+1,...,2m. 
a 


Durch eine leichte Abwandlung eines von H. O. Corpgs stammenden Be- 
weises!’?) kénnen wir nun zeigen, daB (D,, — i) 9(.|.) dicht in (Dy—1)9,, 
liegt. Denn wire diese Behauptung falsch, so giibe es ein f + 0 aus (D,, —1)9,, 
dergestalt, daB 


6 
(3.7) S f(x) g(@) k(x) dx =0 fiir alle g(x) aus (D,,— i) 9(.|.) 


wire. Ist nun A ein abgeschlossenes, in a < x < b liegendes Intervall, dann 
liegen alle g(x) aus $ mit g(x) = 0 auBerhalb A und / g(x) w,(z,i) k(x) dx=0 
4 


=1,...,.2m in (Dy —it) 9(.|.). Nach (3.6) und (3.7) ist daher f(x) = 
2m 
= ) c,w,(2, t) fiir alle xz aus A. Der linearen Unabhangigkeit der w,(x, i) zu- 


v=1 


a. sind die c, von der speziellen Wahl von A unabhingig, es ist also f(x) = 


- * w,(z,%) fir alle x aus a <a < 6b. Wegen (3.5) schlieBen wir auf 
‘= o 
Cri= *** = Com=0.. Da aber f in (D,,—i) 9,, liegt, ist dann auch 
(= ***=¢,= 90, also f = 0, Widerspruch! 

Da nun D,, genau dann selbstadjungiert ist, falls die Defektindizes (r, r) 
gleich 0 sind, ergibt sich auf Grund des soeben bewiesenen Hilfssatzes der 

Satz 3.1: Der Operator D in D(.|.) ist genau dann wesentlich selbstadjun- 
giert, falls t = 0 ist*®). 

Anmerkung: Man kann leicht zeigen, daB der Hilfssatz 3.1 und der 
Satz 3.1 richtig bleiben, wenn man 9(.|.) durch den engeren Raum 9(.|.) 
ersetzt, der aus D(.|.) durch die zusitzliche Forderung, daB u(?™) (2) stiickweise 
stetig in a < x < 6 sein soll, entsteht. 


§'4. Einige Sitze iiber Halbbeschrinktheit. 

Wir verallgemeinern den Satz 4 aus [15] und beweisen den 

Satz 4.1: Es sei B inD eine selbstadjungierte Fortsetzung von D,,. Bin®B 
ist genau dann nach unten halbbeschrinkt™), falls D in D(.|.) nach unten halb- 
beschrankt ist. 

Beweis: Wir benutzen die SchluBweise, die in [8] far ddn Fall 2m = 2 
angewandt ist: Wegen Hilfssatz 3.1 ist D,, genau dann nach unten halb- 

7) Siehe [14], 8. 49. 

18) Siehe [15], Satz 1. 


1%) Ein in & hermitescher Operator A heiBt ,,nach unten halbbeschrankt“, falls ein y 
existiert, so daB (Au, u) > y(u, u) gilt fiir alle wu aus 2. 








i> = tet 
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beschrankt, falls D in 9(.|.) nach unten halbbeschrankt ist. D,, besitzt 
endliche Defektindizes. Nach [8] Satz 1 ist damit alles bewiesen. 

Speziell fiir den regularen Fall gilt der 

Satz 4.2: Es liege der regulire Fall vor. Dann ist D in D(.|.) genau dann 
nach unten halbbeschrankt, falls (— 1)"py(x) > 0 ina < x Sb gilt. 

Beweis®°): Wir kénnen uns auf den Fall a = 0, b = 1 beschriinken. Es 
sei (— 1)™po(x) > 0. hy u(x) oe 9(.|.) erhalten wir durch partielle Inte- 
gration (Dy, y, u) = rE Ie" f pala) jui™—-")(x)/?da2. Es gibt dann Kon- 

v=0 
stante K, M, N, so daB die Undniihinaah (— 1)"po(x) = K > 0, |p,(x)| = M, 
y=1,...,m und 0< k(x) SN fir 0< 2<1 bestehen. Unter Benutzung 


1 1 

des Wirtingerschen Lemmas /[ |u")(x)|*?d2z 2 f[ \u("-(z)|/*dz, n=1,..., m 
0 0 

erhalten wir dann 


1 1 
(Dyu, u) => K f we (x)\P*dx—mM f \ul- (x)|*dz. 
0 ry 


Mehrfache Anwendung der SchluBkette: partielle Integration, Schwarzsche 
Ungleichung, Wirtingersches Lemma liefert dann die Halbbeschriinktheit 
nach unten von D in 9(.|.). Da D in 9(.|.) dann gewiB nicht nach oben halb- 
beschrinkt ist, ist gezeigt, daB (— 1)" p,(x) > 0 fiir Halbbeschrinktheit nach 
unten nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig ist. 

Fiir den Rest des Paragraphen machen wir die Voraussetzung (— 1)” py(x) > 0 
ina<2z<b. 

Es gilt nun der folgende, eine Verallgemeinerung von Satz 2d aus [15] 
darstellende 


Satz 4.3: D in D(.|.) ist genau dann nach unten halbbeschrinkt, falls D 
sowohl am rechten als auch am linken Ende nach unten halbbeschrinkt ist. 


Beweis: Wir erinnern uns: D heiSt ,,am linken Ende nach unten halb- 
beschrinkt*, falls es ein c, mit a < c,< b gibt dergestalt, daB D in 
1. u(x) aus 9(.|.), 
OU? Se he ace <b 
nach unten halbbeschrinkt ist. Man kann dann c, durch ein beliebiges c; 
mit a < cj < ¢, ersetzen. Entsprechend ist die Halbbeschrinktheit nach unten 
am rechten Ende definiert. 
Es sei D an beiden Enden nach unten halbbeschrinkt. Wir betrachten D 
zunichst in dem engeren Teilraum 
1. u(x) aus 9(.|.), 
D(.c, | ¢.): Lace i? , = a 
2. u(c,) = +++ = ul )(c,) = 0, a<tq<¢,<b, v=1,2. 
Nach Satz 4.2 und wegen der Voraussetzung ist dann D in D(.c,|¢,.) nach 
unten halbbeschrinkt. Wir bestimmen die Adjungierte C in © von D in 
9(. | Cy.) und finden: 


20) Der Beweis stammt zum Teil von Herrn J. Moser. 
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1. g(x) aus 9, 
2. g(x) besitzt jeweils in den Intervallen a < rS¢,,q,S 4 S0,,¢,524<b 
€: totalstetige Ableitungen bis zur Ordnung (2m — 1), 


3. + L@) aus 9 


und Cg = + L(g). C in € besitzt i zum (t,+ m + 2m + t+ m)-fachen Eigen- 
wert. Der (reelle) Operator D in D(.c,\c,.) besitzt also endliche Defektindizes. 
Nach [8] Satz 1 ist damit die Halbbeschrinktheit nach unten von D 
in 9(.|.) nachgewiesen. — Ist Din 9(.|.) nach unten halbbeschrinkt, so 
ist die Halbbeschrainktheit an beiden Enden evident. Damit ist der Satz 
bewiesen. 

Uber Nichthalbbeschranktheit an einem Ende gibt der folgende Satz, der 
als Verallgemeinerung von [15] Satz 2b anzusehen ist, einige Auskunft: 


Satz 4.4: Zu jedem c aus a < c < b und zu jedem « = & gebe es ein A < a, 
so daB die Differentialgleichung L(u)— Aku = 0 eine Lésung z(x, A) = 0 be- 
sitzt, die in a< x<c mindestens zwei Nullstellen m-ter Ordnung aufweist. 
Dann ist D nicht am linken Ende nach unten halbbeschrinkt. 


Der Beweis verliuft analog dem in [15]. Fiir die dort auftretende Funktion 
&(x) kann man hier ein Polynom (6m — 2)-ten Grades in x heranziehen. 

Um in einem konkreten Fall festzustellén, ob die Voraussetzungen von 
Satz 4.4 erfiillt sind, kann man folgendermaBen vorgehen: Man verschafft 
sich ein Fundamentalsystem w,(z, A), . ., Wam(2, A) von L(u)—Aku=0. 
Genau dann gibt es offenbar eine derartige Lésung z(x, A) = a,w,(z, A) + --- 
+ Gam Wem (x, A), falls es fiir die Determinante 


A(z, ¥y, A) _ det(d, , (x, ¥y, A)), ee 1, ees 2m, 
(4.1) d,,(z, y, A) = w,°-?)(z, A), y=l,....m, w=l1,...,2m, 
d,,,(x, y, 4) = w,°-™-» (y, a), y=m+1,...,.2m, w=1,...,2m 


zu jedem c aus a < c < b und zu jedem « = & ein A < « und ein Paar 2, y% 
mit a < 2% < yy < 0 gibt, so daB A(x», yp, A) = 0 ausfillt. 


§ 5. Grundbegriffe bei einer Stelle der Bestimmtheit. 


Wir wollen im folgenden die besonderen Verhiltnisse untersuchen, die 
auftreten, falls ein Intervallende, etwa x = a, eine Stelle der Bestimmtheit 
der Differentialgleichung (1.1) ist™). O.B.d.A. kénnen wir a =0 voraus- 
setzen. Bei x = 0 liegt genau dann eine Stelle der Bestimmtheit vor, falls 
ein 6 > 0 existiert dergestalt, daB fiir 0 < x < 6 die Koeffizienten von (1.1) 
eine Entwicklung der Form 


p,(z) = 2-2" S'p,, 2", v=0,...,m, k(x) = 2-2 dk, *, 
#=0 #=0 


(5.1) 
Poo + 0, c= o 


*1) Siehe [3] oder [7] oder [9]. 
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besitzen. Bildet man L(u)— Aku fir u(x) = z* und bezeichnet man den 
Koeffizienten der dabei auftretenden Potenz z*-*"** mit P(t; 4), so ergibt 
sich: 


m—1 
P(t;a)= 2, Poot (t—1)...(t—m + v+1)(t+0—m—?)...(t+o—2m + 1)+ 


P(t; A) heiBt das ,,charakteristische Polynom“, es besitzt den Grad 2m, seine 
Wurzeln nennt man die ,,charakteristischen Exponenten‘. Ist die durch 
(5.3) k,+0, k,=0 fir uw <q 
definierte Zahl q gréBer als Null, so ist P(t;A) und insbesondere die charakte- 
ristischen Exponenten von A unabhingig. 

Sind t,, .. .,¢, Wurzeln™) von P(t; A) mit t,—-+,,, = ganze Zahl > 0,8 = 0,..., 
r—1, die mit keinen anderen Wurzeln von P(t;A) ganzzahlige Differenzen 
bilden — und solche r + 1-Wurzeln nennt man kurz eine ,, Wurzelgruppe J“‘ — 
so gibt es nach G. Fropentus durch (1.1) bestimmte Funktionen g, (t;A), 
u=0,..., die bei festem Ain einem die Punkte fy, . . ., ¢, enthaltenden Gebiet 
der t-Ebene regular sind und die fiir g > 0 bei festem ¢ Polynome in A sind. 
Sie kénnen so bestimmt werden, daB sie fiir reelles A und reelles ¢ selbst 
reell sind, was hier und im folgenden stets der Fall sein soll®). Nach 
G. FroBenius sind dann durch 


(5.2) 


Go(x, ty, A) = 2’ 2 Iulto A) @, Golto, A) + 9, 
ga 


oo oo 


9, (2, ty, A) = a SgP(t,, A) e+ 2 Dg, (t,, A) we (In 2), 
(5.4) 2° age 
(2, ty, A) = at S gh? (ty, A) a+ (f) ate Sge-P (ty, A) ae (In 2) + >> 
w=0 u=0 


+ (5) eS 9.tte a) 2 nz)" *) 
r p=0 


in 0 < x < 6 gerade r + 1 linear unabhingige Lésungen von (1.1) gegeben. 
Dabei kommt in g,(z,t,, A) die Potenz 2z‘* auch wirklich vor, gegebenenfalls 
multipliziert mit einer Potenz von (Inz). Ist t, eine x-fache Wurzel (x > 0) 
und t,= t,4;= °** = ty4.-,, 80 wird fir z+ 0: 
(In x) Js+y (z, tery, 4) > 25 

(5.5) geee(ibiee = 0(1), 7 = 0,....%— 2 ). 

Die 2m charakteristischen Exponenten zerfallen in eine oder mehrere der- 
artige Wurzelgruppen J’, zu jedem J" gehéren entsprechende Lésungen (5.4), 
alle zusammen bilden ein Fundamentalsystem von (1.1) in 0 < z < 6*). 


*) Wobei jede Wurzel ihrer Vielfachheit entsprechend oft vorkommt. 
*3} Diese Voraussetzung dient nur der bequemeren Ausdrucksweise. 


*) Dabei ist g‘*)(t,, 4) = (F (9u(t, 1), =t. 


*5) Mit O ist das Lanpavu-Symbol gemeint. 
**) Uber die Gewinnung eines Fundamentalsystems durch Potenzreihenansatz siehe (7). 
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Aus der Frobeniusschen Darstellung folgt leicht, daB fiir g > 0 die Funk- 
tionen go(t, A), . . ., Jg-1 (t, A) von A unabhiingig sind. 


Satz 5.1: Es seig > 0. Dann sind die Lésungen (5.4) und ihre Ableitungen 
nach x ganze Funktionen in 2. (1.1) besitzt dann in 0 < x < b ein Fundamental- 
system U,(x, A), . .., Wom (2, A), wobei die u(x, 2), v= 1,..., 2m, w=90,..., 
2m — 1 ganze Funktionen in / sind und fiir u = 0in 0 <x < 6 mit entsprechenden 
Lésungen (5.4) iibereinstimmen.?’) 

Beweis: P(t; 4) und die charakteristischen Exponenten sind von 2 un- 
abhingig. Daher kann man den Frobeniusschen Beweis leicht verschirfen 


und zeigen, daB »” 9, (t, A) x* auch in jedem beschrinkten Gebiet der 7-Ebene 
nw=0 
gleichmaBig in A konvergiert. Daraus und aus den oben beschriebenen Eigen- 


schaften der g,,(t, 4) folgt, daB die Funktionen 3’ g{?)(t,, 4) 2", s = 0, ..., 7, 
w=0 

o=0,... fiir jedes x aus 0 < x < 6 ganze Funktionen in / sind. — Die 
zweite Behauptung folgt aus der ersten und aus der Tatsache, daB eine Lé- 
sung u(x, A) von (1.1), fiir die an einem Punkte a, mit 0 < a,< b die GréBen 
u(a,, A), ..., w@™"-)(a,, 4) ganze Funktionen in A sind, mitsamt ihren Ab- 
leitungen bis zur Ordnung (2m — 1) fiir alle x aus 0 < x < b eine ganze Funk- 
tion in A ist. 

Um weitere Aussagen machen zu kénnen, die den Operator D betreffen, 
miissen wir P(t; A) und insbesondere die Zahl q etwas naher betrachten. 
Diesen Fragen wollen wir uns im folgenden Paragraphen zuwenden. 


§ 6. Einige Eigenschaften der charakteristischen Exponenten. 
Der Darstellung (5.2) von P(t; 4) entnimmt man sofort die Gleichung: 


(6.1) P(t; 4) = P(2m—1—o—+t; A). 

P(t; 4) ist also symmetrisch in bezug auf den Punkt ¢ = = =. Ins- 
besondere liegen auch die Wurzeln von P(t; 4) symmetrisch in bezug auf 
diesen Punkt, mit ¢ ist auch 2m —1 — o — ¢ eine Wurzel. Ist der Punkt 
t= oe = —*. selbst Wurzel, so ist ihre Vielfachheit eine gerade Zahl. Ist 








A reell oder ist g > 0, so ist P(t; A) auch symmetrisch zur reellen Achse und 
—l-o 
2 
gehende Parallele zur imaginiéren Achse (der t-Ebene). Diese Paralleie wollen 
wir im folgenden stets kurz ,,Symmetriegerade“ nennen. 
Fir die Wurzeln ¢,, .. .,t,,, von P(t; A) (t;= ¢t;(A)) setzen wir Re(t;) = 7, 


damit auch symmetrisch in bezug auf die durch den Punkt = 


j=1,...,2m, und wir wollen in diesem Paragraphen die Numerierung so 
vornehmen, daB gilt: 
(6.2) T7=> "y+. j=1,...,.2m—l. 


*7) Siehe auch [11], 8.48. Wir machen hier keine Voraussetzungen iiber die Diffe- 
renzen der charakteristischen Exponenten. 
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Dann ist wegen (6.1) 


OM. ad Aer 1h eA, 1 ere ie eth. si 


IA 


é 
Fir x‘ wird (5.1) und (5.3) zufolge genau dann { x‘+'k(x) dx < oe, falls 
m—l—o—q ‘ 
-— 
ist. Daran andern auch etwa zu x‘ hinzutretende Faktoren, die Potenzen von 
(Inz) sind, nichts. Die Anzahl der linear unabhingigen, links in 9 liegenden 
Lésungen von (1.1) ist, da sich durch Linearkombinationen von Lésungen (5.4), 
deren charakteristische Exponenten im Realteil iibereinstimmen, keine wei- 
teren links in § liegenden Lésungen ergeben (siehe dazu auch (5.5)), daher 
gegeben durch die Anzahl der t,, die (6.4) befriedigen. 

Unabhangig von der Glasman-Kodairaschen Theorie erhalten wir nun: 
Fir q = 0 gibt es wegen (6.3) héchstens m der Ungleichung (6.4) geniigende ¢,. 
Da fiir g = 0 und fiir A mit JIm(A)+0 die Gleichung P(t; 2) = 0 keine Lésung t 
mit Re(t) = ia—t —* besitat (fir derartiges ¢ ist nimlich, wie sofort aus 
(5.2) folgt, P(t; A) — A ky reell), schlieBen wir, daB dann genau m links in § lie- 
gende Lésungen vorhanden sind. Aus g = 0 folgt also r,= 0. — Hat hingegen 
(1.1) fiir ein reelles oder komplexes A = A, genau m + T,(A,) > m linear un- 
abhiangige, links in $ liegende Lésungen, so ist nach (6.3) und (6.4) notwendig 
q > 0. Dann aber sind die charakteristischen Exponenten von / unabhingig, 
(1.1) besitzt dann fiir jedes reelle oder komplexe A genau m + 7,(A,) linear 
unabhingige, links in 9% liegende Lésungen*®’*). Zusammenfassend erhalten 
wir den : 

Satz 6.1: Die Anzahl der linear urabhiingigen Lésungen von (1.1), die 
links in  liegen, ist gegeben durch die Anz hl der charakteristischen E xponenten t,, 
die (6.4) geniigen. Gibt es fiir ein A = A, genau m + T,(A,) > m linear unab- 
hiingige, links in $ liegende Lésungen, so gibt es fiir jedes reelle oder komplexe A 
genau m+ To(A,) derartige Lésungen, es ist T)(Ay) = tT). — Aus q=0 folgt 
T= 078). 

Der Fall t,> 0 ist fiir uns von besonderem Interesse, denn dann miissen 
bei z = 0 ja t, Randbedingungen gestellt werden. In diesem Fall ist auch 
q>0. Es ist dann angenehm, von vornherein zu wissen, welche Lésungen 
fiir die Formulierung der Randbedingungen bei x = 0 in Frage kommen. Um 
dariiber Aussagen machen zu kénnen, brauchen wir eine Abschitzung der 
Zahl g nach unten. Wegen (6.4) ist 


(6.4) Re(t) > : 


(6.5) q > 2m— 1—a—?2r,;, j=1,....m + Te. 


278) Zusatz bei der Korrektur (am 1. 9. 1955): Nachtraglich stelle ich fest, dab JoHANNES 
NitscuHe im Abschnitt 7 seiner Arbeit ,, Uber Systeme kanonischer Differentialgleichungen 
und das zugehérige singulire Eigenwertproblem‘, Wiss. Zeitschr. d. Universitat Leipzig, 
Jahrgang 1951/52, 193—226, kurz auf die Faille t,= 0 und t,= m eingeht und analoge 
Schliisse durchfiihrt. Jedoch weicht die dort angegebene Symmetrie der charakteristi- 
schen Exponenten, an die diese Schliisse ankniipfen, von der aus (6.1) folgenden ab. 

*8) Aus t,= 0 folgt nicht g = 0. 
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Setzen wir nun r;— r,,,= d,,j = 1, . .., 2m—1, so berechnen sich die r; wegen 
(6.1) und (6.2) aus den Gleichungen 


r;+ Tom+i1-i= 2m— 1—<a, T;— Tem+1-i= yt ott + dns, j=1,....™ 
zu 
2r; = 2m—1—a + djt+ +++ + dym—j, vy 
2ram4i-5 = 2M—1—a—dy— +++ —dym_5, jg=1,...,m. 
Setzen wir nun r,,,,, in (6.5) ein, so erhalten wir 
(6.6) qd > "m+1-1— "m+ 2° 


Damit beweisen wir den 


Satz 6.2: Es sei t, > 0 und t,= m™). Die zu den m + t, charakteristischen 
Exponenten t,, ..., tm, (in der Bezeichnungsweise von (6.2)) gehdrenden, in 
Satz 5.1 beschriebenen Lésungen bilden ein im Sinne von Definition 2.2 bei x = 0 
genormtes Lésungssystem. 

Beweis: Nach Satz 6.1 ist g > 0. Die in Satz 5.1 angegebenen Lésungen 
kann man run wegen (5.4), (6.1), (6.2) und (6.4) folgendermaBen gliedern: 


u,(x, a) = x4(.. .), j=1,...,.2m, O0<2< 4, 


2m —1— ; 
(6.7 mbzE EASE gy, j=1,...,m—Ty, 
-7) Re hate 
tery jams tot 1... 2m, 
2m —1—o— 2m —1— : 
aot cr j= m—%t+1,...,M + To. 


Dabei steht (. . .) fiir Summen von Potenzreihen in x, die gegebenenfalls noch 
mit Potenzen von (In z) multipliziert sind. Dann liegen die Lésungen 1, (z, A), . . ., 
Um 1,(2, 4) in §. Wir betrachten diese Lésungen in bezug auf ihr Verhalten 
bei z+ 0. Es gibt ein 7 > 0, so daB gilt: 





( argent n=0,...,2m—1, 
(m) = . 
(6.8) Uy (z, A) 6) x ° j = m—T)+ 1, oeey ™M + To- 
Mit diesem 7 > 0 ist dann wegen (6.7): 
"bade n=0,...,2m—1, 
n) = 2 
(6.9) uf (x, A) 0 zx ° j= 1, oe Mm — Ty. 


Unter Benutzung von (1.4), (5.1), (6.8) und (6.9) erhalten wir dann durch den 
Grenziibergang x 0: 

(6.10) [u,, u,](z)= 0, v=1,...,.m—t%, pw=1,...,.mM+ TT 
Die Schliisse von § 2, die von (2.2) ausgehend die Beziehung (2.3) folgerten, 
fihren von (6.10) zu det ((u,, u,](z)) + 0, », 4 = m—t+ 1,...,m+ Tt. 
Nach (1.18) bilden diese 2 tr, Lésungen also eine Basis mod(9,). Daher liegen 
nach (6.10) die Lésungen u, (2, A), . . ., Un_,,(z, 4) in Do. Um nun nachzuweisen, 
daB die Anfangszahlen eines beliebigen u(x) aus D in bezug auf die Basis 


**) Die Voraussetzung t,= m wird nur gestellt, um Funktionen aus © zu erhalten. 
Die Formeln (6.7) bis (6.11) gelten auch, wenn man diese Voraussetzung fallen laBt. 
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Um—z,+1(%, A), - . +> Umse,(2%, 4) Von A unabhingig sind, benutzen wir die Glei- 
chungen (1.20), aus denen sich die Anfangszahlen in bezug auf eine beliebige 
Basis berechnen lassen. Da nach § 5 die Funktionen gp (t, A), . . ., go, (t, A) von A 
unabhangig sind, folgt wegen (5.4) und (6.7), daB die mit A behafteten Glieder 
von us" (x, A), n= 0,...,2m—1, j = m—t,+ 1,...,m+ Tt, in ihrem Ver- 
halten bei der Annaherung z-— 0 durch 
f/ 2m—1—o+q—-2n+ 27m \ 
(6) 4 . ) 

charakterisiert sind. Die Schliisse, die soeben (6.10) lieferten, ergeben dann 
die Aussagen: 
(6.11) [u,, w,,](z) und [w,,%,,](0)sind unabhangig von A,m—t,+ 1Sv,uSm+ty. 
Indem wir nun noch u(z) aus 9 mod(®,) durch eine Linearkombination der 
Funktionen u,,_,,,1(2, 0), . .., Um+,(%,0) darstellen, sehen wir sofort, daB 
auch [u,, u}(0), »= m—t,+ 1, ...,m + tT, von A unabhingig sind. Daher sind 
die Anfangszahlen von u(x) in bezug auf diese Basis durch ein von A unab- 
hangiges Gleichungssystem bestimmt und damit selbst unabhingig von A. 
Somit ist der Satz bewiesen. 

Mit Schliissen, die den zu (6.10) fiihrenden entsprechen, beweisen wir den 

Satz 6.3: Es sei t, > 0. P(t; A) besitze hichstens zwei Wurzeln mit Re(t) 
= seni die dann aber reell sein sollen®). u, (x, A), . . «;Uom (2, A) sei ein in 
Satz 5.1 beschriebenes und gemaB (6.2) numeriertes Fundamentalsystem™) von 
(1.1). Dann stellen die Randbedingungen [u,, u](0) = 0, » = m—t)+1,...,m 
fiir u(x) aus D ein System reeller, selbstadjungierter Randbedingungen bei x = 0 
dar, das von A unabhingig ist. 

Beweis: Da es sich ja nur um das Verhalten der Funktionen am linken 
Ende handelt, kénnen wir 0.B.d.A. zusiitzlich t,= m voraussetzen. Nach 
Voraussetzung und nach (6.3) gibt es ein x > 0, so daB 





3m— taste < Re(t,), v= m—t+1,...,m—1, Jeni < Re(t,,) 
ist. Die Gleichungen 
(6.12) [u,, u,](0) = [u,, %,](0)= 0, 4 =m—t,+1,...,m 





3°) LaBt man diese Voraussetzung fallen, so liegen auf der Symmetriegeraden 2n 
Wurzeln, es gilt (siehe den folgenden Beweis): [u,, u,] (0) = [u,, u,] (0) = 0, y= 1,..., 
m—n, w=1,...,m-+m. Daher und wegen (1.5) ist dann det([,, u,] (0)) + 0, 
vy, w= m—n+1,...,m+n. Der von den 2n Lésungen tm_ns,(z, A), - «+» Uman(%, A) 
aufgespannte Raum ist (siehe § 5) fiir 4 = 7 reell. Wegen (6.11) gibt es daher linear un- 
abhangige Linearkombinationen i» _»,,(2, 4), ..., tim(x, 4) dieser 2n Lésungen, fiir die 
(%,, %,,] (0) = [%,, %,,] (0) = 0, », u = m—n + 1,..., mausfallt. Die t, Randbedingungen 
{u,,u} (0) = 0, v= m—t+1,...,.m—n, [t,,u](0)=0, w= m—n+l1,...,m 
bilden dann bei z = 0 ein reelles, selbstadjungiertes System von Randbedingungen, das 
von A unabhangig ist. 


31) Ist tin = zm rins 
beiden 2u ty= tas, = om —1—* gehirenden Lésungen u(z, A) ist. Der Satz gilt, fiir 


welche der beiden Lésungen man sich auch entscheidet. 


, 80 ist durch (6.2) bzw. Satz 5.1 nicht festgelegt, welche der 
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erhalten wir im Falle Re(t,) >~"~,"—~ simtlich, im Falle t,, = >" 


bis auf [w,,,, U»,](0) = [U,, %,](0) = 0 nach den zu (6.10) fiihrenden Schliissen, 
Ist t,, = =! , so gilt trivialerweise [w,,, u,,](0) = 0. Nach § 5 ist ferner 
u,,(x, 0) = u,,(x, 0), nach (6.11) ist dann auch [uw,,, %,,](0) = 0 fiir jedes A 
giltig. Nach (6.12), Satz 6.2 und (1.22) liegt also ein reelles, selbstadjun- 
giertes System von Randbedingungen bei x= 0 vor, das, ebenfalls nach 
Satz 6.2, von A unabhingig ist. 


Ist zusitzlich t,= m, ist D in 9(.|.) nach unten halbbeschrankt und ist die 
Symmetriegerade frei von charakteristischen Exponenten, so stellt das eben 
angefiihrte System von Randbedingungen die ,,ausgezeichnete Randbedingung 
bei z = 0“ dar, wie der folgende Satz lehrt. Wir bedienen uns dabei der von 
F. REtIicu in [15] eingefiihrten Definitionen. 


Se-iss 


Satz 6.4: Zusdtzlich zu den in Satz 6.3 gestellten Voraussetzungen wird 
vorausgesetzt, daB t,= m ist, D in D(.|.) nach unten halbbeschrinkt und die 
Symmetriegerade frei von charakteristischen Exponenten ist. Es seien UA und B 
die Réume 


1. v(x) aus 9, 1. v(x) aus 9, 
A: 2. [u;,v}(0)=0, j=1,:..,.m, B: 2. [°O,,v](0)=0, j=1,...,m, 
3. [°@,,v]}(b)=90, j=1,..., T, 3. [(°@,,v}(6)=0, j=1,...,%, 


wobei die durch die ® gestellten Bedingungen jeweils Systeme reeller, selbst- 
adjungierter Randbedingungen hei x = 0 bzw. x = b seien. Es sei A der Operator 
D in A, B der Operator D inB. Dann ist im Sinne der Rellichschen Definition 
({15] § 6 Def. 1) A = B. 

Beweis: A und B sind selbstadjungierte Operatoren. Nach Satz 7 
aus [15] haben wir noch zu zeigen, daB D in dem % und GB gemeinsamen 
Teilraum 


1. v(x) aus 9, 
TZ: 2. v(x) = O in einer individuellen Umgebung von z = 0, 
3. [°D,,v](b) = 0, f= 1,.... % 


in dem trivialerweise (v, Av) = (v, Bv) gilt, ,,hinreichend selbstadjungiert** 

(im Sinne von [15] $6 Def. 3) ist und A seine ,,zugehérige selbstadjun- 

gierte Fortsetzung darstellt. Wir haben also zu beweisen: Zu jedem 

r(x) aus QM gibt es eine Folge v,(x) aus © mit lim |jv—v,|=0 und 
lim (v,— vty’, D(v, — vy’)) = 9. 

Wir betrachten zunichst den Fall. in dem Jm(A) + 0 ist. Fiir den Raum 2 
wahlen wir gemaB (2.6) ein Fundamentalsystem w, (x, A), .. ., Wy (2, A) von (1.1) 
mit w,(xz, A) = u;(x, A), j= 1,...,m. Die w,,, ,(x, A), . . ., Wem (2, A) sind dann 
geeignete Linearkombinationen der u,(x, A), . . ., Ug_,(2, A). Da kein charakte- 
ristischer Exponent den Realteil (2m — 1—)/2 besitzt und da t,= m ist, 
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gibt es nach (6.3) und (6.4) ein 7 > 0, so daB fiir x > 0 gilt: 
Emm ime=—Se+e 

ui (x, A) = o(. ' > ), j=1,...,.m, 

(6.13) ita atiltinla ise s=0,...,.2m—1, 


wi” (x, 4) - ole 2 wiper —_ 
Nach (1.25) gibt es zu v(x) aus 2 ein f(x) aus § mit: 


2m z 
u(z)= >’ DD F,, (A) (wince A) f waly, A) fly) k(y) dy + 


v=1, w=m+1 
6 
+“w (a, A) f w,(y, A) ty) Ry) ay), s=0,...,2m—1. 


Wegen (6.13) und (5.1) folgt daraus fir z+0: ' 


f Sm—i~—e~—Se+9 
(6.14) vi) (xz) = o|x s ), s=0,...,2m—1. 
Von (6.14) und (5.1) schlieBen wir auf 
b/2 m 
(6.15) f ( & |p,(z)| ° jem (28) a < 00 %), 
0 v=0 


Nun definieren wir die Folge v, (x) durch 
=0 in O<2< = , 
n 
m 2m—1 , 2m—1 2\s 
wale AF a (eAY"F" (2) (0-2) 
n n &: n n 
(6.16) v,,(x): j=0 s=0 
in—S2zs Z *), 
n n 
= v(z) in Fea<b. 
Dann liegt v,, (x) in ©. Wegen 7 > 0, (5.1) und (6.14) wird dann lim ||» — v,|| = 0. 


Die Formeln (5.1), (6.14), (6.15) und (6.16) ergeben a 
lim (v,— vy’, D(v,— vy’)) 


n,n’ —> co 


b/2 m 

= lim / ( 2} (—1)"” p, (2) |v"-""(z) — oat) a = 0. 
nn—+-o0 \v= 

Damit ist der Satz fiir alle nicht-reellen A bewiesen. Nach Satz 6.3 sind die 

Randbedingungen [u,;, v](0) = 0, 7 = 1, ..., m von A unabhingig, also gilt der 

Satz auch fiir alle reellen A. 

Ist x = 0 ein regulires Ende (in diesem Fall sind 2m — 1, .. ., 0 die cha- 
rakteristischen Exponenten), so ist die ausgezeichnete Randbedingung bei 
x = 0 offenbar aiquivalent mit den Bedingungen v(0) = v@)(0) = «++ = v(™-)(0) 
=.0 (siehe dazu auch S. 119). 


32) Siehe hierzu [15], S. 344. 
3) Die a; sind von n unabhingige Konstante, sie sind so gewahit, daB fiir g(x) = 


2m—1 
=(x—1)™ JZ a;(x— 2) gilt: g(2) = 1, ¢(2) = 0, 8= 1,..., 2m—1. 
j=0 
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Wir wollen uns zum AbschluB noch kurz der Frage nach der Halbbeschrankt- 
heit an einer Stelle der Bestimmtheit zuwenden. Nach [15] Satz 2b und Hilfs- 
satz 2 wissen wir: Fir 2m = 2 und p(x) < 0 ist der zu (1.1) und (5.1) ge- 
hérende Operator D genau dann bei x = 0 nicht nach unten halbbeschrinkt, 
falls es zu jedem reellen « ein A < « gibt, fiir welches P(t; A) nicht-reelle 
Wurzeln besitzt. Das kann nur dann eintreten, falls k,= 0 ist, wenn also 
q > 0 ist und damit die charakteristischen Exponenten von A unabhingig 
sind, wie man leicht der Gleichung P(t; 4) = 0 entnimmt. Hat P(t; 4) dann 
nicht-reelle Wurzeln, so liegen diese auf der Symmetriegeraden. 

Die folgenden Ausfihrungen sollen fiir den Fall 2m > 2, (— 1)"p (x) > 0, 
q > 0*) zeigen, daB allein das Auftreten nicht-reeller charakteristischer Ex- 
ponenten fiir Nicht-Halbbeschranktheit bei 2 = 0 nicht hinreichend ist, sie 
sollen als wahrscheinlich erscheinen lassen, dab die Existenz nicht-reeller 
charakteristischer Exponenten auf der Symmetriegeraden fiir Nicht-Halb- 
beschranktheit eine notwendige Voraussetzung ist. 

Zunichst beweist man durch partielle Integration, Schwarzsche Un- 
gleichung und Induktion fiir u(x) aus 9(.|.): 





b 
((l —o) (3 —o)...(2n—1 a. / Pai. oct 


(6.17) 4" “aes [ a? |u")(2r)|2d a 35), 


6 

n=l1,...,m. 
Fir o =1,3,...,2n—1 ist die damit gemachte Aussage leer. Man ieee 
zeigen, daB die far u(x) aus D(.|.) geltende, bei der Herleitung von (6.17) 
mehrfach zu benutzende Ungleichung 


6 1/2 
jw) (2) Jule (2) uo) (2)|2 gluta) 
cas) {ETE a el fo Bae fo EP ae 
0 


y=0,....n—I1, n=1,...,m. 
fir o = 0 ,,scharf“ ist. Das soll heiBen: Fiigt. man der linken Seite von (6.18) 
einen Faktor (1 + ¢), ¢ > 0 hinzu, so gibt es zu vorgegebenem c > 0 ein v(x) 
aus D(.|.) mit v(x) = 0 in c < x < b, fiir welches die Ungleichung (6.18) dann 
falsch wird. Daraus folgt, daB auch (6.17) in diesem Sinne ,,scharf“ ist. 
Wir betrachten nun den zur at oe 


(6.19) L(u) = (—1)™u@™ (2) + 











“u(x)=Au(z), O< 251, pyo= const 

(1-3:--(2m—1))* | 
4” 

= Q. Aus (6.17) folgt dann (hier ist o = 0), daB der Operator Du = L(u) in 

D(.|.) fiir p,,92 Q nach unten halbbeschrinkt ist. Da (6.17) scharf ist, wird 

D in 9(.|.) fiir p,,9< Q nach unten nicht-halbbeschrankt. 

4) Ist 2m > 2, (—1)™"po¢>0 und g = 0, so kann man mit Hilfe der Ungleichung 
6.17) fiir ¢ + 1,3,...,2m— 1 auf einem Wege, der dem zum Beweis von Satz 4.2 be- 
nutzten entspricht, zeigen, daB.D bei x=0 nach unten halbbeschrankt ist. An die Stelle 
les dort benutzten Wirtingerschen Lemmas tritt hier die Ungleichung (6.17) bzw. ent- 


sprechende Ungleichungen. 
%5) Siehe dazu auch [16], S. 99. 


ae 





gehérenden Differentialoperator.Wirsetzen zur Abkiirzung — 





-—~~w- 


-—~—~—- 








Gewohnliche selbstadjungierte Diftercuiialoperatoren. 135 


Wie hangt nun dieser Sachverhalt mit den zugehérigen charakteristischen 
Exponenten, d. h. den Wurzeln von P(t; A) = (— 1)™t(t—1)...(t— 2m + 1)+ 
+ Pmo= 0 zusammen? Indem man die Substitution t = s + (2m — 1)/2 durch- 
fihrt, priift man leicht folgendes nach: Fiir p,,, > Q besitzt P(t; A) auf der 


2m —1 keine Nullstellen. Fir hinreichend groBe 


Pmo und gerades m gibt es keine reellen Nullstellen. Ist p,,,= Q, so hat P(t; A) 

auf der Symmetriegeraden nur die doppelte Nullstelle ¢,, = t,, .,= (2m — 1)/2. 

Fiir p,.9< Q, und genau dann liegt ja Nicht-Halbbeschrinktheit vor, gibt es 

auf der Symmetriegeraden auBer zwei einfachen, nicht-reellen Wurzeln 
2m—1 : 2m—1 F : ‘ 

tm = —g — + 40; tma1 = ——g— — t @ keine weiteren Wurzeln. 

Ersetzt man in (6.19) die Konstante p,,, durch eine in 0S 2 <1 kon- 
vergente Potenzreihe p,,9+ Pm, 2+ ***, 80 folgt aus dem oben Gesagten mit 
Hilfe von Satz 4.3 leicht, daB der zugehérige Operator D in D(.|.) fiir p,,9> Q 
nach unten halbbeschrankt, fir p,,,< Q nicht nach unten halbbeschrankt ist. 

Fir die Ordnung 2m =4.kénnen wir etwas allgemeinere Aussagen 
iiber Nicht-Halbbeschrinktheit des Operators Du = ww ((Po(x) w'*>(x))*) + 
+ (p(x) w(x) + py(x) u (x)) bei x = Oauf Grund von Satz 4.4 machen, wobei 
wir (siehe Satz 4.2) die Voraussetzung p,(x) > 0 verabreden. Ferner wollen wir 
voraussetzen, daB g > 0**) ist und daB es genau zwei reelle charakteristische 
Exponenten gibt. Die anderen beiden, nicht-reellen Exponenten liegen dann 


auf der Geraden Re(t) = >", die t, haben also die Form: 
i= aa + a, t= cond +B, t,=2,, t= ++ a, a20, B>0. 

Da die Lésung z(z, A) und die Funktion 2~(*-°)/?z(z, 4) in 0< <b die 
gleichen Nullstellen (einschlieBlich Vielfachheit) besitzen, kénnen wir 0.B.d.A. 
annehmen, da8 fiir 4 = 4 ein Fundamentalsystem der Form 

Wi= (1 ++), Yo= FAL + ***), Y= Yo Y= 2 A(1 + -**) + ¥ Hin x) ”) 
vorliegt. Wir betrachten die Fille « > 0 und « = 0 gesondert: 

a > 0: Wir gehen zu reellen Lésungen iiber und erhalten fiir x 0: 


Symmetriegeraden Re(t) = 








w,= 2*+ O(a**), wh) = @ 21+ O(2z*), 

w,= cos(f Inz) + O(2), wi) = — B x sin(f Inz) + O(1), 
w,= sin(# Inz) + O(z), wi) = 6 x cos(f In x) + O(1), 
w= 2% + O(a-2*"s), wi) = — @ 28-14 O(2-*-"'), 


Fiir die unter (4.1) angegebene Determinante erhalt man dann 
xy A(x, y, 2) =—4a B + (B% a2) (2* y-*#— 2 y*) sin ( In =) + 
+2a B(a* y* + 2 y*) cos (6in=)+ 
+ O(z") + O(y") + O(x*) O(y-**"") + O(a-**") O(y*) + 
+ O(2***) O(y-*) + O(z*) O(y*"). 
 §8) Ist g = 0, also k, > 0, so sirid fiir negative A mit hinreichend groBem Absolutbetrag 
alle Exponenten nicht-reell, keiner liegt auf der Symmetriegeraden, wie man leicht nachpriift. 


7) Ist y + O und « > 0, so ist notwendig « > 1/2. 
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a= 0: Wir gehen wieder zu reellen Lésungen tiber und erhalten durch 
geeignete Linearkombinationen fiir x 0: 


w,= 1 + O(2), wi = 0(1), 

=Inz + O(2'), w= at+ O(a-"'), 
w,= cos(f In x) + O(z), wi) = — 6 asin(f In x) + O (1), 
w,= sin (B Inz) + O(z), wi) = 6 xcos(f Inx) + O(1) 


und 
zy A(z, y, A) = p(2—2 cos (f In) — 6 (In =) sin (8 In = })+ 
+ O(x'!*) + O(y'*) + (In x) O(y) + (In y) O(2). 


In beiden Fallen kann man zu jedem c > 0 (und zu jedem reellen A) ein 
2, und ein y, mit 0 < 2)< yo< ¢ finden dergestalt, daB A (29, yo, A) = 0 wird. 
Nach Satz 4.3 liegt also Nicht-Halbbeschrainktheit bei x = 0 vor. 
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Diskontinuierliche Gruppen 
in symmetrischen Riumen. II *). 
Von 
Hetmvut KLINGEN in Gottingen. 


Beispiele von diskontinuierlichen Gruppen. 

Es werden die Bezeichnungen aus Teil I [3}') dieser Arbeit ibernommen, 
die als bekannt vorausgesetzt wird. Dort wurden die ersten drei CarTanschen 
Typen von irreduziblen beschrinkten symmetrischen Gebieten behandelt: 
91: gy (2—Z) > 0; 94: gy (2—D) > 0, 2'Z=—E; 9: 3; (Z—Z) > 0, Z'=Z. 
Wir bestimmten in Teil I die vollen Gruppen der eineindeutigen analytischen 
Abbildungen dieser Gebiete auf sich, fiihrten eine Riemannsche Metrik ein, 
studierten die geometrischen Eigenschaften und betrachteten diskontinuier- 
liche Gruppen von Abbildungen dieser Gebiete auf sich. 

Das Verfahren aus Teil I, § 4zur Untersuchung diskontinuierlicher Gruppen 
ist in konkreten Fallen nicht sehr fruchtbringend. Vor allem l48t sich die 
Frage, ob es sich um Gruppen der ersten Art handelt, nicht einfach entscheiden. 
Es ist daher wiinschenswert, andere Methoden zur Behandlung diskonti- 
nuierlicher Gruppen zu kennen. Wir werden mit Hilfe der Theorie der Ein- 
heiten gewisser indefiniter Hermitescher Formen in einer imaginair-quadrati- 
schen Erweiterung eines endlichen total-reellen algebraischen Zahlkérpers fir 
alle drei Typen einen Weg aufweisen. Im wesentlichen werden wir die volle 
Einheitengruppe dieser Hermiteschen Formen untersuchen. Sie liefert uns 
diskontinuierliche Gruppen fiir den ersten Typus. Indem wir diejenigen 
Untergruppen betrachten, die einen der Teilriume 9, und 9, auf sich abbilden, 
erhalten wir diskontinuierliche Gruppen fiir den zweiten und dritten Typus. 
Mit Hilfe der HumBertschen Reduktionstheorie der positiv definiten Formen 
in einem endlichen algebraischen Zahlkérper werden wir auf zahlentheoreti- 
sche Weise einen Fundamentalbereich fiir unsere Gruppen angeben. Speziell 
sind die Modulgruppen unter den betrachteten Gruppen enthalten. 

Satz 1: Hs sei H®” eine Hermitesche Matrix, G®" sei nichtsingulir und 
symmetrisch bzw. alternierend. Die Bedingung H G-'H = —G@' ist notwendig 
und hinreichend fiir die Existenz einer Matriz C, fiir die 

H{OQ}=il, G@[C)=E£ brew. I. 

Beweis: Fir alternierendes G haben wir gerade Lemma 3 von C. L. Stg- 
GEL [4]. Fir symmetrische G miissen wir den Beweis auf eine andere Art 
erbringen. Trivialerweise ist die Bedingung notwendig. Wir zeigen, daB sie 
auch hinreichend ist. Man kann annehmen, daB G= EZ. Sei H=S+iR 

*) Diese Arbeit enthalt den zweiten Teil meiner Dissertation, die von der Mathematisch- 


Naturwissenschaftlichen Fakultét der Universitat Géttingen angenommen wurde. 
1) Siehe Literaturverzeichni 
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mit reellen Matrizen S und R. Da H H=—E, giltR S= SR. Es ist |R| + 0, 

denn sonst giibe es eine reelle orthogonale Matrix O,, so daB 

R@” 0 

2 (0,)-( ) |R,| + 0. 
0 0 


Wegen der Vertauschbarkeit von R und S hat S [O,] die Gestalt 


s2n 9 
s10,1-( ). 
0S 


Da H H = —E, wide folgen: S? = — EZ. — Wir wollen zunichst zeigen, 
daB es eine reelle orthogonale Matrix O gibt, so daB 


(1) Rol=({,6)» sta-(o', ) 


mit einer positiv definiten Diagonalmatrix D und einer weiteren Diagonal- 
matrix D,. Es gibt wegen der Vertauschbarkeit von R und S eine unitire 
Matrix U = (U@™” «), so daB 


iRD-0(> te so-a(',): 


0-D 0 D, 
D, ist eine Diagonalmatrix, D> 0. Sei U,= X + iY mit reellen X und Y. 
Dann gilt 
X’'X+ Y’Y=E8, XxX’ Y— Y’X =0, 
RX=YD, SX=XD,, 
RY=-—XD, SY-YD,. 


Da D > 0, ist O = /2(Y¥ X) orthogonal, und es folgt (1). Wir kénnen also 
annehmen, daB 
D, iD 
a -( . ). D—Di=£. 
-iD D, 
Seien 
: 1 -A -iB 
A=2-*(E + Dy", B=, D, c= ) 
iB -—A 
dann ist 
2AB i(A? + B?) D, iD 
i1(0-9 =( , )-( ; )-a, C’C=E, 
~i(A*+B) 2AB -iD D, 
und es folgt Satz 1. 

Es sei K ein total-reeller algebraischer Zahlkérper vom Grade h tiber dem 
K6rper der rationalen Zahlen P. K = K®, K®, ..., K™ seien die Konjugierten 
von K iiber P. r sei eine total-positive ganze Zahl aus K, K,= K(y—r). Mit 
0x, bezeichnen wir den Ring der ganzen Zahlen aus K). 

H sei eine 2n-reihige Hermitesche Matrix aus K, von der Signatur (n, n). 
Unter der Einheitengruppe A(H) verstehen wir die Gesamtheit der ganzen 
Matrizen U aus K,, fiir die 

H {U} = H. 

Ist zusatzlich noch eine nichtsingulére symmetrische bzw. alternierende 
Matrix G aus K, gegeben, so daB 
(2) HG? H =—s@ 
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mit positivem skalarem s, so sei A(H, G) die Untergruppe derjenigen U von 
A(A), fiir die G [U] = G. Nach Satz 1 gibt es ein C, so daB 
H{Q}=il, G@(Cj=s-"E bew. eI. 
Die Bedingungen H{U}=H und G[(U]=@ besagen fiir die Matrizen 
M=C"UC ' 
I{M}=I und E[(Mj=E bew. I[M) =I. 

Also ist 

A,(H) =COA(A)C cQ,, 

A,(H,G)= C-1A(H, G) CCQ, fiir symmetrisches G, 

A,(H,@) = C-1A(H, G) Cc Q, fiir alternierendes G. 
Die entsprechenden Abbildungsgruppen seien 4(H) und 4(H, G). Die Matrix 
C ist eindeutig festgelegt bis auf einen beliebigen rechtsseitigen Faktor aus 22,. 

Wir werden uns im weséntlichen mit der vollen Einheitengruppe A(H) 
Hermitescher Matrizen aus K, von der Signatur (n,n) beschaftigen. Fiir die- 
jenigen H, die (2) geniigen, betrachten wir A(H,G). A(H, G@) besteht auf 
Grund von Teil I, Satz 1 aus der Gesamtheit aller Elemente von 4(#), die 
einen der Teilriume 9, oder 9, auf sich abbilden, je nachdem G symmetrisch 
oder alternierend ist. 

Da aH, aG fir natiirliche Zahlen a die gleichen Gruppen liefern wie H, G, 
kénnen wir annehmen, daB H, G ganz sind. Damit wir zu diskontinuierlichen 
Gruppen gelangen, machen wir die wesentliche Annahme, daB alle Kon- 
jugierten von H auBer H und H positiv definit seien. A(H) ist diskret; denn 
sonst giibe es eine unendliche Folge verschiedener Matrizen U“), deren Ele- 
mente beschrankt sind. 

H{U} = H,, AU} = H, (i = 2,3,..., A). 
Durch den unteren Index seien die Konjugierten gekennzeichnet. Da die hier 
auftretenden Konjugierten von H positiv definit sind, sind die U{*) beschriinkt. 
Es gibt aber nur endlich viele ganze algebraische Zahlen in Ky, deren Konju- 
gierte alle beschrinkt sind. Wegen Teil I, Satz 11 sind 4(H) und damit 
auch die Untergruppen A (H, @) diskontinuierlich. 

Speziell sind die Modulgruppen unter den Gruppen 4(H), 4(H, G@) ent- 
halten. Wir setzen K = P, H = —r I, C=r-“" E, dann ist A(/—r J) = M, 
die Hermitesche Modulgruppe. Sei weiterhin G = J, 

8 =r, so ist A(y—r I, 1) = My, die StecEtsche Modul- 94 Q" 
gruppe. Wenn schlieBlich G=EH, s=r, so ist 


A(\—r I, E) = M, die Modulgruppe fiir den zweiten afl 

Typus. M, und M, bestehen also genau aus den Ele- R-R,rQ? % 

menten von M,, die H, bzw. 9, auf sich abbilden. n-nG? 
nat, 


Wir nennen zwei Gruppen 4,, 4,,¢ 2” kommen- 
surabel, wenn beide Untergruppen von endlichem Index 
enthalten, die konjugiert sind iiber 2’. Die Frage nach der Kommensurabilitat 
zweier Gruppen ist wichtig fiir die Untersuchung des Kérpers der zugehGrigen 
automorphen Funktionen. Offenbar ist die Relation ,,kommensurabel™ eine 
Aquivalenzrelation. Wir zeigen zundchst 


Fig. 1. 
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Satz 2: H,G@ und H*,G* mégen die iiblichen Voraussetzungen mit dem 

gleichen s (siehe Definition von A(H), A(H, G)) erfiillen. Ferner sei 
H {C,} = H* bzw. H {C,} = H* und G [(C,] = G* mit Cy¢ Ko. 
Dann sind A(H) und A(H*) bzw. A(H, G) und A(H*, G*) kommensurabel. _ 

Beweis: Es gibt ein ganzes rationales g, so daB q Cy und g Cz" ganz sind. 
A, sei die Untergruppe aller U aus A(H), fiir die U = E(mod q*). Der Index 
[A(H): A,] ist endlich. A, sei die Untergruppe aller U aus A(H), fiir die 
C>1U C,= U* ganz ist. Da A,CA,, ist der Index von A, endlich. Sei 
AZ = Cz1A,C,; dann ist AZ die Untergruppe aller Elemente U* von A(H*), 
fiir die C, U*C>!= U ganz ist. Wie vorhin folgt, daB [A(H*) : AZ] endlich ist. 

A, (H) = C-1A(H) C, A,(H*) = C*-! A(H*) C* mit C* = C5! C. 
C-1A,C = C*-! AZ C* ist eine gemeinsame Untergruppe von A,(H) und 
A,(H*) von endlichem Index. — Die Gleichungen bleiben richtig, wenn man 
A,(H) durch A,(H,@) und A(H) durch A(H, G@) ersetzt. Durch Identifi- 
kation aller Matrizen, die sich nur um eine Einheitswurzel aus K, als Faktor 
unterscheiden, folgt die Behauptung. 

Wir wollen nun einen Fundamentalbereich fiir die Gruppen 4(H) und 
A(H, G) angeben. Das wesentliche Hilfsmittel ist die Reduktionstheorie der 
positiv definiten Formen in einem endlichen algebraischen Zahlkérper nach 
P. Humbert [2]. Wir betrachten A positiv definite Hermiresche 2 n-reihige 
Matrizen 7',(a = 1,2,...,h). Bekanntlich gibt es eine eineindeutige Dar- 
stellung 7',= P,{Q,}, die kanonische Darstellung, mit einer positiv definiten 
reellen Diagonalmatrix P,= [p,..., $9] und einer Dreiecksmatrix 

. an al ' ' 
Q.° . . Usei die Gruppe der unimodularen Matrizen U aus K,; U, sei 


0 
1 


die zu U konjugierte Matrix in K®. Die Elemente von 7), 7,,..., 7, fassen 
wir auf als Koordinaten eines Punktes im euklidischen 4 n?h-dimensionalen 
Raum. Mit B bezeichnen wir den Raum der positiv definiten Matrizen T’,. 
Die Abbildung 7, 7,{U,} mit einer Matrix U € U fiihrt DB in sich iiber. Die 
Gruppe dieser Abbildungen ist isomorph zur Faktorgruppe U/€ = Uy, wobei € 
aus allen Matrizen der Form a£ mit einer Einheitswurzel a aus K, besteht. 
P. Humpert [2] hat einen Fundamentalbereich R von U, in DB angegeben 
mit den folgenden Eigenschaften: 

1. R ist die Vereinigung von endlich vielen Pyramiden, 

2. RK ist abgeschlossen relativ zu B, 

3. jeder kompakte Bereich aus % wird von endlich vielen Bildern Ry von 
R unter Abbildungen aus U, iiberdeckt, 

4. XR hat nur endlich viele Nachbarn. 

Es sei t eine positive Zahl > 1. Unter Q(t) verstehen wir den folgenden Bereich : 
0< pO stp (k<2n);. pO stpM(ks2n); || st(k>)). 
Dabei sind die pi”, gif die Elemente der oben definierten Matrizen P,, Q,. 
Wir entnehmen der Reduktionstheorie die beiden Satze: 
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Hilfssatz 1: Es gibt eine endliche Menge 2 von Matrizen L € ox, und eine 
positive Zahl t,, die nur von K, und n abhiingt, so daf fiir jedes System (T,, . . .,T',), 
wir schreiben kurz T, aus® gilt, daB T {L} « Q(r,) mit geeignetem L aus &. 

Dabei bedeutet 7’ {L}, wie weiterhin stets in ahnlichen Fallen, das System 
der Matrizen (7',{Z,}, ..., 7, {Z,}), L, die zu L konjugierte Matrix in K. 

Hilfssatz 2: Hs sei F eine Matrix mit Elementen aus 0x,, T und T {F} 
seien aus Q(t), « sei die Norm von |F|. Dann gehdrt F einer endlichen Menge 
von Matrizen an, die nur von Kg, n, t, a abhingt. 

Um die HumsBertsche Reduktionstheorie direkt auf 9, anwenden zu 
kénnen, bilden wir §, eineindeutig ab auf einen Teilraum &, von B. 
H. Braun [1] hat gezeigt, daB durch 

{ E-X 
( :) 


Yy-0 
(3) Ss -( 
So F 


eine eineindeutige Abbildung von §, auf den Raum der positiv definiten 
Hermirteschen Matrizen S, fiir die SJ S = TJ, definiert wird. Dabei sind 
X= } (Z+2) und Y = 5; (Z—2). Die Abbildung 
‘AB 

W=(AZ+B)(CZ+D> mit M= (G - 
induziert dabei die Abbildung 
(4) S+ 8S {M-}. 
S ist dann und nur dann reell, wenn X, Y reell sind, d.h. Z’= Z. Bei (3) 
wird also $, auf den Unterraum der reellen S abgebildet. — Sei Z € 9, dann 
gibt es nach Teil I, Satz 2 ein M€22,, so dab Z auf iE abgebildet wird, 
kurz iE = M |Z. Da Sz= S;z{ M} und S;z= E£, ist 8,8; = E. Sei umgekehrt 
S S’= E, so folgt aus 


ae -Y-X 
SIS =I, s-( ), 
-XY-- XY3X+Y 


)ea, 


daB 
—-XY"*=2/Y"'X, X¥'*X+Y-Y"; 
daraus ergibt sich 
Xx’ Y=— Y’X, X’X—Y'Y=—E 
und damit 
ZZ=X'X—Y'Y+i(¥'X+ X Y)=—E. 
Bei (3) wird also $, auf den Unterraum der orthogonalen S abgebildet. 
Wir definieren nun eine eineindeutige Abbildung von 9, auf einen Teil- 
raum {, von. Z€ 9, ordne man zu 
T, = S{C-} 
©) T= H, (a = 2,3,..., A). 
H, sei die Konjugierte von H in K“. Fiir das System (7), . . ., T’,) schreiben 
wir auch kurz 7, oder einfach 7’. $, bzw. 9, werden abgebildet auf die Teil- 
riume ©, bzw. £, von &,, die durch orthogonale bzw. reelle S gekennzeichnet 
sind. Wegen (4) induziert W = C-!U C | Z mit U € A(H) in &, die Abbildung 
T > T,{U5"}. 
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Zu jedem Z € §, existiert ein unimodulares Uz aus K, und nach Hilfssatz 1 
ein Lz aus 2, so daB 


Tz {Uz} €R, T,-T,;{Uz Lz} € Q(t). 


Hilfssatz 3: H {Uz} gehdrt einer endlichen, von Z unabhiingigen Menge an. 
Beweis: Wegen H{C}=il und J{S}=TJ ist T,= T7'{H,}. Mit 
l 


a a a a eS. a Pe 
H =H {U, Lz} folgt T— {H} = T < Q(r,). Sei V = (_. 7: T = P{Q} die ka- 


nonische Darstellung von T, dann ist 7-1 {V} = P-1{V}{V (ee V} die ka- 
nonische Darstellung von 7'-!{V}. Folglich gibt es ein t, > 1,, das nur von 7, 
und n abhangt, so daB 


T{V}€Q(r,), T-1{H} = T-{V}{V H} € Q(x). 


Ferner gehért die Norm von |V H | einer endlichen Menge an. Da & endlich 
ist, folgt wegen Hilfssatz 2 die Behauptung. 

Hilfssatz 4: Fiir vy = 2 sei G symmetrisch, fiir v = 3 alternierend. Be- 
schrinken wir Z auf 9, bzw. 3, so gehért G[Uz] einer endlichen, von Z unab- 
héngigen Menge an. 

Beweis: Da H = —s H-1{G} und H,> 0 fiir a = 2,3,...,h, folgt s,< 0 
fiir diese Werte von a. Wegen S S'= E bzw. S=S gilt mit @=G[U,L,] 


\sq|-? T,= v5" {G,}, \8q|-? qT, _ tT; {G,}. 
Fir ein geeignetes t;, das nur von Ky, n, s abhingt, folgt dann 
THA{V}E Q(t), Te {V}{V G} = |s.|-* Pe € Q(t). 


Ferner gehért die Norm von |V G| einer endlichen Menge an. Wegen Hilfs- 
satz 2 folgt unsere Behauptung. 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun einen Fundamentalbereich fiir 
unsere Gruppen 4(H) in §, und fiir 4(H, G) in 9, bzw. 93, je nachdem G 
symmetrisch oder alternierend ist, angeben. Wir wiahlen ein vollstandiges 
System von Punkten Z ¢ 9,, so daB fiir vy = 1 die Matrizen H {Uz} und fir 
v= 2,3 die Paare H {Uz}, G[Uz] paarweise verschieden sind. Die nach vor- 
stehenden Hilfssitzen endliche Menge dieser Matrizen Uz seiB,. Fiir U,¢B, 
sei G,(U,) die Menge aller Z ¢ 9,, fiir die 

Tz€Ro=, 
und 

G6,= VU G,(U,). 

U,€®, 
Sei Z€9,, dann gibt es ein U,¢%,, so daB H{U,z}= H{U,} fir »=1 
und weiterhin G[Uz] = G[U,] falls vy = 2,3. Dann ist W = U,Uz'« A(H) 
bzw. A(H, G@). Fir Z*= CWC |Z ist Tz. =Tz{W-}€ Ry, also Z* € G,,. 
Somit gibt es zu jedem Punkt Z¢€ 9, einen Bildpunkt unter 4(H) bzw. 
A(H, G) in G,. Offenbar ist G, abgeschlossen relativ zu $,. — Wesentlich fiir 
die folgenden Ausfiihrungen ist 
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Satz 3: In 9, gibt es keinen kompakten Bereich B, so daB T,{Uz} Rand- 
punkt von R ist fiir alle Z€B (n > 1). 
Beweis: Wir fiihren den Beweis indirekt. Angenommen, es sei 7’, {Uz} 
% Randpunkt von & fiir alle Z¢€%. Wegen der Eigenschaft 3 von N kann man 
t annehmen, daB 7',¢ Ny- fiir alle Z €B mit einer festen unimodularen Matrix U. 
Die berandenden Ebenen von Ny-: haben Gleichungen der Form 


h 
a By T,W, - D4 T, ©, = 0, 
" a=1 
vp, w sind Vektoren mit Komponenten aus K,, p + Aw fiir jeden rein imagi- 
naren Faktor A, v, w + 0. Es seien p = C-1 5, q = C-! ®. Dann ist 
p’S9 + p’S’q = const 
fiir alle Z¢€%. Es ist 


y S=- ( a -Y"X 
~\-xya xyox4+yY/)" 
. Nach dem Identitatssatz fiir analytische Funktionen folgt 
(6) p’Sq9 + p’ S’q = const 





fiir alle komplexen Matrizen Y, X, sofern nur | Y| + 0. Wir entwickeln um den 
Punkt X = 0, Y = E und erhalten speziell fiir alle reellen symmetrischen X, Y 
Re(p’ S,q) =0, 

wobei 


ys: y*xX 
y*—E~—Y, s,-( ) 


XyYy* x3 
Daraus folgt nach einer einfachen Rechnung p = wt, q=iq@s mit reellen 
Spalten r,s und skalarem w + 0. In (6) kénnen wir daher annehmen 


a hs 

p=(5)» 9-45) 
mit n-reihigen reellen Spalten a, 6b, c, d. (6) besagt 
7 —a’ Y-1c+ a’ Y1XD4+6'X Y-*c—b'(X Y3X+ Y)b+ 
7) +a’ Y’-1c—a’ Y’-1X’ D— bb’ X’ Y’-1¢ + b’(X’ Y’-1X'+ Y’) d = const. 
Wir betrachten die in den Elementen von X quadratischen Glieder und setzen 
Y= E, X= EH+G mit beliebigem reellem alternierendem G. Aus (7) folgt 
b’G d = 0, also 6b = A,d, sofern +0. Sei X=0, Y-'= H+ G mit alter- 
nierendem reellem G@, so folgt a’@ c= 0, also a = 4, ¢ oder ¢ = 0. (7) reduziert 
sich somit auf 


(8) a’ Y1X b—a’ Y’-1 X' D+ b' X Y-*c— bX’ Y’-*c=HO0. 
Fall a). Es seien a,b,c,d+0. Wegen p+ Aq fiir alle rein imaginiren A 
und (8) gilt 


YX d—d'X Y-*c =0. 
Sei X alternierend, Y-! symmetrisch, so folgt 

c Y-1Xd=0 
und damit 5 = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung. 
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Fall b). Es sei genau einer der Vektoren a, 6, c, d Null, etwa 5 = 0. Aus (8) 
folgt 
ce’ Y-1X¥b=0 


fiir alternierende X und symmetrische Y-', also b = 0. 
Fall c). Genau zwei der Vektoren a, 6, c, d seien Null, etwa a = ¢ = 0. Es folgt 
6 = A,d und a= A,¢ im Widerspruch zu p + /q fiir alle rein imaginiren A. 

Abnlich schlieBt man in den anderen Fiillen. — Drei der Vektoren a, 6, 
¢, } kénnen nicht Null sein, da p, q + 0; also folgt unser Satz. 

Die AusschlieBung des Falles n = 1 ist nicht wesentlich, da er uns auf 
den klassischen Fall des Einheitskreises fiihrt. 

Es ist bekannt ((4], Abschnitt 36), daB es keinen kompakten Bereich 
BCH, gibt, so daB 7’, {Uz} Randpunkt von & ist fiir alle Z €%, sofern h > 1 
oder h = 1 und 4(H, G) nicht kommensurabel mit der Stecgetschen Modul- 
gruppe ist. Fiir » = 2 wollen wir ausdriicklich fordern, daB H und G = G’ 
so beschaffen sein mégen, daB Satz 3 giiltig ist bei Beschrankung von Z auf ,. 

Daraus ergibt sich, daB es zu jedem Z aus 9, eine Folge von Punkten 
Z,€ 9,, die gegen Z konvergiert, und ein M € 4,(H) (fiir vy = 1) bzw. A,(H, @) 
(fiir vy = 2, 3) gibt, sodaB M | Z, innere Punkte von G,(U,) relativ za 9, sind 
mit einem U,¢€Q%,. 

%,(U,) sei die abgeschlossene Hiille der inneren Punkte von G,(U,) relativ 
zu 9,, &, i U &, (U9). 

U,€B, 

Satz 4: &, ist ein Fundamentalbereich in $, von A(H) (falls v = 1), A(H, @) 
(falls vy = 2,3). Jeder kompakte Bereich aus 9, wird von endlich vielen Bildern 
von &, tiberdeckt. §, hat nur endlich viele Nachbarn. Der Rand von §, relativ 
zu %, besteht aus endlich vielen algebraischen Flichen. 

Beweis: Aus den obigen Betrachtungen folgt, daB es zu jedem Z€ 9, 
mindestens einen aquivalenten Punkt in §, gibt. Wir kénnen %, so wihlen, 
daB aus U,V €S, und U=e WV mit einer Einheitswurzel ¢ aus K, und 
W ¢€ A(H, G@) folgt U = V. Sei nun Z ein innerer Punkt von, (U,), Z* € F, (U;), 
Z*= C-1W C|Z mit W¢ A(H) bzw. A(H, G). Fir alle Punkte Y* eines hin- 
reichend kleinen Gebietes in beliebiger Nahe von Z* ist T'y«€RNy,-. Es sei 
Y*=C-!WC| X*; unter den X* gibt es ein X},s0 daB 7'y,{U,} innerer Punkt 
von ® ist. T'y,{U,} = Tx,{Uo} {Uz} W-*U,} ist aus R. Also folgt Uy = U,, 
W =ecE£ mit einer Einheitswurzel ¢ aus K,(e = +1 fiir »y = 2.3) und damit 
Z=Z*. Also ist §, ein Fundamentalbereich. Die weiteren Eigenschaften 
fiir F, folgen sofort aus den entsprechenden fiir X. 

Wenn A> 1, erhalten wir einen kompakten Fundamentalbereich. Sei 
namlich dann Z ein beliebiger Punkt aus §,; es gibt U,¢B, und L € 2, so daB 
T {U,L} € Q(z). Wir verwenden die kanonische Darstellung 


(9) . T,{U,L} = S{C*U,L} = P {Q}. 
Seien H = H {U,L}, T,= T,{U,L}; aus T,= T-{H} folgt 


P =P-1{H {Q-4}}. 
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Wenn d das erste Diagonalelement von H ist, so gilt 
n a 
Ree und fT py = \H!}. 
k=1 


Da die Konjugierten von Al bis auf H und H positiv sind, ist d+ 0, also P 
beschrinkt. Wegen (9) ist 


y- -Y-"X 
mB Le) 
-XY¥4 XY7X4+Y 


beschrankt, und damit sind auch X, Y, | Y|~* beschriinkt. F, ist also kompakt. 
Unter Verwendung von Satz 4 erhalten wir 

Theorem |: Fiir h > 1 ist A(H) eine diskontinuierliche Gruppe erster Art 
mit kompaktem Fundamentalbereich. Sei G fiir v = 2 symmetrisch, fiir v = 3 
alternierend. A(H,@) ist eine diskontinuierliche Gruppe erster Art mit kom- 
paktem Fundamentalbereich relativ zu 9,. 

SchlieBlich betrachten wir noch die Kongruenzuntergruppen 4,(H) und 
A, (H, @) nach einem ganzen Ideal € in Ky. A,(H) bzw. A,(H, @) sei die Unter- 
gruppe aller W ¢ A(A) bzw. A(H, @), fiir die W = E (mod). 


A,(H) = C-1A,(H) C, A,(H, @) = C-1A,(H, @) ¢. 


Theorem 2: p sei ein Primideal in Ky. t = p” eine Potenz von p, so dap 
t°-1! + p, wobei p die rationale Primzahl ist, fiir die p | p. Dann haben die Gruppen 
1,(H) und A,(H, G) keinen Fixpunkt in 9,, d.h. keine Abbildung auBer der 
identischen Abbildung hat einen Fixpunkt in 9,. 

Beweis: Da A,(H,G@)¢ A,(H) und 9,2, 93° 9,, geniigt es, den Satz fiir 
A,(H) und $, zu beweisen. Der Beweis fiir vy = 3 von C. L. Strcer [4] laBt 
sich wortlich tibertragen. 

SchlieBlich zeigen wir noch einen Satz tiber die Kommensurabilitét der 
Gruppen 4(H). Wir kénnen die Gruppen 4(H) in Klassen von kommen- 
surablen Gruppen einteilen. Von Interesse ist die Frage nach einfachen 
Klassenreprasentanten. Wegen Satz 2 kann man annehmen 


H = [d,,dy,...,dgn), GE O,, Gy dg..-.dy>O, Gyyy,..-,dgg<O. 
Ferner sei 


D, = {(di",...,d'*], D,=[d's,,..., ds); 
1 n 


a+i°°* 9? "Sa 
dann ist 


Dy 0\ /-ik EB iE -iB\ /D, 0 
0 - 2 )( ) c-1- 2-( )( ). 
0 D;)\ iz B BE £E/\o D 


A,(A) besteht aus allen Matrizen 


1 i -1 é 
m= {0,4 De x( ) + DB D3 x ( )+ 
-i 1 il 


+ DiC Dy? x fi. ) + ayeey = , ‘} 
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wobei (6 rt die Gruppe A (H) durchlauft und 


1 D,AD;' iD, AD} 
D,AD} x = 
-—t 1 -—iD,AD;' D,ADy* 


usw. Allgemein kann man jede Matrix M eindeutig darstellen in der Form 


1 ras -1 i -1 - 1 -i 
(10) Mm = 3 {4* x ( ) + Br x( )+orx( )+Dex( } 
-t 1 i -i 1 il 
mit n-reihigen Matrizen A*, B*, C*, D*. Multiplikation der Matrizen M be- 
* 
deutet fiir die A*, B*, C*, D* Multiplikation der Matrizen os > de wei die 
Gruppe aller M ¢ Q,, fiir die A*, B*, C*, D*< 0x. Wir kénnen nun leicht 
folgenden Satz beweisen. 
\W2 
Satz 5: Alle Gruppen A(H), fiir die (3) € Ky, sind kommensurabel. 
Beweis: Es sei a das Ideal d,d,...d,, 0x, aus Ky. 4,(H) sei die Unter- 
gruppe aller M < A,(H), fiir die 
C MC-'= E (moda). 
Es ist der Index [4,(H) : 4,(H)] endlich, 


AB 


cmc=(55 


)e AH). 


Dann ist in der Darstellung (10) 
A*=D,AD;', Bt=D,BD;', Ct=D,CD;', D*=D,DD,". 
d, \1/2 AB £0 , 
Wegen (3 ) € Ky und (aa = (( z) (mod a) sind A*, B*, C*, D* ¢ ox. Da- 
her ist 4,(H)¢ Ay. O sei die Untergruppe aller Elemente von Ao, fiir die 
* * 
is >) = E (moda). Dann ist 9 ¢ A,(H) und [A,: 9] endlich. SchlieBlich sei 
@ die Gruppe, die von den Elementen aus 4,(H) und @ erzeugt wird. @ ist 
eine gemeinsame Untergruppe von 4, und 4,(H) von endlichem Index in 
A,(H) und Ay. Da A, von H unabhingig ist, folgt die Behauptung. 
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Uber meromorphe Modifikationen. 


IV. Die Erzeugung analytischer und meromorpher Modifikationen zwischen 
kompakten Mannigfaltigkeiten durch 6 - Prozesse. 


Von 
Witxewo Sroit in Tiibingen. 


Nachdem in drei vorhergehenden Arbeiten') die notwendigen Grundlagen 
geschaffen wurden, kann nun gezeigt werden, wie sich analytische und mero- 
morphe Modifikationen 4-dimensionaler komplexer Mannigfaltigkeiten aus 
Modifikationen eines einfachen Typs aufbauen. Dieser einfache Typ war 
schon linger in der algebraischen Geometrie in Gebrauch und wurde von 
H. Horr [9]') in die Funktionentheorie unter dem Namen ,,o-ProzeB“ ein- 
gefiihrt*). 

: seni ad G, A, M,t 

Eine Modifikation M = = ( H.B.N.v 
menge A der 2n-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit G pseudokonform 
auf dié offene Teilmenge BCH der komplexen Mannigfaltigkeit H abbildet 
und die Umkehrung t~! = v hat. Es ist dabei M = G— AC M* und N = H — 
— BC N*, wo M* und N* in geeigneten Umgebungen von M bzw. N ana- 
lytisch sind und héchstens die Dimension 2» — 2 haben. Mit M ist auch 


M-i= M (6 nr oe eine Modifikation, nimlich die inverse. M heiGe offen, 
n oy a® 


wenn mit jeder offenen Umgebung U 2 M auch t(U -\ A) U N offen ist. Sind M 
und M-! offen, so heiBe M beiderseits offen. Wenn die Abbildung rt lings 
jeder 2-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit L aus G, die M nur in 
einem Punkt P, trifft, in P, nicht streut, so heiBe M meromorph. Im Falle 
n = 2 ist dann auch M-! meromorph. Ist v in WN regulir, so heibe M analy- 
tisch. Eine analytische Modifikation ist offen und meromorph. 


. “oe . G, A, M, ¥ 
Ist die Modifikation M = ry te B, N,v 


morph, so gibt es zu jedem singuliren Punkt P,¢ M eine rein 2-dimensionale 
analytische Menge C ( P,), auf der v, abgesehen von isolierten Punkten, regular ist, 
und die durch die Fortsetzung v(Q, H) von v — abgesehen von diesen isolierten 


) liegt vor*), wenn t die offene Teil- 


) beiderseits offen und mero- 





1) Unter dem gemeinsamen Titel ,, Uber meromorphe Modifikationen‘ wird eine Reihe 
von Arbeiten veréffentlicht. In der Mathematischen Zeitschrift erschienen : Teil I (§ 1—§ 3) 
Bd. 61, S. 206—234, Teil II (§ 4—§ 6) Bd. 61, S. 467—488, Teil III (§ 6—§ 19). Bd. 62, 
S. 189—210. In den Mathematischen Annalen erscheinen: Teil IV (§ 10—§ 12) und Teil 
V (§ 13—§ 16). Die Literatur und eine ausfiihrliche Finleitung findet sich in Teil I. 

*) Man vergleiche H. Horr [9,9a], BeHnke und Srert [1], Catasr und RoseEn- 
Licut [2], Hrrzesrvcs [6,7 u. 8]. 

*) Zur Einleitung und Begriffsbildung sei auf Teil I—III verwiesen. Hier wird nur das 
Unentbehrlichste wiederholt. 


Math. Ann. 130. ll 
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Punkten — auf den Punkt P, abgebildet wird. Haben G und H eine abzihlbare 
Basis der offenen Mengen, so folgt aus diesem Hauptsatz iiber meromorphe 
Modifikationen leicht, daB die singularen Stellen von t und v isoliert liegen*). 

Nach diesem Riickblick seien einige Bemerkungen zu dieser Arbeit ge- 
stattet. Die Definition des o-Prozesses in § 10 und die dort bewiesenen ein- 
facheren Eigenschaften des o-Prozesses sind bekannt, sollen jedoch hier ge- 
geben werden, um sie spiter in der gebrauchten Form zur Hand zu haben. 
Insbesondere gilt das fiir den unentbehrlichen Satz 10.16 von H. Horr und 
H. BuenR:r, dessen Formulierung sich von der bei H. Horr [9a], § 3, Nr. 2 
und 3 gegebenen erheblich unterscheidet. 

In den §§ 11 und 12 werden die Siitze, daB sich jede analytische Modifi- 
kation durch o-Prozesse und jede meromorphe Modifikation durch o-Prozesse 
und deren Umkehrung gewinnen laBt, unter der Einschrinkung bewiesen, 
daB in N héchstens endlich viele 2-dimensionale irreduzible analytische 
Mengen enthalten sind. Das ist z. B. in dem wichtigen Spezialfall einer kom- 
pakten Mannigfaltigkeit immer richtig; daher die etwas zu enge Uberschrift 
dieser Arbeit und der §§ 11 und 12. Spiater, in Teil V, wird diese Einschrin- 
kung beseitigt werden. Die folgenden Griinde sprechen dafiir, diesen Sonder- 
fall vorwegzunehmen: 

1. Im allgemeinen Fall kommt man nicht mit endlich vielen o-Prozessen 
aus. Es mu8 noch gezeigt werden, daB diese o-Prozesse gegen eine Grenz- 
mannigfaltigkeit ,,konvergieren“. Dies macht die Formulierung der Sitze 
und ihren Beweis erheblich umstandlicher und uniibersichtlicher. 

2. Der kompakte Fall ist ein wesentlicher und haufiger Spezialfall; man 
denke nur an die birationalen Transformationen zwischen algebraischen 
Mannigfaltigkeiten. Daher mag es von Interesse sein, auch beim Beweis ohne 
den in 1. genannten ,,Grenziibergang’’ auszukommen. 

3. Im allgemeinen ist es gar nicht méglich, durch Hintereinandersetzen 
von o-Prozessen in Mengen eine analytische Modifikation zu erzeugen‘), 
sondern die einzelnen o-Prozesse miissen in einer etwas komplizierteren Art 
zusammengesetzt werden. Man vergleiche dazu Teil V. 

Die Methoden bei der Untersuchung analytischer Modifikationen in § 11 
sind dieselben wie bei H. Horr [9a]. Sie lassen sich nicht unmittelbar auf 
meromorphe Modifikationen anwenden. Erst der in Teil III bewiesene Haupt- 
satz tiber meromorphe Modifikationen‘) gestattet es, die Beweismethode von 
H. Horr auch fiir meromorphe Modifikationen nutzbar zu machen. 

Da in diesem und dem folgenden Teil nur noch 4-dimensionale Modifi- 
kationen auftreten, werde der Index 2 weggelassen: 

G, A, M,t G, A, M,t 
. (i, BN. yy =m (iy B.N.v) 
§ 10. Der o-ProzeB. 

Haufig werden Konstruktionen auftreten, bei denen der folgende bekannte 

Satz gebraucht werden wird. 


4) Man vergleiche die Satze 9.3 und 9.4 in Teil III. 
5) Man vergleiche das Beispiel zu Beginn von § 13. in Teil V. 








Uber meromorphe Modifikationen. IV. 


' Satz 10.1. Identifizierungssatz. 
Voraussetzung. 1. Jedem Element v einer Indexmenge N sei eine 2n- 
dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit G, zugeordnet. 
2. Zu jedem Paar (pu, v)ENxXN sei eine offene Menge A,, SG, gegeben; ist 
A,,+9, 8o werde A,, durch y,,, pseudokonform auf A,,, abgebildet. 


3. Es gelte 
(10.1) Teo (Ay, \ Ag) S Ayo; 
(10.2) Yur Yq (P) 7. Yue (P) fir Pé You (A, A,,), 
(10.3) A,, = G,, 
(10.4) Yw(P) = P fiir P € G,. 


4. Sind P€G, und Q€G,, ist im Falle P€ A,, auch noch Q + y,,, (P), so 
habe P eine Umgebung UCG, und Q eine Umgebung VCG,, 80 dap 
V AY (U (\ A,,) leer ist. 

Behauptung. Hine 2n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit H exi- 
stiert, fiir die gilt: 

1. Kine pseudokonforme Abbildung «, bildet G, auf H,CH fiir vER ab, 
wobei H = U H, ist. 


2. Fir (yu, ») CRN ist «,(A,,) = «,(A,,) = Hy Hy. 

3. Fiir Q¢ A,, ist a7a,(Q) = y~,(Q). . 

4. Die Forderungen 1. bis 3. bestimmen H bis auf analytische Aquivalenz 
eindeutig; ist niimlich H eine zweite solche Mannigfaltigkeit, die mit %, und H, 
statt «, und H, die Forderungen 1. bis 3. erfiillt, so gibt es eine pseudokonforme 


Abbildung x von H auf H, fiir die gilt 
(10.5) 7(Q) = a, a" (Q) fiir QE H,, 
(10.6) x(H,) = H,,. 

Der o-ProzeB mége zunichst in dem Spezialfall eines Koordinatenraumes 
definiert werden, was im folgenden Satz geschieht. 

Satz 10.2. Beispiel einer Modifikation (o-ProzeB)*). 


Voraussetzung. Auf der Zahlenkugel S* seien homogene Koordinaten 
5 =(C,: 6.) eingefiihrt. AuBerdem werde gesetzt 


°G = {(, 23) | || <1, 29] < 1}, 


°M = {(0, 0)}, °4 =9G — 9M, 

°H = {(3;¢) | 2)0a— 220, = 0, § = (2%, 22) € °G, C= (2, : Cs) § S?}, 

oN = 9M x S?, °B =°H —-°N 
gq (z,, Z_) = (2, 2g; 2 2 29) fiir (2,2) € °A, 
%(3,¢0) =4 fiir (4; C) €°H, 
0,0) =¢ fir (3; 0) 9H. 


*) Der aus der algebraischen Geometrie bekannte ,,o-ProzeB*‘ wurde unter diesem 
Namen neuerdings von H. Horr in die Theorie der komplexen Mannigfaltigkeiten einge- 
fiihrt. Die hier gegebene Definition stammt von H. Horr. Zum o-ProzeB vergleiche man 
H. Horr (9, 9a], Hirzesrucu [6, 7, 8], BeEHNKE u. Stern [1], CacaBr u. RosEn.uicur [2]. 


11* 
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Behauptung. 1. Es ist °H eine 4-dimensionale komplexe Teilmannig- 
faltigkeit. der 6-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit °G x S?; es hat °H 
nur gewohnliche Punkte’). 

2. In °H ist °N eine kompakte komplexe Kurve, die nur aus gewdhnlichen 
Punkten besteht und durch 9 konform aus S? abgebildet wird. 

3. Durch °o wird °A pseudokonform auf °B abgebildet. Die Umkehrung 
von % ist °v. Es ist 

0 0 0, 
=I (sy, ov, ) 
eine analytische und beiderseits offene Modifikation. 
Beweis. 1. Setzt man °H, = °H 1) {(3; C) | €¢, +0}, so ist °H = °H, VU °H,. 





Durch 

(10.7) By (Uy, Ug) = (ty, Uy My; 1: wy) 

wird °H{ = {(t,, ™g) | |u| <1; |u, wy] < 1} topologisch auf °H, ¢ °G x S* und durch 
(10.8) 9B. (v1, Ve) = (V1 Vg, Vg; V1: 1) 


wird °Hy = {(v,, %) | |%,%| < 1; |v] < 1} topologisch auf °H,¢°@ x S* ab- 
gebildet. In °H, + °H, gilt 


1 
he 9B, (uy, Ue) = (— , ts, 3) 
fiir u = (w,, Uy) € BT? (CH, A °H,) = {u | w+ 0} 9H}, 
? 
“sr ®B2(%,, V2) = (o Vg, 7 
fiir v = (v,, vg) € By *(°H, \°H,) = {0 | o, + 0} 0 HS. 


Daher ist °H eine komplexe Mannigfaltigkeit. 
In °G x {f | C, + 0} hat °@ x S* die Parameterdarstellung 


(10.9) 


(10.10) 


(10.11) 6(D, t) = (Yy, Yes 1:#) = mit |y| <1, |y2| <1, |t| <0 
und in °G x {¢ | ¢,+ 0} hat °G x S® die Parameterdarstellung 
(10.12) e(r, 8) = (a, %38:1) mit |z,| <1, |z,| < 1, |s| < 9. 


Auf (°@ x {¢ | ¢, + 0}) \ H = H, hat die Funktionalmatrix 


25-* B, (uy, Ue) 1 u,0 
(10.13) 2 (Uy, Us) i (0 uy 1) 


den Rang 2. Ebenso hat auf (°@ x {¢ | ¢, + 0}) \ H = H, die Funktionalmatrix 


Ge-* Bs (4, Us) e . 0 >) 

2 (,, Ug) y,10 
den Rang 2. Daher hat die Teilmannigfaltigkeit °H von °G x S? nur gewéhn- 
liche Punkte. 

2. Da °Br1(°N -\°H,) = {(0, tg) | [ug] < 00} und B>*(°N A\°H,) = {(ry, 0) | 
|v,| < co} ist, stellt °N in °H eine kompakte komplexe Kurve dar, die nur 
gewohnliche Punkte hat. Durch 0 wird °N konform auf S? abgebildet. 


3 7) Man kann °H als den Raum der ,,zum Nullpunkt gerichteten Linienelemente“ 
von °G ansehen. 


(10.14) 
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Auf °A ist °@(z,, 23) = (z,, 2g; 2: Z,) erklirt und bildet °A pseudokonform 
auf °B ab. Die Umkehrung °v wird durch °v(g, ¢) = 4 analytisch auf H fort- 
gesetzt und bildet °N auf °M ab. Daher ist °S eine analytische und somit 
auch offene Modifikation. Strebt 4,= (z{, z3)>0 fiir v-+co mit 4,¢°A,so hat 
die Punktfolge ¢,= (zj: 23) € S* einen Hiufungspunkt ¢ ¢ S? und fiir eine Teil- 
folge u, strebt 


(10.15) T(3n,) = (bn, o,,) > (0, 6) CON 


fiir vy oo. Die Modifikation °6-" ist offen; also ist °6 analytisch und beider- 
seits offen, w.z.b.w. 
Die Modifikation °6 gibt den o-ProzeB bis auf analytische Aquivalenz: 
Definition 10.1. Der o-ProzeB in einem Punkt*). 
Hine Modifikation © =m (774 'y' +) heie ein o-ProveB im Punkt Py, 
wenn M aus dem einzigen Punkt P, besteht und wenn es eine offene Umgebung ,G 
von M und ,H von N gibt, so daB die Modifikationen 


o@, Ar) G, M,t 
(10.16) oS = M ( BH, N, WE 

°G, °4,°M, % 
(10.17) *S = M (om °B, °N, M4) 


(man vergleiche Satz 10.2) dquivalent sind*). Die Menge N heiBe eine Hopf- 
sche o-Sphiire oder Trigersphire. Es werde 


(10.18) T= Op,, v= vp,, vp, (Q, H) = Bp, (Q) = 0(Q) fir Q¢H, 
G, » Py ° 

(10.19) S-6(7 . : se 

(10.20) H = @p,G, N = Gp, P,=S P, 

gesetzt. 


Satz 10.3. Die Existenz des o-Prozesses®). 

Ist P, ein Punkt einer 4-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit G, so 
existiert ein o-ProzeB in Py. 

Beweis. Eine Abbildung « € PB (@) bildet °@ = {9 | |z,| < 1, |z,| < 1} pseudo- 
konform auf ,@ ¢ G ab, wobei «(0) = P, ist. Die Bezeichnungen von Satz 10.2 
werden iibernommen. Es seien {P,} = M und A = G—M. Nun werde die 
Konstruktion von Satz 10.1 (Identifizierungssatz) gemaiB der folgenden Ta- 
belle durchgefiihrt : 


Satz 10.1| % | G | @, | 4u | 4 | 4 | 4n | echt ni 
Hier | (1,23| 4 | H | 4A | °H | *B |ANG| yu(P)= P fir PEA 








Satz 10.1 Vis | Yu | Ya ; 
Hier Yi. = a °v auf °B | Yn = °9 a"! auf A/\,G | Ya(P) = P auf°H 








Die Voraussetzungen 1. bis 3. von Satz 10.1 priift man leicht nach. Die 
Voraussetzung 4 ergibt sich so: 


*) Man vergleiche (1.8) bis (1.11) in Teil I. 
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4. Sind P¢€ A, Q€ A oder P€°H, Q€°H und sind die Punkte P und Q 
verschieden, so gibt es Umgebungen U von P und V von Q mit Un V = @: 
also ist yy, (UA A)AV= UAV = 8 oder y(U A °H) AV = UNV=8. 

Sind P< A, Q€°H und ist P€,@ mit y.,(P) + Q, so gibt es Umgebungen 
U'c °A von a-?(P)+0 und V’ © °G von %(Q) + a-1(P) mit U'n V'=9. 
Es ist V =°v-1(V’) eine offene Umgebung von Q. Es ist U = «(U’) eine offene 
Umgebung von P. Dann ist 
Ya(U A 9G 0\ A) V=9o a (UN (G7 A) 80-1 (V’) 

=%@ a (U nr A) %1(V') A °B 
= % a-1(U 44 A) %a(V’ \°A) 
= %(U’ 7 V' 7\°A) = 98. 

Sind P< A, Q¢€°H und ist P¢ A—,G, so ist «°v(Q) €o@. Es gibt eine 
Umgebung U von P und V’C,@ von «°v(Q), so daB Ur\ V’ leer ist. Es ist 
V =°%y-1a-1(V’) eine offene Umgebung von Q und es gilt 

Ya(U NgG NA) OA V= yu (U NgGE@NA)A®BOV 
(10.22) = ¥n(U AN°E4ANA)O% a3 (GG nAr V’) 
= ¥n(U NV’ A gG 4A) = 9. 
Die Voraussetzungen von Satz 10.1 sind erfiillt. 

Man erhilt also eine 4-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit H, deren 

Eigenschaften sich aus Satz 10.1 gemaB der Ubersetzungstabelle ergeben: 


(10.21) 














Satz 10.1; a, | A, | H, | H,\Hy = %(An) = 4442) 
Hier tm | Hy=m(4) | Hy= mH) | iH, = (ANG) = m(°B) 

Satz 10.1 ay*as(Q) = Yi2(Q) fiir Q€ Ais 

a nz'ma(Q) = ¥12(Q) = @°v(Q) fir QE*B 

Satz 10.1 a5*a,(Q) = vu(Q) fiir Q€ An 

Hier | om'm(Q)=ynlQ)="2-(Q) fir QEGOA 


Durch o(P) = y,(P) wird A pseudokonform auf B = H, abgebildet. Die 
Umkehrung sei v(Q) fiir Q¢ B. Es ist 
N=H—B=H,UH,—H,= 4,—H,= 4,— HH, 4H, 
= n2(°H —°B) = n,(°N) c Ay. 
Da °N kompakt ist, ist auch N kompakt. Mit °N ist also auch NW analytisch 
und hat die Dimension 2. Daher ist 6 = M fe - - .) eine Modifikation. 


Die Menge M besteht aus dem einzigen Punkt P,. Durch «-! wird ,@ pseudo- 
konform auf °G abgebildet, wobei 


(10.24) a-1(6@) =9G, a-4(QgG@\A) =A, a-1(M) = {0}. 

Durch n> ' wird H, pseudokonform auf °H abgebildet, wobei 

(10.24) ny *(H,) =°H, ny'(BOH,) =°B, nz*(N) =9N, 

(10.25) n2°o a" (P) = Hoyun(P) = m(P) = 0(P) fir PésGnA, 
(10.26) av mo *(Q) = ya ng (P) = ny'(Q) = v(Q) far Q¢ BO H,. 


(10.23) 
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Die Modifikation ~S = M ( : , . : be 7 °) und °S sind dquivalent. Also ist 
ein o-ProzeB in Py, w.z.b.w. 

Nach der Existenz soll jetzt die Eindeutigkeit des o-Prozesses bewiesen 
werden. 

Satz 10.4. Eindeutigkeit des o-Prozesses*®). 

Voraussetzung. Zwei o-Prozesse 


G, A, Po, op, G, A, Py, &p, 

10.27 = “ar 
(10.27) S lee hue und © = (ib to ‘ 
seten gegeben. 

Behauptung. Die Modifikationen GS und S sind diquivalent ; genauer: es 
gibt eine pseudokonforme Abbildung 6 von H auf H, so daB gilt 
(10.28) 6(Q) = Gp, vp,(Q) fir Q¢B 
(10.29) 6(H)=H, 6(B)=B, 6(N)=N 


Beweis. Die Bezeichnungen von Satz 10.2 und seinem Beweis werden 
verwandt. GemaB8 Definition 10.1 wird eine offene Umgebung ,@ von P, 


durch eine Abbildung « auf °G, eine offene Umgebung oe von P, durch eine 
Abbildung « auf °G, eine offene Umgebung ,H von N durch eine Abbildung £ 


auf °H und eine offene Umgebung oH von N durch eine Abbildung B auf °H 
pseudokonform so abgebildet, daB gilt 


a(Ar\oG)=°A, a(P,)=90, op,= Boa auf ANG 
&(Ar\g@)=9A, 2(Py)=0, Sp,=f-! & auf AN 4G, 
B(Bo\oH)=°B, B(°N)=N, vp,= a) % B auf Bo oH, 
B(BO.H)=9B, BON)=N, dp,= vB auf Bo oH. 


Es ist U = a (GA o@) eine offene Umgebung des Nullpunktes und 
V =%@(U -\°A) UN offen. Durch 


(10.31) G (3) = (9; (2, 22), Go(%, %2)) = % a-* (4) 


wird U pseudokonform auf die offene Umgebung U = a(Gyr G,) des Null- 
punktes abgebildev. Es ist g(0) = 0 und 


(10.30) 


(10.32) GJ, (24, 2g) = @,32, + A, 92% + A, (2, 29), 


wobei h, (z,, 2.) in U analytisch ist und mit seinen ersten Ableitungen im Null- 
punkt verschwindet. Es ist 


(10.33) h, (Uy, Uy Uy) = uz f,, (U, U9), 
(10.34) h, (v, Ug, Ve) = V3 f,9(X4, Y), 


wobei /,, an allen Stellen (u,, u,) mit (w,, u,u,)¢ U und f,, an allen Stellen 
(v1,¥g) mit (v,v,,v,) € U analytisch sind. Die Determinante det(a,,) ist nicht 
Null. Mit den Bezeichnungen des Beweises von Satz 10.2 gilt 


(10.35) %@ x a! YB, (w,, ug) = (2, 22; C,: Ce) 
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mit 


2 = Jy (Uy,UyUy) 


(10.36) 22> Ja (Uy, Uy Uy) 

Cy = Gy + Aygtg+ Uy fy (Uy, Uy) 

Ca= Gay + Mgy ty + Uy fay (My, Me) 
in der offenen Umgebung °87'(V-\°H,) der Ebene °Nj =°f7'(°N 1 °H,) 
= {(0,u,) | |u| < co} mit Ausnahme dieser Ebene selbst. Die Abbildung 
°o & a? "yf, liBt sich aus °B71(V -\ °H,)—°N{ gemaB (10.36) pseudokonform 
auf °B-'(V\°H,) fortsetzen. Also léBt sich “9% a % aus V7 °H,\°B 
pseudokonform in V -\ °H, fortsetzen. Ebenso zeigt man, daB sich °c « a! %v 
aus V -\°H,/7\°B pseudokonform in V - °H, fortsetzen laBt. Da N = V—°B 
und °H, UV °H,=°H ist, laBt sich °o « a! %v aus V ~\°B pseudokonform zu y 
in V fortsetzen. Fiir (0, 0; f,: €,) € °N ist 


(10.37) y (0,0; C1: 0g) = (0,05 (@y, 01+ @ie0g) : (Gr Fa + 2202). 


Also bildet y die Traigersphiire °N pseudokonform auf sich ab. Auf 8-"(V)-~ B 
= B-?%(U 7\°A) = B-1(V 7 °B) gilt 


(10.38) Sp,vp,(Q) = B-? °o & a vy B(Q) = B- y B(Q) 
Die Abbildung Gp, vp, wird aus B in H analytisch durch 
0.39) 5(Q) — { 2.rP-(@) fir QB 
B-* y B(Q) fir Q¢ NC p-(V) 
fortgesetzt, fiir die 
(10.40) 6(B) = Gp,vp,(B) = Gp,(A) = B, 
(10.41) 3(N) = B y B>(N) = B y(N) = BON) =N, 
(10.42) 6(H) = 6(B)Ud(N) = BUN=H 


gilt, und die jeweils auf B und auf N eineindeutig, also wegen 6(B) -\ 6(N) = 9, 
auf H eineindeutig ist, w.z.b.w. 
Satz 10.5. Der o-ProzeB als ,,einfachste‘‘ Modifikation®). 


Voraussetzung. Hine Modifikation M@ = M (F “ % 


Behauptung. Dann und nur dann ist M ein o-ProzeB in einem Punkt, 
wenn gilt 

1. Die Modifikation M ist analytisch und beiderseits offen. 

2. Die Menge M besteht aus einem einzigen Punkt. 

3. Die Menge N ist eine kompakte, irreduzible analytische Menge der Di- 
mension 2. 

Anmerkung. Ist M offen und besteht M nur aus einem Punkt, so verhilt 
sich v(Q) auf N bestimmt und v(Q, H) ist auf N analytisch, d.h. M ist ana- 
lytisch. 

Beweis. a) Die Modifikation M sei ein o-ProzeB. Dann gibt es eine offene 
Umgebung ,@ von M und eine offene Umgebung ,H von N, so daB die 


) sei gegeben. 








ww 
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Modifikationen 
0, A 7) G,M,t 


/,M, °A,°M, °c 
(10.43) 6-2(F a0 awe) und % = mn (oe mane 
aquivalent sind. Mit %S erfillt dann auch 56 die Forderungen 1. bis 3. Sie 
gelten also auch fiir M, w.z.b.w. 
b) Die Modifikation M erfiille die Forderungen 1. bis 3. Nach Satz 7.1 
ist v(Q, H) = P, fir Q¢ N, wenn P, der einzige Punkt von M ist. In P, 


G, A, P. ‘ 
werde der o-ProzeB © = © (7 B 7 me ausgefiihrt. Nach Satz 5.9 (mit 
y(P)=P fir P€G und Anmerkung 2) ist die Modifikation M@-' 


=M é = — beiderseits offen und meromorph. Setzt man t* = t vp, und 


v* = vop, so sind gemaB Satz 9.3 die Abbildungen t* und v* je in héchstens 
einem Punkt singulir. Angenommen, t* ist im Punkt Q,¢ N singulir, dann 
verhilt sich v* auf N regulir mit Ausnahme einer Menge D, die héchstens 
einen Punkt enthalt. Fiir Q ¢ N — D gilt v*(Q, H) = Q). Nun werden 3 kom- 
plexe Kurven L, durch P, gewihlt, die nur gew6hnliche Punkte haben, und 
deren Tangenten in P, paarweise verschieden sind. Thnen entsprechen kom- 


plexe Kurven L,= op, (L,, L,) in H mit L, AN = L, AN ={Q} und Lt 
= 1(L,, L,) in H mit L§ \N = TS \N = {*Q"} fiir » = 1, 2, 3. Nach Satz 6.4 
ist Qr+ Q* und *Q’+ *Q* fiir » + uw; weil D héchstens einen Punkt enthilt, 
gibt es zwei Punkte *Q” ¢ N — D und *Q"*¢ N — D, fiir die 

Qr= vt (*Q", LE) = v*(*Q", H) = Qy= v* (*Q", H) = v* (*Q", LI) = Qr 
gilt, was falsch ist. Daher ist r* in N regular. Ebenso folgt, daB v* in N 
regular ist. Nach Satz 5.10 laBt sich t vp, zu einer pseudokonformen Abbil- 
dung £ von A auf H mit £(B) = B und (N) = N fortsetzen, wobei B-! r(P) 
= Gp,(P) fir P¢ A ist. Daher sind M und © aquivalente Modifikationen und 
M ist ein o-ProzeB, w.z.b.w. 

Die Behauptung, daB eine Modifikation, die die 3 Forderungen von Satz 
10.5 erfillt, ein o-ProzeB in einem Punkt ist, wird sich spiter noch auf an- 
derem Weg (nach Hopr, Satz 11.3) ergeben. Nun mégen noch einige Eigen- 
schaften des a-Prozesses bewiesen werden. 


Satz 10.6. Eigenschaften eines o-Prozesses *). 


Py, : 
Voraussetzung. Hin o-Prozep GS = © ~ 3 N. Na sei gegeben. 


1. Die Abbildung vp,(Q, H) hat auf N die Vielfachheit 1. 
2. Die Mannigfaltigkeit H hat zwei Karten U, mit 8,¢(H) und Us, mit 
B.€ D(A), die Mannigfaltigkeit G hat eine Karte U, mit « €B(G@), so daB gilt: 
a) Durch B, wird U's, = {(u, Ug) | |u| < 1, uy up| < 1} pseudokonform auf U», 
abgebildet, wobei gilt : 
(10.44) Ni = {(0, us) | [| < 00} = Br (N 0 Us). 
ms, Durch Bs wird Ups,= {(e, %) | |¥:%2| < 1, |v_| < 1} pseudokonform auf 
p, abgebildet, wober gilt : 
ga Ng = {(v4, 0) | [oy] < 00} = Bg (NO Uy,). 
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c) Es ist Us, Us, eine offene Umgebung von N. Es gilt 


(10.46) Bz" By (ty, Me) “ (= » & us) 
fdr w= (uy, my) € BE*(Op, \ Up) = (0 | uy + 0} Us, 


1 
cioary Fr" Palen) = (1% 5) 
fiir v = (v4, v2) € Bo" (Ug, \ Up,) = {0 | v, + 0} UG, 


d) Durch « wird U},= {(z, 2) | \z,| <1, |z—| < 1} pseudokonform auf U, 
= vp,(Us, \ Ups H) abgebildet, wobei «(0) = Pz ist. 


e) Es ist 
(10.48) al vp (8, (u), H) = (u,, uu) fiir uc U5. 
(10.49) a1 vp, (Bp (ut), H) = (re, %) fiir » € U;,, 
(10.50) Br ap,a(3) = (2, *) fiir 0 < || <1, |ml <1, 
(10.51) By! op,a(4) = (2 ,*) fiir |z,| < 1, 0 < |z,| < 1. 


Beweis. Die Bezeichnungen von Satz 10.2 und seinem Beweis werden 
benutzt. Es gibt Umgebungen U, von P, und ,H von N, so daB die Modi- 
fikationen ,S = © i a 7 oe und °S = M oy oe « aquiva- 
lent sind. Also wird U!, = °@ durch eine Abbildung « €9(@) pseudokon- 
form auf U, abgebildet, wobei «(0) = P, ist; es gibt eine Abbildung y, die 
°H pseudokonform auf »H mit y(°N) = N abbildet, wobei y~'op,« = °o auf 
°A ist. Setzt man 


(10.52) B,= y°B, auf °H;, Us, =°H;, Us = B,(U;5,). 
(10.53) B.= y°B, auf °H3, Us, =°H3, Us.= B,(U;,), 
so ist nach dem Beweis von Satz 10.5 die 2. Behauptung erfiillt. 
Wegen 
da-tv(B,(u),H) jl uy! ‘ - 
(10.54) ‘ Ole ts) ='0 1, = Uy, fiir u¢ U5, 
(10.55) @a-' v(B,(v), H) _j% 9 . far v ¢ Us, 


2(, Ve) |v, 1 
hat v(Q, H) auf N = {f,(0, ug) | |u| < 00} U {,(v,, 0) | |v,| < 00} die Vielfach- 
heit 1. Somit gelten beide Behauptungen, w.z.b.w. 

Nun sollen mehrere o-Prozesse ,,gleichzeitig’’ in den Punkten einer abge- 
schlossenen Menge M ausgefiihrt werden. 

Definition 10.2. Der o-ProzeB in einer Menge*). 
Es heife Sy, = S G o - = ein o-Prozef in der Menge M, wenn gilt: 

, , *°M 

1. Es sind G und H komplexe Mannigfaltigkeiten der Dimension 4. 

2. Die offene Teilmenge A = G— M wird durch oy pseudokonform auf 
B= H —N abgebildet, wobei vy, = o3,' die Umkehrung ist. 

"®) Diese Definition des o-Prozesses in einer Menge wurde von H. Horr in Vortragen 

gegeben. Sie findet sich in einem Spezialfall auch bei CaLaBI und Rosen icut [2]. 
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3. Die Abbildung vy laBt sich aus B analytisch und eindeutig auf H zur 
Abbildung vy (Q, H) = Oy, (Q) fortsetzen. 
4. Fiihrt man in einem beliebigen, Punkt P,¢ M einen o-Prozef 


G,Ap, Po, op, 
(10.56) Sp, = S tee Bp,, Np, cn 


aus und setzt 
(10.57) H}, = Hp, — op,(M 7 Ap,), 
(10.58) B}, = Bp, 0 Hj, 
(10.59) N}>, = Np, Hp, 
0 gibt es eine pseudokonforme Abbildung ap, von H}, auf H’p,C H, wobei gilt: 
(10.60) Oy(P) = ap,op,(P) fir P€ A = vp, (Bj,) 
(10.61) ap,(Bp,) = Hp, B, 
(10.62) ap,(N},) = Hp, AN. 
5. Es ist U Hp,= H"). 


P.¢M 

Satz 10.7. Existenz des o-Prozesses in einer Menge*). 

Ist M eine abgeschlossene Menge einer 4-dimensionalen komplexen Mannig- 
faltigkeit G, so gibt es einen o-ProzeB in M. 

Beweis. Zu jedem Punkt P,¢ M wird ein o-ProzeB 

[ G,Ap,, Pop, 

(ee ~<-¢ (up, Bp, Np, 4 
gewaihlt und werden die Mengen H},,, B},, N}, und A = G—M wie in De- 
finition 10.2 bestimmt. Die Voraussetzungen des Identifizierungssatzes 
(Satz 10.1) werden anhand der Tabelle 


! 











Satz 10.1 | nN | v | _G, Ay | Ap fiir “ + y | ec tank 
Hier | M | P, | Hh, | Hf, | Bp, | vp,p,(P)= P fir Pé Hp, 

Satz 10.1) vy Yu» fir w+ v nN ts 
Hier | Yp,p,(P) = Op, vp,(P) fir P € Bh, 

iiberpriift. 


1. ist erfiillt. 
2. braucht nur fiir P,+ P, iberpriift zv werden, da 2. fiir P,= P, gemaiB 
der Tabelle trivial ist. Es ist B3,= H},7\ Bp, offen. Man erhiilt 
By, = (Hp,— op,(M 7 Ap,)] 0 Bp, 
¢ Bp, — op, (Mr Ap,) a op,(Ap,— M) = Op, (A), 
(10.65) Up, (Gp, (MO Ap,), H) = Up, (Gp, (UM (\ Ap,), 4) =M (\ Ap,= M") 


1°) Die Mannigfaltigkeit H entsteht also aus den Mannigfaltigkeiten H},, indem man 
diese lings B}, identifiziert. DaB man dabei H}, nicht gréBer wahlen kann, zeigt Satz 
10.17. Im abrigen ist 
Hp, (\ B = ap, (Bp) - = &p, Op, Up, (Bp,) = %y¢(A) = 
") Da die Modifikation Sp, beiderseits offen ist, gilt: 


vp,(K, H) = vp,(K. A). 


(10.64) 
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also 
(10.66) Op,(A)S Bp,— op, (i (\ Ap,) = BF. . 


Insgesamt folgt B}, = op,(A); also wird B}, pseudokonform auf Bf, durch 
Yp,p,(P) = op, vp, (P) = op, op; (P) abgebildet. 
3. Es ist (u, v, 9 entspricht P,, Py, P,) 


a) YP», (BP, © B},) = Bp, Py+ Pi + Py + Po, 
B) yplp, (BB, 0 Bh,) = Bp,S HB, = Pot Py= Py 
y) ype, (HB, Bp.) = BB, P,+ Po= Py, 
6) yp», (BR, H},) = BB,S Hp, Po= Py + Py, 
é) Pr, (H}, \ Hf,) = HB, Py= P,= Py, 


also ist (10.1) erfillt. Es gilt 


YPsPoY PoP: (P) = Sp,Up,Fp, Up, (P) = Fp,Up,(P) = Ypyp, (P) 
(10.67) fir P< Bp, (a) —4)) 
YPoPoY PoPo(P) ee YPopo(P) fir P¢ H}, (fiir e)). 

Die Voraussetzung 3 von Satz 10.1 ist erfiillt. 

4. Zwei Punkte Q,¢ Hf, und Q,¢ H}, seien gegeben. AuBerdem sei Q, 
= Yp,p,(Qo) falsch. Nun werde Pf = vp,(Qo, Hp,) und Pf = vp,(Q,, Hp,) ge- 
setzt. 

a) Es sei Py= P,. Dann ist Q,+ yp,p,(Qo) = Qo also gibt es Umgebungen 
V, und V, von P, bzw. P,, deren Durchschnitt leer ist. Folglich ist 
yp.PAVon Ab) A Vi= Ven Vi = ®. 

B) Es sei P} + Pf und P,+ P,. Dann gibt es Gebiete U$, Uf mit P§ « US und 
Pf«¢ Uf, fiir die der Durchschnitt U ~ Uf leer ist. Es ist V§ = vp! (U$,Hp,) > A}, 
eine offene Umgebung von Q, und V¥ = v,'(U¥, Hp.) Hf, eine offene 
Umgebung von Q,. Es ist 


Yp,p, (Vo BE) O VE = op,op) (VEO BE) OVE 
= op,(U§ VA) VE BF, 
= op,(U§ 0 A) Nop, (UF A) 
= op, (U§ AW UF AA) = 9. 
y) Es sei P}= Pf und Q,¢ BP. Dann ist Pf = P}= vp,(Q.) <A und 
Qi = op, (PT) = op, vp, (Qo) = ¥p,p, (Qo), was falsch ist. 
6) Es sei P§= Pf und Q,¢ Bp. Dann ergibt sich entsprechend 
Qo = Yp,p,(Q;) oder yp, p,(Qo) = Q), was falsch ist. 
e) Es sei P§}= PT, Py+ P, und Q.¢ N}, sowie Q,¢ N},; dann ist Pt 
= up,(Qo) = Py und Pf = vp,(Q,) = P,, also ist P,= P,, was falsch ist. 
Die Voraussetzungen von Satz 10.1 sind erfiillt. Eine 4-dimensionale kom-_ 
plexe Mannigfaltigkeit H existiert, so daB gilt: Zu jedem Punkt P,¢ M gibt 


es eine pseudokonfo me Abbildung ap, von H}, auf Hp,¢ H, wobeiH = U H>, 
PEM 


(10.68) 


ist. Es ist 
(10.69) ap, ( BF) 7 ap, (BF) — H>, ‘\ Hp, =B 
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unabhiingig von P,¢ M. Fir Q ¢ Bj, gilt: 
(10.70) ap ap, (Q) = op, vp, (Q) fir Q¢ BP 
Sind P ¢ A, P,¢ M und P,¢ M, so ist op,(P) € BP, und op, (P) € BF, ; also gilt 
(10.71) &p, op, (P) = ap, ap, &p, Op, Up, Fp, (P) = &p, op, (P). 
Daher wird durch oy(P) = ap,op,(P) auf A unabhingig von P,¢ M eine 
pseudokonforme Abbildung von A auf oy(A) = ap,op,(A) = ap,(B},) = B 
definiert. Die Umkehrung vy (Q) = vp, p;' (Q) ist in jedem Punkt von «p, (N},) 
= H>,— B regular. Also ist vy in jedem Punkt von U (Hp,— B) = H—B 
PCM 

= N regular. Wegen N -\ Hp, = ap,(N},) ist N eine rein 2-dimensionale ana- 
lytische Menge, die nur aus gew6hnlichen Punkten besteht. Daher laBt sich 
vy aus B in H analytisch zu vy (Q, H) fortsetzen. Es ist 
(10.72) <A = vy(B) = vp,ap}) ap,(BP,) = vp, (BF,), 
(10.73) ap,(N},) = Hp,— B= Hp, (H — B) = Hp, ON, 
(10.74) ap, (BF,) = &p, (H},— N},) = Hp,— Hp, \N = Hp, B. 
Damit ist gezeigt, daB 

G, A, M, Om 
(10.75) Su =6( FN en) 


ein o-ProzeB in M ist, w.z.b.w. 
Satz 10.8. Eindeutigkeit des o-Prozesses®*). 
Voraussetzung. Zwei o-Prozesse 


G, A, M, By 
wry 6-0 (fe Mana B09 44) 


in derselben Menge M ¢ G seien gegeben. 


Behauptung. Die beiden o-Prozesse G und S sind fiquivalent; d.h. es 
gibt eine pseudokonforme Abbildung x von H auf H, fiir die gilt 


(10.77) a(H)=H, 2(B)=B, xa(N)= 
(10.78) 1 Oy (P) = Fy(P) fiir P< A, 
(10.79) vy (2—(P), H) = dy(P, A) fiir P¢ A. 


Beweis. Zu jedem Punkt P,¢ M werden o-Prozesse 


G,APy ae Sp =S G, AP» ron 
Hp,, Bp, Nre UPo : Pe Ap, Bp, Np, tp, 


und pecudokonforme Abbildungen ap, von Hf, = Hp, —op,(M (\ Ap, auf Hp,C H 


und &p, von Ht, = Hp, - op,(M-\ Ap,) auf Hp, H nach Definition 10.2 be- 
stimmt. Setzt man 


(10.81) B},= Bp, \H>,, N>,= Np,0 Hi}, 
(10.82) Bt, = Bp, Ht, Nt,= Np, Ht, 


(1080) Sp,= 6( 
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so ist 

(10.83) oy(P) = ap,op,(P) fir P¢A = vp,(BE,) = dp, (Bt), 
(10.84) Gy(P) = &p,op,(P) fir P¢ A = vp, (Bh) = 3p, (Bt), 
(10.85) ap, (Bt) = Hp, B, ap, (NP) = Hp, AN, 
(10.86) dip, (BE) = Hp, B, tip, (NB) = Hp, WN. 


Es gibt eine pseudokonforme Abbildung yp, von Hp, auf H p,» fiir die gilt 
(10.87) vp,(Hp) = Hp, yp,(Bp,) = Bp, yp,(Np,) = Np, 

(10.88) yp,(Q) = Gp, vp, (Q) fiir Q € Bp. 
Es ist 





~ 


A}, = Hp,—p,(M Ap, = yp,(Hp,) — yp,(op,(M O Ap,)) 
= YP Hp) — yp,(op,(M -\ Ap,)) = yp, (HB,), 

(10.90) = BE, = Af, Bp, = yp,(H3.) 0 yp,(Bp,) = yp,(BB,), 

(10.91) Nt, = Ht, Np,= yp,(HB) 0 yp,(Np,) = yp, (NF,)- 


(10.89) 


Durch &p,yp,ap; wird Hp, pseudokonform auf H; p, abgebildet. Fir Q ¢ Hp B 
ist 
(10.92) — &p,yp, ap, (Q) = Sy bp, op, vp, op,Yu (Q) = Fu Vu (Q)- 


Daher verhiilt sich Gy vy (Q) in jedem Punkt von N 1 H*,, also in N -\ U H>, 
P.¢M 


= N regular. Daher laBt sich G,v,,(Q) zu einer Abbildung x von H in H 
analytisch fortsetzen. Ebenso laBt sich oy, 0, (Q) analytisch zu 7 aus Bin i 
fortsetzen. Fiir Q ¢ B bzw. Q € Bist 


(10.93) x2(Q)=Q und 22x(Q)=Q. 
Wegen Hp, N = ap,(N},) enthilt N und wegen No H» = &p, (NF) auch N 
keinen inneren Punkt. Daher gelten %2(Q) = Q und 22x(Q) = Q fiir alle 


Q¢H baw. G«¢ H. Also ist 2 eine pseudokonforme Abbildung von H auf H, 
fiir die gilt: 


(70.94) a(H) <=4H, 

(10.95) a(B) = Gyvy(B) = Fy (A) = B, 

(10.96) a(N) =2(H—B)=2(H)—2(B)=-N, 

(10.97) Oy (P) = Gy(P) fir Pé A. w.z.b.w. 


Damit sind Existenz und Eindeutigkeit des o-Prozesses in einer Menge M 
bewiesen. Im Grenzfall kann M leer oder die ganze Mannigfaltigkeit sein. 


Ist « die identische Abbildung von G auf sich und ist M leer, so ist die identische 


Modifikation G = M + aa) je oft & Mla he NAO & 


ganze Mannigfaltigkeit und og die Abbildung, deren Definitionsbereich leer 
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ist, und vy, eine entsprechende Abbildung, so ist 6 = © (S : 2 _ der 


a-ProzeB in G. Nun sollen noch Eigenschaften des o-Prozesses bewiesen werden. 
Satz 10.9. Die eingesetzte Menge bei einem o-ProzeB?). 


G, 
Voraussetzung. Hin o-Prozep Gy = S bs mi : mal sei gegeben. 


Behauptung. Hntweder ist N leer oder eine rein 2-dimensionale analyti- 
ache Menge aus H mit nur gewohnlichen Punkten. Auf jedem irreduziblen Teil 
von N ist vy(Q, H) konstant. Es ist vy(N,H)oCM. Auf N hat vx,(Q, H) die 
Vielfachheit 1, falls N + @ ist. Fiir P,¢ M ist vy'(Po, H) = N-\H>,, wenn die 
Bezeichnungen von Definition 10.2 verwandt werden. 

Beweis. In den Bezeichnungen von Definition 10.2 ist Hp, \ N = ap,(Np, 

\ H},,); also ist N -\ H’p, eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus H’p, 
mit nur gewéhnlichen Punkten oder leer. Daher ist N entweder leer oder eine 


rein 2-dimensionale analytische Menge aus U H}, = H und es gilt: 
P.cM 


(10.98) vy (Q, H) = vp, (ap) (Q), Hp,) fir Q¢ Hp,. 
Daher hat v,,(Q, H) auf Ni“ H>,, also auf N, die Vielfachheit ft und es ist 
vy(Q, H) = P, fir Q€ NO H>,. Also ist vy(N,H)° M. Nach Satz 7.1 
vy (Q, H) auf jedem irreduziblen Teil von N konstant. Ist v,,(Q, H) = 
so ist O¢ NH}, fiir ein P,}¢ M, da H = U Ghat gilt. Es ist v,(Q, H) = 

P.¢ 
also Py>= P, und Q€ NO H>,. Daher ist Dal (Py H) = NOH), w.z.b.w. 

Bei einem o-ProzeB wird normalerweise nur der Fall betrachtet, daB M 
Teil einer Menge ist, die in einer Umgebung von M analytisch und héchstens 
2-dimensional ist. 

Satz 10.10. Der o-ProzeB als Modifikation®). 


G, A, M, oy . - 
H.B.N. 7 sei gegeben. Die 


Menge M habe eine offene Umgebuny U, die eine M umfassende analytische 
Menge M* enthédlt, deren Dimension héchstens 2 ist. 

Behauptung. |. Der o-ProzeB Sy, ist eine analytische Modifikation. 

2. Es ist vy(N,H) = M. 

Beweis. |. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 10.9 und der 
Definition des o-Prozesses. 

2. Mit den Bezeichnungen der Definition 10.2 ist v).' (.1*. Hp.) ein héchstens 
2-dimensionale analytische Menge aus der offenen Menge V',,, = a»,(U > Ap,) \ 

Np, Also enthilt vp! (M*. H) > Bp, Np, nur isolierte Punkte. Es ist 
aber op,(M 7 Ap,) O Np, in dieser Menge enthalten, besteht daher auch nur 
aus isolierten Punkten. Folglich ist Nf.,= Np,—op,(QI A>) nicht leer. Es 
yvibt einen Punkt Q¢ NZ,; dann ist x), (Q)€ Hp, N und vy, (xp, (Q). H) = Po 
woraus sich vy(.V,H) = M ergibt, w.z.b.w. 

AnschlieBend an diese Konstruktion des o-Prozesses in VM haben H. Hopr. 
CaLasi und Rosenicut |2] Beispiele komplexer Mannigfaltigkeiten der Di- 
mension 4 angegeben, die keine abzahlbare Basis der offenen Mengen haben. 
wihrend ja 2-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten immer cine abzahl- 
bare Basis der offenen Mengen haben. Aus jeder komplexen Mannigfaltigkeit 


Voraussetzung. Hin o-Prozep Sy, = 3 
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G der Dimension 4 kann man eine 4-dimensionale komplexe Mannigfaltig- 
keit ohne abzahlbare Basis der offenen Mengen machen. Man braucht nur 
eine nichtabzihlbare, abgeschlossene Teilmenge MCG zu wihlen, die in 
einer Umgebung U Teilmenge einer analytischen Menge mit einer Dimension 
kleiner als 4 ist. Solche Mengen M gibt es beispielsweise in jeder Karte von G. 
Ubt man nun in M einen o-ProzeB aus, so erhilt man eine komplexe Mannig- 
faltigkeit H, darin eine rein 2-dimensionale analytische Menge N und eine ana- 
lytische Abbildung vy (Q, H) von H aufG mit vy, (N, H) = M, wobei vy (Q, H) auf 
jedem irreduziblen Teil von N konstant ist. Es gibt also zu jedem Punkt 
P,¢€ N wenigstens einen irreduziblen Teil Np, von N, auf dem vy,(Q, H) = Py 
ist. Also hat N iiberabzaihlbar viele 2-dimensionale irreduzible Teile. Das ist 
aber nur méglich, wenn H keine abzahlbare Basis der offenen Mengen hat. 
Weil v,, die Menge B = H— WN pseudokonform auf A = G— M abbildet, 
hat H eine abzihlbare iiberall dichte Teilmenge’?). 

Die Alexandroffgerade ist ein Beispiel einer reellanalytischen, folgen- 
kompakten Mannigfaltigkeit, die nicht kompakt ist, bzw., was dasselbe ist, 
keine abzihlbare Basis der offenen Mengen hat'’). Ob es folgenkompakte, 
aber nichtkompakte komplexanalytische Mannigfaltigkeiten der Dimension 4 
gibt, bleibt ungeklart; jedenfalls kann man mit o-Prozessen keine Beispiele 
konstruieren, wie der folgende Satz zeigt: 


Satz 10.11. Folgenkompakte Mannigfaltigkeiten. 


, eo G, A, M, ‘ . 
Voraussetzung. Hine Modifikation M = m (7 BN *) sei gegeben. Die 


Mannigfaltigkeit H sei folgenkagn pakt und G habe eine abzihlbare Basis der 
offenen Mengen. Die Menge N sei analytisch. 

Behauptung. Die Mannigfaltigkeit H ist kompakt. 

Beweis. Da N analytisch und M eine Modifikation ist, hat N héchstens 
die Dimension 2. Angenommen, N habe unendlich viele irreduzible Teile. 
Dann gibt es eine Folge Q,¢ N, gewohnlicher Punkte von N, wobei N, ver- 
schiedene irreduzible Teile von N sind. Die Q, haben einen Haufungspunkt Q; 
in jede Umgebung von @Q dringen unendlich viele irreduzible Teile von N, 
ein, was falsch ist. Es hat also N héchstens endlich viele irreduzible Teile 


N,, ..., N;. Nach einem Satz von Rapo [13] laBt sich jedes NV, durch héchstens 
abzahlbar viele Karten von H iiberdecken. Ebenso la8t sich B = r(A) durch 
abzahlbar viele Karten tiberdecken. Also hat H = BW N,W +++ N, eine ab- 


zihlbare Basis der offenen Mengen, ist also kompakt, w.z.b.w. 
Satz 10.12. Parameterumgebungen bei einem o-Prozeb. 

y ° oa G, A, M, Om ° 
Voraussetzung. Ein o-ProzeB Sy, = S (rr BN, jo sei gegeben. 
Behauptung. Zu jedem Punkt P,< M gibt es eine Karte U, mit « €D(G@) 

von G und zwei Karien U,,, Up, mit B,€ D(H) und B,¢B(H) von H, so daB gilt: 
a) Durch B, wird eine offene Menge 


(10.99) Us, S{ (uy, Ug) | [rey] < 1, jreyug] < 1} = US, 

2) Dieses Beispiel wurde von H. Hopr und davon unabhangig CaLasBr und RosEn- 
Licut [2] gegeben. 
18) Man vergleiche H. Kneser [11} und ALEXanpRoFF [0]. 
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pseudokonform auf U,, abgebildet, wobei gilt : 


(10.100) Br*(N 7 Ug,) = {(ty, Ue) | w= OF U4,= Ni. 
b) Durch B, wird eine offene Menge 
(10.101) #2 & {(%s, 2) | |r %2| < 1, [vg] < 1} = UG, 
pseudokonform auf U,, abgebildet, wobei gilt : 
(10.102) Bo (NO Ug,) = {(%4, 2) | vg= 0} 0 U5, = Np. 
c) Es ist 
By* By (Uy, Ug) = (3. ’ ui %s) 
(10.103) = 
fiir 1 = (uy, Uy) € BE*(Ug, A Ug,) = {a | ug OFF UG, 
(10.104) Pr” Pal #0) = (rt 4 


fiir v = (v,, v2) € By* (Ug, \ Ug,) = {0 | 1+ OF UG, 
d) Durch « wird Ui,= {(2,22) | |%| <1, |z9| < 1} pseudokonform auf U,, ab- 
gebildet, wobei «(0) = Py ist. 
e) Mit A’= a (ANU,,) gilt: 


(10.105) a? wap (B,(u), H) = (uy, uy Uy) fiir ue U5, 

(10.106) a! vs, (8, (v), H) = (0,02, %2) fiir 0 € U5, 

(10.107) By toy a (3) = (2, =) fiir 4¢ A’ und z+ 0, 

1 

(10.108) By oy (4) = (3 ,%4) fiir 4€ A’ und z,+ 0. 
f) Es ist 

(10.109) v3, (Po, H)S Us, U Usp, 

(10.1 10) U, f\ A = vy((Us, VU U,,) f\ B). 


Beweis. Die Bezeichnungen von Definition 10.2 werden tibernommen. 
Fiir die Modifikation @p, gilt Satz 10.6. Er werde mittels der Ubersetzungs- 
tabelle 
Satz 10.6, G | A | P,|op,| H | BN | vp, | vp, (Q, H) | By | Bs 

Hier | G Ap, P. | op,|Hp,| Bp, Np,| vp, |vp,(Q, Hp) =Op,(Q)| ri | M% 





Satz 10.6| Us, | Us, | Ni | Ne | Uy, | Ue, | «@ | OU. | OE | 
Hier ro I % Ne | NE | UG, %| «| O& | O | 


7 


angewandt. AuBerdem seien 


(10.111) B,(u) = ap,y,(u) far ue U4, = yy (AB, V,,), 
(10.112) By(0) = ap,7¥2(P) fir v € U%,= yy’ (HB, 2 V,,)- 
Durch f, wird Uj pseudokonform auf 

(10.113) Up, = B(U5,) = appye(U5,) = ap,(Vy, 0 HP,) 


Math. Ann. 130. 12 
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abgebildet. Setzt man 
(10.114) Nj = U4, 0 {u | a= 0}, Ne = U5, {0 | v,= 0}, 


so ist 
(10.115) 8, (N}) = ap,y, (WE U3) = ap, (Np, HB, 1 V,) = NU,. 
Es gilt: 
By*(Op,-\ Up,) = Br*ap,(V,,0 V0 AB) 
= 771(V,0V,, 08) 
=y," (V,,0V,) 0 vy, (V,, \ H5,) 
= 751 (V,,0V,,) 005, 


(10.116) 


Mit Satz 10.6 folgt 
(10.117) Br* (Ug, \ Ug) = {u| up + 0} U3, 
(10.118) Boh (Ug, 0 Ug.) = {0 | v1, + OF} U5,. 
Fir u¢ Bo* (Us, Ug.) ist 
1 
(10.119) By? B,(u) = yyhaplap, y,(u) = yy! y,(u) = ( as uy Us) 
Fiir p € Br * (Ug, ‘\ Us.) ist 
; a = a 1 
(10.120) Bz" Bylo) = yy 052 ap, y2(0) = 777 y2(0) = (nee --). 
Fiir u ¢ Uj, bzw. v € U5, gilt: 
(10.121) a! vy,(8,(u), H) = al vp (ap ap y,(u), Hp.) = (uy, UU), 
(10.122) a? vyy(B2(v), H) = at up, (ap, ap,y2(?), Hp,) = (ry U2, %2). 
Es ist 
vy (Up, 0 Up.) 0 B) = vp, a5} (Up, U Up.) \ Hp, 0 B) 
a Up, (( V,. v V,.) —\ Bi.) 
vp (V,,U V,,, Ac up, (BF) 
= U,NA. 
Fiir 3 € A’= 21(U, 7 A) gilt, falls z, + 0 ist: 
(10.124) py loya(s) = yp lap) apop,x(3) = yp ‘op, x(3) = (2, =). 
falls z, + 0 ist: 


(10.123) 


(10.125) By toy%(3) = yy apt apop,x(3) = yy *op,x(3) = = , 23). 
Fiir Qo< vyy' (Po, H) = NOH, gilt: 
(10.126) xp} (Qp) € ap (NV Hp) = NB < (V,, 0 V.,) > At. 


Also ist 
(10.427) Qo ap, (( re / V0 Hf.) = Us, - U,,. 


Es folgt vy! (Po, H) C Ug, U,,. Die Behauptungen sind richtig, w.z.b.w. 
Der c-ProzeB in einer Menge, die nur aus einem Punkt P, besteht, stimmt 
mit dem o-ProzeB im Punkt P, iiberein: 
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Satz 10.13. Isolierte Punkte beim o-ProzeB. 

Voraussetzung. Es sei Gy = Gy ae af ein o-ProzeB. Die offene 
Menge U © G habe mit M aliein den Punkt P,, gemeinsam. 

Behauptung. Setzt man V = vy'(U, H), 80 ist Ep, = S ( 
ein o-ProzeB im Punkt Py, wobei vy! (Py, H) = NO V ist. 

Beweis. Die Bezeichnungen von Definition 10.2 werden iibernommen. 
Es gilt: 


(10.128) NA V= Novy (U, A) = vy (UM, H) = vg (Pp, H) = NOH, 


U,UNA, Py oy 
V,VAB, VAN, vy 


Mit Vp = op (U \ Ap.) UNp,= op,(U \ A) UNp, wird eine offene Umgebung 
von Np, gegeben. Also ist 





Gp,(M Ap) Np, S op,(M Ap) Vp, Sap,(M Ap) Vp, ¢ 


(10.129) a 
Cop, (MM ANU) = 8, 





woraus N}= Np, folgt. Es ist N\V= Hp AN =ap (Np) eine rein 
2-dimensionale, kompakte, irreduzible analytische Menge aus V, die durch 
vy (Q, H) auf {P,} abgebildet wird. Strebt P’ + P, fiir »> oo mit Pe UN A, 
so gibt es eine gleichbezeichnete Teilfolge und ein Ry= lim ap (P*) ¢ Np, = N%.. 
Es konvergiert oy(P’) = ap,op,(P’)> ap, (R) €NAV fir v>co. Gemab 
Satz 10.5 ist Sp, ein o-ProzeB im Punkt Py, w.z.b.w. 

Aus Satz 10.13 folgt: 

Satz 10.14. Der o-ProzeB in einer Menge isolierter Punkte. 

Voraussetzung. In einer Menge M ohne Héiufungspunkte werde der 


o-Prozep Sy = (F os ~ ausgefiihrt. Der Teil K von G sei kompalt. 


Behauptung. 1. Der o-ProzeB Gy ist eine analytische und beiderseits 
offene Modifikation. 

2. Die irreduziblen Teile der analytischen Menge N sind kompakt, 2-dimen- 
sional und werden durch die Urbilder vy' (Po, M) mit P,€ M gegeben. 

3. Es ist vy! (K, H) = K, kompakt. 

Beweis. Zu 1. und 2. braucht nur noch gezeigt zu werden, daB die Modi- 
fikation Gy! offen ist. Eine offene Umgebung U von N sei gegeben. Dann 
ist ap’ (U -\ Hp.) eine offene Umgebung von ap) (N Hp.) = N$,= Np, und, 
da der o-ProzeB in einem Punkt eine beiderseits offene Modifikation ist, auch 


(10.130) vp,(ap) (UO Hp), Hp, = vy(U 0 Hp, A) 
offen. Durch 


(10.131) vy (U0 B)OM = vy (U, H) = U vy(UOH>, A) 
. P,.<M 
wird eine offene Umgebung von M gegeben. Die Modifikation Gy’ ist offen. 
3. Es ist H — K,= vy) (G, H) — vy (K, HB) = vq' (@ — K, H) offen, also 
K, abgeschlossen. Man kann eine offene Umgebung U, von K \ M mit 0,-\ M 
= K-\M finden. In der offenen Menge V,= vyj'(U,, H) liegt Ky N und 


12* 
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sonst kein Teil von VN. Da K -\ M nur endlich viele Punkte enthalt, ist K, \ N 


* U vjyz' (Po, H) kompakt und hat eine offene Umgebung V mit kompakten 
<kOM 


VcV,. Es ist V-\K, abgeschlossen und als Teil von V sogar kompakt. 
Wegen VAN =VAN = K,ON ist Ki— VC K,—VAN = K,— NCB. Die 
offene Umgebung V Hp, von vy" (Py, H) mit Py»¢ KM wird durch ap! 
pseudokonform auf die offene Umgebung ap?(V Hp.) von ap)(NH>) 
= N},= Np, abgebildet. Durch vp (Q, Hp.) wird ap!(V-H'p,) analytisch 
auf die offene Umgebung vp,(ap}(V  H,), Hp.) = vy (V Hp, H) von P, 
abgebildet. Also ist U=vy(V,H)= U  vy(V-H>,, H) eine offene Um- 
P<€KOM 

gebung von K7\M. Es ist K—U kompakt und in A enthalten. Also ist 
K, = (K,— V) (V0 K,) = oy (K — VU) U (V0. K,) kompakt, w.z.b.w. 

Langs einer komplexen Kurve, die M nur in einem Punkt schneidet, 
streut die Abbildung oy, nicht: 

Satz 10.15. Komplexe Kurven bei einem o-ProzeB"*). 

Voraussetzung. In der Menge M werde der c-ProzeB Sy =S (oa = _ 
ausgefiihrt. Die komplexe Kurve L schneide M allein in dem Punkt P,, wobei 
MAL= MTL ist. Die Streumenge 2 (P,, L) sei nicht leer. 

Behauptung. Die Abbildung oy verhilt sich lings L in P, bestimmt. Es 
ist L = Oy (L, L) eine komplexe Kurve aus H mit LAN=LAN= {Q,}, wo- 
bei Qy= oy, (Po, L) ist. Wenn P, gewohnlicher Punkt von L ist, so ist auch Q, 
gewohnlicher Punkt von L. 

Beweis. Beim o-ProzeB Gp = S ( > a Bi * verhalt sich die Ab- 

: ° Py» Bp,, Np, vp, 

bildung gp, lings L in P, bestimmt. Nach Satz 3.6 ist L* = op (L, L) 
= op, (LAA, L)U {Ro} mit Ry= op,(Po, L) eine komplexe Kurve aus Hp, fiir 
die Np. \ L* = Np, \ L* = {R,} gilt. Ist P, gewohnlicher Punkt von L, so ist 
auch R, gewohnlicher Punkt von L*. Es gibt einen Punkt Q,¢ Zou (Po L) 
mit xo (Po L) vy (Po, H) = NO Hp, und eine Folge Q’= oy (P") mit 
Pe LOA, 80 daB oy (P”)> Q9¢€ Hp, N fiir vo strebt. Dann konvergiert 
ap) oy (P*)> ap) (Q.) « N},. Der Punkt ap‘ (Q,) gehért zur Streumenge 
Zep (P,, L), die aus dem einzigen Punkt R, besteht. Es ist Ry= ap,’ (Q,)< NF, 
und man hat 

I*= op,(L\ A) {Ry} & [Bp, — op,(M 1 Ap,)] U NF, 
(10.132) —[Bp,—op,(M 7 Ap,)] U NB, 
Bp, NB, = H},. 


Also wird L* durch ap, pseudokonform auf die komplexe Kurve 


~ 


(10.133) L = ap,(L*) = apyop,(L\ A) {Qo} = oy (LA) {Qo} 
abgebildet, wobei_L 7 N = {Q,} ist. Wenn P, gewohnlicher Punkt von L ist, 
so ist Ry gewohnli her Punkt von L* und Q, gewdhnlicher Punkt von L. 


4) Ist M Teilmenge einer in einer Umgebung von M analytischen Menge, deren 
Dimension héchstens 2 ist, so folgt dieser Satz unmittelbar aus Satz 3.6. 
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Fir P+ P, mit P¢ LA strebt op,(P)> Ry mit op,(P) € BP, und R,¢ N},, 
also strebt ‘Oy (P) = &p,Op,(P)—> ap, (Ro) = Qo, weshalb sich cy lings L in P, 
bestimmt verhéK sowie Q,= oy (Po, L) und oy (L, L) = ¢y(L7\ A)U{Q)} = i 
ist. _Wegen vy (L, H) = Om Ou (LA) v4 (Qo H) = (LA A) U{P,} = L ist 
vy (LAN, H)¢ LAM = {P,} also LANSNA H>,, woraus 


(10.134) LAN = LANA H>,= ap,(L* 0 N},) = {ap,(Ro)} = {Qo} = LAN 
folgt, w.z.b.w. 

Der folgende Satz wird bei der Erzeugung analytischer und meromorpher 
Modifikationen unentbehrliche Dienste leisten"*). 

Satz 10.16. Satz von H. Horr und H. Biturer. 

Voraussetzung. 1. Die komplexe Mannigfaltigkeit H der Dimension 4 
werde durch die analytische Abbildung x mit der Vielfachheit yp, auf die Teil- 
menge H, der 4-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit G abgebildet. Die 
offene Menge BCH werde durch x pseudokonform in die offene Menge ACG 
abgebildet. Die Menge N = H— B, auf der —,(Q)> 0 sei, enthalte keinen 
inneren Punkt. 

2. In M = G—A werde der a-ProzB 

G, A, M, oy 
(10.135) Sy-6 (7 BW, Mt 
ausgefiihrt. 

3. Die Menge N, werde von den Punkten Q¢ N gebildet, in denen die Ab- 
bildung oy, x(Q) lings B keine Liicke hat. 

Behauptung. Die Menge H,= N,W B ist offen. Die in B pseudokonforme 
Abbildung oy, x(Q) lapt sich in H, zu einer analytischen Abbildung + fortsetzen, 
die H, in H abbildet und deren Vielfachheit yp, sei. Es ist 


(10.136) 1<9,(Q<9,(Q) far QEH, 
(10.137) ,(Q)= 9.(Q) ‘fiir QEx-(ANH,) 2 B, 
(10.138) ,(Q) < 9(Q) far QE Hy x (MAH) S No. 


Anmerkung 1. Hat M keinen Hiufungspunkt, so sind N,= N und H,= H. 

Anmerkung 2. Ist o,(Q) = 1, 8o ist Q€ Ng. 

Beweis. Die Menge N = {Q| ~,(Q) > 0} ist leer oder eine rein 2-dimen- 
sionale analytische Menge aus H. Auf jedem irreduziblen Teil von N ist x 
konstant. Jeder Punkt Q,¢ N,¢ N hat also eine offene Umgebung V, in der 
x(Q) = x(Q,) = P, fir alle Q¢ NV gilt. Nun wird behauptet, dab ox 
in Q, regular ist. 

Im Falle P,¢ A ist das trivial. Im Falle P,¢ M wird Satz 10.12 auf den 
o-ProzeB Gy angewandt, wozu die Tabelle 


18) Der Satz wurde von H. Horr [9a], § 3, Nr. 2 und Nr. 3 ohne den Begriff der Viel- 
fachheit bewiesen, weswegen seine dortige Formulierung stark von der hiesigen abweicht. 
Der Satz mége daher auch hier bewiesen werden, wobei ahnlich wie bei H. Horr [9a] ver- 
fahren wird. Eine wesentliche Beweisvereinfachung wurde von H. Biiurer gegeben. 
Den Satz und seinen Beweis habe ich in einemVortrag von H. Horr in Ziirich 1952 kennen- 
gelernt, und zwar in der in [9a] gegebenen Form. 
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| Us, | UB | Up, | 


Satz 10.12) Us, 
Hier | Us, | ps: 


dient. Der Durchschnitt x-'(U,) \ V = V, ist offen. Die Abbildung 


(10.139) 3(Q) = (1(Q), 22(Q)) = a*x(Q) 
bildet V, analytisch in U4, ab, wobei Br V, in einen Teil von A’ tibergeht. 
Auf Br V, ist also 4(Q) + 0, weswegen die Funktion ~ ‘o- auf Br) V, keine 


Unbestimmtheitsstelle hat. Nach Satz 7.1 hat sie auf N ~ V ebenfalls keine 
Unbestimmtheitsstelle. 

1. Fall. In Q, ist A,(Q) = 2110). analytisch. In einer Umgebung V,¢ V, 
von Q, ist dann z,(Q) + 0 fir Q¢ V,7~ B. Aus Satz 10.12 folgt 


(10.140) By ¥ 0, «(Q) = (218-20) = Ca(Q), =2(@)) € Ur 


fir Q¢ V,~\ B. Die Abbildung 
(10.141) 8(Q) = (i (Q), 22(@)) 


bildet V, analytisch in U%, ab. Fir Q¢ N14 V, ist 3(Q) = 4(Q)) = 0 
Da die Abbildung oy, x in Q,¢ N, lings B keine Liicke hat, gibt es eine 
Folge Q’¢ Br\ V, mit Q,= lim Q’ und einen Punkt R,¢€ H, gegen den die Folge 





Ni | Ng | A’ | 














R’ = ay «(Q") fiir v—co konvergiert, wobei R’¢ Us, ist. Es gilt: 
(10.142) vy (Ro, H) = lim vy (R*) = lim x(Q") = «(Q) = P 
Daher ist Ry¢ Us, Ug,. Ferner ist 

(10.143) By (Ug, 0 Ug) = Up, {| ug + O}. 


Angenommen, es ist Ry€ Uz,— Us,, so wiire 
(.< 50) = By (Ry) = lim B;*(R) 


v—> 0c 


(10.144) = lim Br? By By* oy *(Q) 


7c 


= lim B;* B,6(@) = lim a (n(@) 200), hy Ter) 


was falsch ist, da lim h,(Q”) = h,(Q,) + 00 ist. Folglich ist R,¢ U,, und 


> oc 


(10.145) Br" (Ro) = lim By" Oy *(Q”) = (hy (Qo), 0) € UG, 


Da die Menge U;, offen und die Abbildung 6(Q) analytisch ist, gibt es eine 
offene Umgebung V,¢ V, von Qp, so daB 6(V,) ¢ Us, ist. Daher bildet £,4(Q) 
die offene Umgebung V, von Q, analytisch in H ab und setzt oy,x(Q) in BU V5 
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analytisch fort. Es ist V;“.N = V,7 Ng, also ist Q, innerer Punkt von H, 
= Nou B; die Abbildung Oy ist in Q, regular. 


2. Fall. In Q, ist A,(Q) = aS) analytisch. Ganz entsprechend zeigt 


sich, daB Q, innerer Punkt von H, ist und die Abbildung oy, sich in Q, 
regular verhialt. 

Da N eine héchstens 2-dimensionale analytische Menge ist, laBt sich o4,x 
aus B analytisch in die offene Menge H, zur Abbildung y fortsetzen, deren 
Vielfachheit g, sei. In einer Umgebung eines jeden Punktes Q,¢€ x~*(A ™ Hj) 
ist y = Oy,* analytisch, wobei oy in x(Q,) pseudokonform ist. Dort gilt also 
Py (Qo) = $e, x(Qo) = @,.(Qo). Ist aber Q,¢ Hy x-!(M -\ A,), so bestimmt man 


zu Py= x(Q,) wie oben £,, 8, usw. Wenn h,(Q) = oi in Q, analytisch 


ist, wird die Vielfachheit g,(Q.) durch die Vielfachheit von £,4 in Qo, d. h. 
von 6 in Q, gegeben, die gleich der Vielfachheit der Nullstelle Q, des alter- 
nierenden Differentials 


(10.146) Bh, (Q) @ z4(Q) = 70) 62,(Q) @ 24(Q) 


ist. Wenn A,(Q) = pa in Q, analytisch ist, erhalt man y,(Q,) entsprechend 
als Vielfachheit der Nullstelle Q, des alternierenden Differentials 


(10.147) €%(Q) 6 hy(Q) = 75 2%1(Q) 2 20(Q) 


wahrend sich die Vielfachheit g,(Q) in beiden Fallen als Vielfachheit von 
a~1%(Q) = (z,(Q), z.(Q)), d.h. als Vielfachheit der Nullstelle Q, des alter- 


nierenden Differentials 
(10.148) @ 2,(Q) @ z(Q) 


berechnet. Wegen z,(Qo) = 22(Qo) = 0 ergibt sich o,(Qo) > y,(Qo). Wegen 
x(B)CAMH, ist x-*(AOA,)2B und x" (MOH) \H,o NO Hy= Ng. Die 
Behauptungen sind richtig, w.z.b.w. 

Beweis der 1. Anmerkung. Zu jedem Punkt Q,¢ N gibt es eine Folge 
Q « Bmit Q,= lim Q’. Ist x(Q,) € A, so strebt oy x(Q”) > o4,%(Qp) € Zou x(Qo); 


roo 


also verhalt sich o,,x in Q, bestimmt. Ist aber x(Q,)¢ M, so kann man, 
da Gy, nach Satz 10.14 beiderseits offen ist, eine gleichbezeichnete Teilfolge 
der x(Q”) € A auswihlen, so daB o,,x(Q’) > Ry¢ Xo 5x( Go) fiir v-—oo strebt; es 


streut oy,x in Q). In beiden Fallen ist Q,¢ No, woraus N = N, folgt, w.z.b.w. 
Beweis der 2. Anmerkung. Ist in einem Punkt Q,¢€ N die Vielfachheit 
%(Yo) = 1, so wird Q,¢€ N, behauptet. Im Punkt P,= x(Q,) werde der 


% ae. G, Ap,, P,, op. = ‘ SEP Os 
a-ProzeB Sp, =S ( Hp. Bp. Np. ms ausgefiihrt (man vergleiche Definition 10.2, 


deren Bezeichnungsweise sinngemaB fiir Gy, ibernommen werde). Nach der 
1. Anmerkung 1aBt sich op,x(Q) analytisch auf H zur Abbildung y, mit der 
Vielfachheit g,, fortsetzen. In einer Umgebung V von Q, ist 9,(Q) =! 
und x(Q) = P, fir Q¢ N; nach Satz 10.16 ist 


(10.149) OS ¢,,(Q) < 9, (Q) = 1 also ¢g,,(Q) = 0 
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fir Q¢ NV. Daher bildet y, die offene Menge V pseudokonform auf 
V'c Hp, ab. Fir Q¢€ V’ ist vp, (Q, H) = x y~*(Q) also 


(10.150) Np, 0 V’= vpt (Po, H)A V'= yo(x-? (Po) 0 V) = yo(N'9 V), 
woraus 
(10.151) vp, (Bp, V’) = vp, yo(BO V) = x(BOV)CA 


folgt. Daher ist jeder Punkt von Np,- V’ duBerer Punkt von op,(M1 Ap), 
d.h. Np, V’= N30 V’. Es strebt 


(10.152) oyx(Q) = ap, op, x(Q) = ap, ¥o(Q) > ap, Yo(Qo) € Hp, SH 
fir Q—> Q, mit Q«€ B, woraus Q,¢€ N, folgt, w.z.b.w. 

Spater wird ein Beispiel mit N + N, gegeben werden"*). Die 2. Anmerkung 
zeigt, daB bei der Definition des o-Prozesses in einer Menge M, d.h. bei der 
Identifizierung der Teile H}, von Hp, in Definition 10.2 die Mengen Hf}, 
und insbesondere N}, maximal gewahlt sind. Dies zeigt auch der folgende 
Satz: 

Satz 10.17. Voraussetzung. Die Modifikation M=M Cos: sei 

g H,B,N.v) 
analytisch. Die Abbildung v(Q, H) habe auf N die Vielfachheit 1. In M werde 


der a-Prozep Sy = S (7 ie a ausgefiihrt. 


Behauptung. Es gibt eine pseudokonforme Abbildung x von H in H, fiir 
die gilt: 
(10.153) n(H)<¢ H, x(N)CN, 2(B) = B, 
(10.154) at(P) = oy(P) fiir PéA. 

Beweis. Nach Satz 10.16 und Anmerkung 2 lat sich die auf A pseudo- 
konforme Abbildung o,v(P) analytisch in H fortsetzen. Die Vielfachheit 
der Fortsetzung z ist auf B gleich der Vielfachheit von v(Q), also gleich Null, 
auf N kleiner als 1, also ebenfalls Null. Daher wird H pseudokonform von z 
in H abgebildet, wobei 2(B) = oyv(B)= B und a(N) = 2(H)—a2(B) ¢ 
¢c H— B= N ist, w.z.b.w. 

Aus Satz 10.17 folgen noch einmal Satz 10.4 und Satz 10.8, also die Ein- 
deutigkeit des o-Prozesses. 


§ 11. Die Erzeugung analytischer Modifikationen 
zwischen kompakten Mannigfaltigkeiten durch 6-Prozesse. 
Wie in der Einleitung zu dieser Arbeit (Teil IV) begriindet wurde, wird 


erst der Fall einer analytischen Modifikation 2 = 2 (. 4, 0") betrachtet, 
bei der N hichstens endlich viele 2-dimensionale, irreduzible analytische 
Mengen enthilt, was fiir kompaktes H immer der Fall ist. 

Der folgende Satz wurde von H. Horr [9a] fiir den Fall bewiesen, dab M 


nur aus einem Punkt besteht. Sein Beweis la8t sich unmittelbar auf den 





a | Das Beispiel wird zu Anfang des § 13 gegeben. 
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hier vorliegenden Fall iibertragen, wobei jedoch zweckmaBigerweise der Be- 
griff der Vielfachheit einer Abbildung benutzt wird. Dieser legt es nahe, 
die Induktion etwas anders zu fiihren, als es bei H. Horr [9a] geschehen ist, 
namlich nach dem Maximum der Vielfachheit. 

Satz 11.1. Erzeugung analytischer Modifikationen (H. Horr)?’). 


Voraussetzung. Die Modifikation M@=M ms sae sei analytisch. 


Die Menge N enthalte héchstens endlich viele 2-dimensionale, irreduzible ana- 
lytische Mengen. 

Behauptung. Es gibt 4-dimensionale kompleze Mannigfaltigkeiten H,, 
H,,..., H, und Mengen M,C H, fiir 0 = 0, . . ., 8, 80 daB gilt: 

1. Es ist Hy= G und M,oM und H,,, wird aus H, durch einen o-Prozep 


in M, gewonnen : 


@ Ao, M,, Om. a oi 
(11.1) S, = -6(5"" a es, (o = 0,1,...,8—1). 


Es ist A,= H, und M,= 9. 

2. Fiir 0 =1,...,8—1 ist M,C N, und B,c A,. Die Mengen My, . .., M,-, 
bestehen aus endlich stolen Punkten. 

3. Fiir 9 = 0,...,% bildet eine Abbildung y, die Mannigfaltigkeit H ana- 
lytisch in H, mit der Vielfachheit gy, ab. Fiir 9 =0,1,...,8—1 ist N, 
= {Q | o(Q) > O} eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus H und fiir 
o=-s ist N, leer. Durch y, wird H— N, pseudokonform in H, abgebildet 
(9 = 0,..., 4). Hs ist M,= y,(2 N,)- 


4. Fiirg ~1,...,8 und QEN,_, ist 
(11.2) Go(@) < %-1(Q), 
(11.3) N,¢N,-1SN. 
5. Es ist 
(11.4) ¥o(Q) = v(Q, A) fiir Q¢H, 
(11.5) Yo+1(Q) = Om, %(Q) fiir Q¢H—WN, und 9 =0,...,8—1. 


6. Durch x(Q) = 7,(Q) wird H pseudokonform in H, und By- H—N, 
in B= Oy, ,---%m4,(Aq) abgebildet. Es ist n(N,) oN = H,— B, wobei N 
leer (s = 0) sae eine kompakte, rein 2-dimensionale analytische Menge ist. 

Beweis. Die Abbildung y,(Q) = v(Q, H) habe die Vielfachheit g,(Q). 


Nach Satz 7.1 ist N,= {Q | @o(Q) > 0} leer oder eine rein 2-dimensionale 
analytische Menge, die als Teilmenge von N héchstens endlich viele irre- 


duzible Teile enthalt. Ist D die Menge der nichtgewéhnlichen Punkte von Ny 


30 ist gp(Q) auf jedem irreduziblen Teil von N, konstant, abgesehen von den 
Punkten aus D. Daher existiert ®(M) = Max ¢g,(Q) und ist positiv, wenn 
QcH-—D 


N, + @ ist. 


17) Man vergleiche H. Horr [9] und [9a]. 
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Fir ®(M) = 0 ist die Behauptung mit s = 0 trivialerweise richtig. Nun 
werde angenommen, die Behauptung sei bereits fiir alle analytischen Modifi- 
kationen der in der Voraussetzung genannten Art mit ®(M) < n bewiesen. 
Dann werde sie fiir ®(QN) = n + 1 bewiesen. 

Wegen O(M) = n+ 1 > 0 ist N, nicht leer. Auf jedem irreduziblen Teil 
von N, ist y, konstant. Wegen N.S N enthialt N, héchstens endlich viele 
irreduzible Teile. Daher bildet y, die Menge N, » auf eine endliche Teilmenge VM, 
von M ab, wahrend B.- H— N, pseudokonform in A,= G— M, abgebildet 
wird. Es werde H,= G gesetzt. In M, wird der o-ProzeB 

Hy, Ao, My om, 
a6) ©.~ 6 (i. 5, on) 
ausgefiihrt. Nach Satz 10.16 und Anmerkung i la8t sich die pseudokonforme 
Abbildung oy,v(Q, H) aus By analytisch in H zur Abbildung y,(Q) fort- 
setzen, deren Vielfachheit g,(Q) sei. Es ist 


(11.7) 0 = 91(Q) = gotQ) fiir Qc H— Ny, 
(11.8) 1(Q) < Po(@) fir Qe Ny 

und ferner 

(11.9) ¥o(Q) = v(Q, H) fir Q¢ H, 
(11.10) v1(Q) = om,7¥0(@) fir Q¢ H— Ny. 


Die auf B, beschrinkte Abbildung y, sei %) und Tt, ihre Umkehrung. Durch 
v, wird B, pseudokonform auf Bf abgebildet, wobei 

(11.11) BY = ¥9(By) = o4,0( By, H)  oy,(Ao) = B,, 

(11.12) Bt = oy, v(Boy, H) 2 cy, v(B, H) = oy,(A) 


ist. Es gibt eine Umgebung U von M und eine in U analytische Menge M* 
mit dim M* < 2, die M umfaBt. Es ist 


(11.13) NY = H,— Bt oy, (M, Ay) C vy, (M*, A). 
wobei v3j,(M*, H,) in der offenen Umgebung vy,(U, H,) von N* analytisch 
ist und héchstens die Dimension 2 hat. Folglich ist 


H,, Bt, N*, 7%, 
ll. ON — 2 1, —1? ‘a? 22 
(11.14) M am (He B, ¥,. *s) 


eine analytische Modifikation, bei der N, rein 2-dimensional und analytisch 
ist und nur endlich viele irreduzible Teile hat. Es ist 


(11.15) @P(M*) = Max g,(Q)< Max g,(Q)=2+ 1. 
QcH—D QcH-D 


Nach Induktionsannahme kann man Satz 11.1 auf die Modifikation M* an- 
wenden, wozu die folgende Ubersetzungstabelle dient : 


Satz 11.1 

P(M sn G A M tr |H: BiN'» e@e=06,1,...,8 H 
Hier 

@(M*)sn+], WH, | BY N*) | H By Nog) v \o+1=1,2,..,84+1 Ho, | M 


M 


e @ 


1 1 e+ 
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‘Satz 11.1 | | oy 
@(m <n | 4p | ome B | Me | ome %  m% | % |x |B B|R 
Hier a ee 

H(M*) <n Ags: |Fmo+1! Boss | Noss \Yaters | Yor: Perr Tin n |B, BY N* 


Die Bezeichnungsweise der zweiten Tabellenzeilen stehen im Einklang mit 
den vorhergehenden Bezeichnungen. Wegen ¢,(Q) < 9,(Q) fiir Q¢« N, ist 
N is N 9 und 7 
(11.16) vy, (My, Ay) = 04,07, (Ny), Hy) = voy) < ¥0(Ne) = Mo. 

(11.17) M, ¢ vy, (My, Hy) = ™, 

Da M, héchstens aus endlich vielen Punkten besteht, und da N, eine 
Sphiare enthalt, ist M, echte Teilmenge von N, und B,= H,— N, echte Teil- 
menge von A,= H,— M,. Die Behauptungen | bis 5 sind mit s + 1 statt s 
erfiillt. 

Durch 2 wird H pseudokonform in H,,, und B, auf 


(11.18) (By) = Oy,-- . Oy, V1 (Bo) = Oy,-- . 64,0( Bo. H) 

GS Oy,---Oy,(A9) = B 
abgebildet. Man setzt 
(11.19) 8,(Q) = vy,.(Q, H,) fir Q¢ H,, 
(11.20) a(P) = oy,..-oy,(P) fiir P € Ag, 
(11.21) ¥(Q) = vy,- -- Vy, (Q) fir Q¢ B. 


Da jede der Modifikationen ©, beiderseits offen und analytisch ist, so ist auch 
die Modifikation 


11.22 mM M ( G, Ao, Mo, “i 

analytisch, wobei 

(11.23) N = 0;'.. . 05'(M,) = 0-1 (My, A, 1) 

nach Satz 10.14 kompakt, analytisch und rein 2-dimensional ist. Es gelten: 
(11.24) M,= 8»... 9,(N) = 3 (N, A,..), 

(11.25) 8,. ..0,2(N,) = v(No,H) = My, 

(11.26) a(No) S82"... 07" (My) = ¥, 

w.z.b.w. 


Identifiziert man die Punkte Q und 2(Q), so kann man sich die Modifi- 
kation erzeugt denken, indem man in endlicher Anzahl hintereinander o-Pro- 
zesse in gewissen endlichen Mengen ausfiihrt und dann gewisse iiberfliissige 
Punkte wegliBt"*). Nun soll noch untersucht werden, wann dieses ,, Weglassen* 
iiberfliissig ist. Dabei kann man sich O.B.d.A. auf den Fall beschriinken, 
daB M-! die Mannigfaltigkeit H in jedem Punkt von N andert. 


1#) Man kénnte diese iiberfliissigen Punkte auch nach dem Verfahren von Satz 14.2 
noch durch g-Prozesse beseitigen. 
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Hilfssatz 1. Die Modifikation M@ = M [ ret sei beiderseits offen 


und analytisch. Die Menge N sei kompakt und M bestehe nur aus isolierten 
Punkten. Fiir P)¢ M ist dann Np = v~'(P,, H) zusammenhingend. 

Beweis. Es ist Np, abgeschlossen und als Teilmenge von N kompakt. 
Da Np, Np, fiir Py + P, leer und M endlich ist, gibt es eine offene Umgebung 
U von Np, mit U\ Np, = UN. Hangt Np, nicht zusammen, so gibt es 
offene Mengen V,, V, mit V,~\ Np, +8 und Np, ¢ V,U V,¢CU, wobei V, V, 
= 8 ist. Da V,~\ Np,+ 9 kompakt, v(Q, H) auf V, abgesehen von Np, ein- 
eindeutig und v(Np,, H) = P, ist, ist »(V,, H) nach H. Horr [9a] §1 Nr. 3 
eine offene Umgebung von P,. Es ist v(V,,H)v(V,,H)—A+9, also 
V, 0 V,+ 9, was falsch ist. Folglich hingt Np, zusammen. 

Zusatz zu Satz 11.1. Wenn in Satz 11.1 die Menge N kompakt,G = v(H,H) 
und die Modifikation M~' in jedem Punkt von N die Mannigfaltigkeit H dndert, 
so bildet x die Mannigfaltigkeit H pseudokonform auf H, ab, wobei 
M,= M, A,= A, N,= N, 

B,= B, x(N)=N, 2(B)=B 
gilt. Die gegebene Modifikation M ist beiderseits offen und dquivalent der Modi- 
fikation 


(11.28) M = an( 


(11.27) 


G, A, M, oy, ,---Oy, \ 

H,, B, N, vy, +++ Ugg.) 

Die Menge M = M, besteht aus endlich vielen Punkten, etwa q, und die rein 

2-dimensionale analytische Menge N hat mindestens s + q— 1 irreduzibie Teile. 
Beweis. Da die Modifikation M-* in jedem Punkt von N die Mannig- 

faltigkeit H andert, ist g auf N positiv. Es folgt 

(11.29) N=N, B=8B,, 

(11.30)  M,=v(N,, H) = v(N, A) = v(H, A) AM =GOM = YM, 

(11.31) A,= G— M,= G—M =A, 

m(B) = oy, _,-- -Oy,v(B) = oy, _,- - - O4,(A) 

(11.32) ~ 

= Oy, _,---Oy,(Ao) = B. 

Mit N ist auch 2(N) kompakt. Die Mengen V,= 2(H) und V,= H,— a(N) 

sind offen. Angenommen, es gibt einen Punkt Q,¢ N —x(N); dann werde 


(11.33) 9,(Q) = vm, (Q, H,) fir Q¢ H,, 
(11.34) Po= Dy. - - P,-1(Qo): 

(11.35) Np, = 07", ... 05° (Pe) 

gesetzt. Es ist P,< M und Np, ¢N. AuBerdem gilt 

(11.36) (Vi Vy) Np, = HA Np,= Np, 


Vi0 Va. Np,= 2(H)\(H,— 2(N)) 0 Np, 
c a(H) ANA (H,—2(N,)) = 9, 
(11.38) Qo€ Va Np... 


(11.37) 
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Nach Hilfssatz 1 ist Np, zusammenhingend, also Nps V,. Da G = v(H, H) 
also M = v(N, A) ist, eiragr Punkt R,¢ N mit Neu date P,. Es ist 
(11.39) Dy. .. 0,-1 (Ry) = v(R,, H) = 
x (Rg) € 2(N)\0;1, . . . OG! (Py) = 2(N) i 
C2(N)O V,= a(N)ON(A,—2(N)) = 9 

was falsch ist. Also ist 2(N) = N. Es war x(B) = B schon bewiesen, woraus 
2(H) = 2(B)Ua(N) = BUN =H, folgt. Fiir Q¢ Bist 2(Q)=oy,,., -..0, v(Q). 
Also ist die gegebene Modifikation fquivalent der beiderseits offenen 
Modifikation M. Beim ersten o-ProzeB ©, .werden g, bei jedem weiteren 
o-ProzeB G,, . . ..S,-, mindestens eine Triigersphiire eingesetzt. Daher hat 
mindestens q + s — 1 irreduzible Teile, w.z.b.w. 

Daraus ergibt sich: 

Satz 11.2. Kriterium fir beiderseits offene Modifikationen. 


Voraussetzung. Die Modifikation M = Me yo) sei analytisch. 


In N seien héchstens endlich viele irreduzible analytische Mengen der Di- 
mension 2 enthalten. In jedem Punkt von N andere die Modifikation M-' die 
Mannigfaltigkeit H. 

Behauptung. Dann und nur dann ist M beiderseits offen, wenn N kom- 
pakt und v(H, H) = G ist. 

Beweis. a) Ist N kompakt und v(H, H) = G, so ist M gemaB dem Zusatz 
von Satz 11.1 beiderseits offen. 

b) Die Modifikation M sei beiderseits offen. Nach Satz 5.5 ist v(H, H) = @. 
Da M-! die Mannigfaltigkeit H in jedem Punkt von N Andert, ist — in der 
Bezeichnungsweise von Satz 11.1 — die Vielfachheit g, auf N positiv. Es 


folgt 


(11.40) 


N=N, B=B, A=-4A, M=H, 


(11.41) % | 
a(B) = B, x(Q) = oy,_,- - - O4,0(Q) fir Q¢ B. 
Da die Modifikationen 
(11.42) M-2 on an “m Png ens 
Go Ae he Ouay_s*** Tite 
(11.43) mM -m(F rhea ‘) 


beiderseits offen sind, ist nach Satz 5.9 mit Anmerkung 2 auch die Modi- 
fikation 


H Tv oe) 
44 Mm » BN, Ms-1° Me 
a =m (Ty BLN, Oy, 7° Tuy 
beiderseits offen. Da 2(Q) = oy, ,..- Oy, v fiir ry B gilt und 2 auf A ana- 


lytisch, ja sogar pseudokonform ist, so ist die Modifikation auch analytisch. 
Nach Satz 5.5 ist 2(H) = H,. Also folgt 


(11.45) a(N) = 2(H)—2(B) = H,— B= N. 
Mit NV ist auch N kompakt, w.z.b.w. 
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Nun kann Satz 10.5 verbessert werden: 
Satz 11.3. Der o-ProzeB als ,,einfachste‘‘ Modifikation. 


Voraussetzung. Eine Modifikation Mm = m (9 44” ‘) sei gegeben. 


Behauptung. Dann und nur dann ist M ein o-ProzeB in einem Punkt, 
wenn gilt: 

1. Die Modifikation M ist offen. 

2. Die Menge M besteht aus einem einzigen Punkt. 

3. Die Menge N ist eine kompakte, irreduzible analytische Menge der Di- 
mension 2 aus H. 

Beweis. a) Fir einen o-Proze8 in einem Punkt sind die Forderungen 1 
bis 3 erfiillt. 

b) Erfiillt die Modifikation M die Forderungen 1 bis 3, so ist die Modifi- 
kation M nach Satz 2.9 analytisch. Der einzige Punkt von M sei Py. Es ist 
v(N, H)oM = {P,}. Da N nicht leer ist, gilt v(Q, H) = P, fir Q¢ N und 
v(N, H) = M, d.h. v(H, H) = G. Die Modifikation M-! andert die Mannig- 
faltigkeit H in jedem Punkt von N. Nach Satz 11.2 ist M beiderseits offen 
und daher nach Satz 10.5 ein o-ProzeB in Py, w.z.b.w. 


§ 12. Die Erzeugung meromorpher Modifikationen zwischen kompakten 
Mannigfaltigkeiten durch 6-Prozesse. 


Aus den in der Einleitung genannten Griinden werden erst Modifikationen 


M = M 2 = ae untersucht, bei denen M und N héchstens endlich viele 


irreduzible analytische Mengen der Dimension 2 enthalten. Wieder ist nur 
der wichtigste Spezialfall, nimlich G und H kompakt, in der Uberschrift 
erwahnt. 

Satz 12.1. Die Erzeugung meromorpher Modifikationen. 


Voraussetzung. Die ModifikationM = M os r rm ‘) sei meromor ph und 


beiderseits offen. In M und N seien jeweils héchstens endlich viele irreduzible 
anaiytische Mengen der Dimension 2 enthalten™). 

Behauptung. 

A. Es gibt 4-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten Hy, ..., H, und 
Mengen M,C H, fiir 0 = 0, .. ., 8, so daB gilt: 

1. Es ist H,= G und M,C M und H,,, wird aus H, durch einen o-ProzeB 
in M, gewonnen. ‘ 


H 
9 a @ ‘. 
(12.1) Sp S (uy. Bo+s No+p UMo 
Es ist A,= H, und M,= 9. 


18) Diese Voraussetzungen erfiillt eine meromorphe Modifikation I zwischen kom- 
pakten Mannigfaltigkeiten. Denn nach Satz 2.4 ist eine solche Modifikation beiderseits 
offen und M sowie N enthalten héchstens endlich viele irreduzible analytische Mengen 
der Dimension 2. Im iibrigen sei daran erinnert, da8 eine meromorphe Modifikation 
zwischen 4-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeiten beiderseits meromorph ist 
(Satz 4.2). 


Ao, My, Mo ) 
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2. Fiiro =1,...,8—1 ist MCN, und B,- A,. Die Mengen My,..., M,_, 
bestehen aus endlich vielen Punkten. 

3. Fiir 9 = 0, . . ., 8 bildet eine analytische Abbildung 5,(P) die offene Menge 
A, in H ab. In jedem Punkt von M, ist 6, singulér. 

4. Fiiro =1,...,s und P€ B, ist 


(12.2) 6,(P) = 6,-1y.-,(P, H,), 

wéhrend 

(12.3) 6,(P) = t(P) fiir PEA 
gilt. 


5. Durch x(P) = 6,(P) wird H, analytisch auf H abgebildet. 

B. Es gibt 4-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten H,,...,H, und 
Mengen M,C H, fiir 9 = 0,1, .. ., 8, 80 daB gilt ¥ 

1. Es ist Hy>= H und M,CN und H,,, wird aus H, durch einen o-Prozep 
in M, gewonnen: 

F Hy, Ag, Me ome 

(12.4) S,-S w.” Bee Nove ) , 
Es ist A,= H, und M,= 9. 

2. Fiir 0 =i, ...a—) ist M,C N, und B,C A,. Die Mengen Mg, .. ., M,-; 
bestehen aus endlich vielen Punkten. 

3. Fiir 9 = 0,1,..., 8 bildet eine analytische Abbildung 6,(P) die offene 
Menge A, in G ab. In jedem Punkt von M, ist 6, singulér. 

4. Fiiro = 1,..., 8 und P¢ B, ist 


(12.5) 6,(P) = 5,-1 Vy,-,(P. H,). 

uvihrend 

(12.6) 5o(P) = v(P) fir Pe B 
gilt. 


5. Durch 7(P) = 4,(P) wird H, analytisch auf G abgebildet. 

C. Es gibt eine pseudokonforme Abbildung a von H, auf H,, so daf gilt: 

1. Ist E die Menge, in der die Modifikation M nichts dindert, und E die 
Menge, in der die Modifikation M~' nichts dndert, und sind 


(12.7) B = ey... --¢u,(8), 
(12.8) E- OMe. - . Oy, (E), 
so gilt 

(12.9) a(E) = EB. 


Werden unter t* und v* die Fortsetzungen t(P, G\ bzw. v(Q, H) verstanden, 
so ist 
a(P) = OMs-1 °° . Oy, T* Vy, - ee vy,-,(P) 
(12.10) = Oy,,-- Oy, X(P) 


= x 'v* x(P) fiir Pek. 
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2. Die Menge N = H,—E ist analytisch, und zwar leer oder rein 2-dimensional. 
Dasselbe gilt von 
(12.11) N = H,— E = x(N). 

Dann und nur dann ist N = @, wenn s = 8s = 0 ist. 

Beweis. a) Die Menge M* der singuliren Punkte von t und die Menge M* 
der singuliren Punkte von v sind endlich. 

Ist nimlich P,¢ M%, so gibt es nach Satz 9.3 eine rein 2-dimensionale 
analytische Menge C (P,) CN, auf der v mit Ausnahme einer Menge D(P,) 
ohne Haufungspunkte regulir ist. Sind P, und P, verschiedene Punkte 
von M, so haben C(P,) und C(P,) keinen irreduziblen Teil gemeinsam, da 
v(Q, H) = P, auf C(P,)—D(P,) gilt. Also enthilt MJ héchstens endlich 
viele Punkte, was entsprechend auch fir M* folgt. 

b) Setzt man Af = H — MG und N*= Aj 14 N, s0 ist 


G, A, > 
(12.12) M, = am ( : aah 


eine analytische Modifikation. Jede 2-dimensionale analytische Menge aus Aj} 
ist in H regular und eine irreduzible bleibt bei Fortsetzung in H irreduzibel. 
Daher liegen in N* héchstens endlich viele irreduzible analytische Mengen der 
Dimension 2. Auf I, werde Satz 11.1 angewandt, vermége der Ubersetzungs- 











tabelle : 

Satzlli| @ | 4|mM|r|H| BI|N| wv | e=01,...8 | Hy| M, 
Hir | G@|4|M| +r | at| B|N*| o | o=0,1,..,8 | | M, 
eB | | Si | Now | me | Ye ve | AL = Tr" |= 
Hier | Ox | Boss ii Now: | Ume | Ye Pe Ne | Ae | & | ¥. 


c) Nun wird M,= M§ und A,= G— Mj behauptet. Fir P,¢ M, ist 
v~1(P,, Aj) eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus A*, die in der 
Streumenge 2 (P,) von t (bzgl. der Modifikation IM) liegt; also ist r in P, 
singulair. Zu P,¢ Mj gibt es eine rein 2-dimensionale analytische Menge C (P,) 
aus H, wobei v(Q, H) = P, fiir Q€ Ag 7\C(P,) ist. Daher ist g.(Q) = 1 fiir 
Q¢ A A\C(P,) +9, woraus P,€ yo(N,) = M, folgt. Insgesamt ergibt sich 
M,= ‘Mt und “ls H— or H — Mj. 

d) Fiir 9 = 0,1,..., 8 werden 


(12.13) Y_(B) = » N= H,— B,, 8, (Q) - vu, (Q, H,) 
gesetzt und 
(12.14) ‘B= A, 'B,= OMo-1 “+e Om,(A) = . . 05! (A) = O73, (’ B,-1); 


(12.15) = '‘Ng= M, 'N,= 051, ... 851 (M) = ot, (‘N,-1) 


fir 9 = 0,...,8 behauptet. Fiir 9 = 0 ist dies wegen y,(Q) = v(Q, H) richtig. 
Die Behauptung sei schon fiir @ < s bewiesen. Wegen B = H — NCH — N, ist 


(12.16) ‘Bois = Yu (B) = Ome Yo(B) = Om - - O4,(A) SOs... 851 (A), 
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woraus 
(12.17) No+1 20, '... 051 (M) 

folgt. Fir Q€ "Nos O>'...851(A) ist 0,(Q)€'B, und y,(P) = 8,(Q) far 
ein P€ BC H — N,, woraus 

(12.18) Q = oy,8,(Q) = OmeVe(P) = Yori (P) €' Boar = Agi —'Noss 

folgt, was falsch ist. Also ist 0>'...8>'(M)2'N,,,, womit insgesamt 


(12.19) Noait et. . 051 (M) = 6F'('N,), 
(12.20) "Bosr= O71... O51 (A) = OF" ('B,) 
folgen. 


e) Nun wird behauptet, daB es eine offene Umgebung U von 'N, und eine 
in U analytische Menge 'N} 2'N, mit dim'N* < 2 gibt. 

Wegen 'N,= M ist die Behauptung fiir 9 = 0 richtig. Ist sie “4 o<8 
richtig, so ist V= 8>'(U) eine offene Umgebung von #>'('N,) ='N,,, und 
0,1 ('N#). eine enshytieche Menge aus V, die ‘N,,, enthilt. Da 8, in jedem 
gréBten zusammenhingenden Teil von H,,, bis auf eine 2- dimensionale 
analytische Menge pseudokonform ist, ergibt sich dim#>' ('NJ) < 2, womit die 


Behauptung bewiesen ist. 

f) Die Modifikation MF = M ( Pelt -. a aut) ist anaiytisch und beider- 
seits offen. Nach d) und e) ist nimlich Mf eine analytische Modifikation. Strebt 
P* > Py¢'N, fir v-oco und ist Pre’B,, so strebt np Falle Py€ A, die Folge 
oy (P) 0x (Po ) mit oy, (Po) = Q€ d- 1('N,) ='N,,, fiir v-> co und im Falle 

P,¢€ M, wenigstens fir eine gicichbeneichnete Teilfolge oy,,(P") > Qo€ Noi S 
Nous fiir v+0co. Also ist M¥ beiderseits offen. 


H, B, N, y 
g) Die Modifikation T, = an (# ge Be 
morph. 


Fiir 9 = 0 ist gies wegen MN, = M-! richtig. Ist M, meromorph und beider- 
seits offen, so ist, weil auch die Modifikation M¥ taps und beiderseits 
offen ist, weil y,.;= Oy,y, auf B, bzw. Yer = =! auf ’B, ,, ist, die aus 


) ist beiderseits offen und mero- 


Mo 
MN, und IN*¥ zusammengesetzte Modifikation M bes a Sana und beiderseits 
offen (Satz 5.9 mit Anmerkung 2). 

h) Die Menge der singuliren Punkte der Serre yp ' sei 'M, und o% 
die eindeutige analytische Fortsetzung von y;' in ‘A,= H,—'M,, wenn y; 
als Abbildung in H aufgefaBt wird. Nun wird ‘A, = A, behauptet. 

Ist nimlich P,¢ ‘M,, also 6, in P, singulér, so gibt es nach Satz 9.3, ange- 
wandt auf die Modifikation M- 1 eine rein 2-dimensionale analytische Menge 
C¢oX,,(Po) aus H, so daB y, auf C, abgesehen von einer Menge D ohne Hiu- 
fungspunikte, regular ist und y,(Q, H) = P, fir Q « C— Dgilt. Es ist C~ Aj 
¢C—D und Cr A® eine rein. 2-dimensionale analytische Menge aus Af, 
auf der y, eine positive Vielfachheit hat. Also ist 


(12.21) Py¢ y.(N,) = M,= H,— A,. 
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Ist aber Py¢ M,= H,— A,, so ist Af y>'(Po) eine rein 2-dimensionale 

analytische Menge aus A¢, die in 2,,(P,) enthalten ist (Satz 7.1), also ist 6, 

in P, singular, d.h. P,¢’M,, woraus insgesamt M,='M, und A,='A, folgen. 

i) Da ‘N, keinen inneren Punkt hat, ist 


(12.22) 5,(P) - 1(P,@) fir P€ Ay, 
(12.23) 6,0 4_,(P) = 4,-1(P) fir P€A,_,; 
denn auf ‘B,_, ist yo*oy,_.= Yo71 Umo_,FMo_.= Yor: 


k) Nun sollen die Behauptungen A bewiesen werden. Die Behauptungen A | 
und A 2 folgen unmittelbar aus Satz 11.1. Die Behauptung A 3 wurde schon 
in h) bewiesen. Nach i) ist 
(12.24) 6,(P) = r(P, @) fiir P € Ag, 

(12.25) 6,(P) = 6,-10m,_,(P,H,) fiir P€053,(A,-1) = 
womit die Behauptung A 4 bewiesen ist. Wegen A,= H, wird H, durch 7(P) 
= 6,(P) analytisch in H abgebildet. Die Modifikation 

he a H, B, N, ys 
(12.26) M, = M ied Nex ) 
ist analytisch und beiderseits offen. Nach Satz 5.5 ist 7(H,) = H, womit A 5 
und insgesamt alle Behauptungen A bewiesen sind. 

1) Auf Grund der Symmetrie von Voraussetzung und Behauptung gelten 
auch die Behauptungen B und analoge Aussagen a) bis k), wobei analoge 
Dinge in B unterstrichen werden. In a) bis k) kann man insbesondere Aj = Ay 
setzen. 

m) Nun wird behauptet, dap 


(12.27) M, = am ( 


B, 


»* 


Ho, ‘Bo, ‘No ¥st *) 
Hy, ‘Bs, ‘Ng, Yo VX 

eine analytische, beiderseits offene Modifikation ist. Die dann vorhandene ana- 
lytische Fortsetzung von y,v x in H, werde mit 2, bezeichnet. Ihre Vielfach- 
heit sei y,(Q) und 


(12.28) N,= {2 | ¥(Q) > 0}, 
(12.29) F, = H,— N,. 
Da namlich die Modifikationen 
a tae ED) 
(12.31) m= m(7 3 ye) 
av H, B, N, 3 
Gaaey a, = (ir +B, Nox) 


meromorph und beiderseits offen sind, ist auch die zusammengesetzte Modifi- 
kation M, meromorph und beiderseits offen. Fiir 9 = 0 ist 


H, B, N, Vs 


(12.33) M, = M Pn Bs, ‘Ns, x 


analytisch. 


)-a 








Uber meromorphe Modifikationen. IV. 
Angenommen, fiir 9 < s ist TM, analytisch. Fir P ¢'B,= 09}_,... Oy) (A) 
gilt: 
(12.34) 1, (P) = YoU x(P) = YoU 6,4 @,_,(P) =°7° ss 
= Yovt Dy... O,-4(P) = y_Ho. . . 9,-1(P). 
Da y, auf A, analytisch ist, gilt: 


(12.35) 1 (P) = yoo. - -8,-,(P) fir P€ dR, ... 05" (Ay). 
Auf #7), ... 051 (Ag) ist die Abbildung @, . . . ?,_, pseudokonform, also ist 
(12.36) vo(P) = ¢o(o---9,-1(P)) fir PEAR, ...052(Ay). 


Weil ¢,(Q) > 0 fiir Q€N, Cc Ag ist, ergibt sich y,(P)>0 fir Pe dz),... 
051 (N,) = N¥, dh. 

(12.37) x,(N,) 2 %,(N%) = y, (N,) = M,. 

Wegen N C’'N, enthilt Ny, keinen inneren Punkt. Nach Satz 7.1 wird F,= H,— 
— N, durch x, pseudokonform in H,— 2,(N,) ¢ H,— M,= A, abgebildet. Wie 
die Ubersetzungstabelle: 


Satz10.16| H| x | H, | |a@| B | N | M | Sy | oy 
e| & Sup | [Me 


Setz 10.16] H | B | VY | vy | | | y %, | 


A 
Hier H, Se 7o(H,) We H, | F, A, 


Hier Hoss Boss Novi UMe | N, | H, Mo+t Yorn | 


zeigt, sind die Voraussetzungen von Satz 10.16 und der Anmerkung | erfiillt. 
Durch z,,, wird H, analytisch in H,,, abgebildet, wobei z,, ,(Q) = Ou, %(Y) 
fir Q ¢ F, ist. 

Fir Q¢'B, CF, ist 


(12.38) 1, (Q) = yev x(Q), 

(12.39) v 4(Q) € v x('By) = v(B) = A = A,— MC A,—N, 
also 

(12.40) 7% +1(Q) = Fu¢ Yo? X(Q) = Your X(Q). 


Die Modifikation M,, , ist analytisch. 

n) Durch x = 2, wird H, pseudokonform auf H, abgebildet. Da nimlich , 
beiderseits offen ist, ergibt sich aus Satz 5.5 2,(H,) = H,. Entsprechend laBt 
sich y,t x zu einer analytischen Abbildung z von H, auf H, fortsetzen, wobei 
a 2(Q) = Q fir Q <'B, also sogar fiir Q « H, gilt. Die Abbildung 2 ist pseudo- 
konform. 

0) Nun werde die Behauptung C1 bewiesen. Die offenen Mengen Z£, E, 
E und E werden wie in C 1 definiert. Die Fortsetzung von t auf £ sei t* und 
die Fortsetzung von v auf E sei v*. Nach Satz 5.7 ist r*(#) = EZ. Fir P¢ E 
ist vy... . Uys, (P) € HG Ag also auch t* vy, . . . vg,_, (P) € t*(B) = ES Ag, 
weswegen die Abbildung oy,_, ...Oy, T* vy, --. Us,_,. auf EB erklart und 
13* 
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pseudokonform ist. Fiir P ¢’B,¢ E gilt: 
a(P) = z-*v 4(P) = y,0z(P) 
(12.41) ~y,0m,. es vm,_,(P) 


= OMs-1 ces om,t UM,- a's vm,_,(P). 


Also ist 
(12.42) a(P) = oy, ,--- Oy,t* Vy,- - - Ust,,(P) fir P¢ E, 
woraus 
x(B) = Oy ,---Oy,T* Vy,- - - Um, (B) 
(12.43) = OM, - - Oy,t* (E) 
= OM,-;- . Oy, (£) 


folgt. Die Behauptung C | ist bewiesen. 

p) Die Behauptung C 2 wird nun bewiesen. Die Teilmenge von Ay, auf 
der die Abbildung y,.(Q) = t(P, @) eine positive Vielfachheit hat, ist die 
analytische Menge No aus A», die im Falle s = 0 leer, im Falle s > 0 rein 2- 
dimensional ist. Da G— A,= M, héchstens aus endlich vielen Punkten be- 
steht, ist LD = N, in G analytisch, und zwar leer im Falle s = 0 bzw. rein 2- 
dimensional im Falle s > 0. Wegen LC Ny M, ist 
(12.44) LU M,=(LAA,)U M,= N,v My=(4,— E)\ M,= G—E. 
Da #,. . .0,_, die Mannigfaltigkeit H, analytisch auf G abbildet, da ‘N, =H, 

‘B, keinen inneren Punkt hat und da ‘B, pseudokonform auf A abgebildet 


wird, ist | 0,',...07' (L) eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus H, 
(im Falle s > 0) oder leer (im Falle s = 0). Im Falle s > 0 ist L, = Pera: 
05' (My) = 82, . . . 8p’ (N)) eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus H,, 
wihrend im Falle s = 0 die Menge L, = M, leer ist. Folglich gilt: 
(12.45) N = H,— & = H,—cy,.,- - - Oye(E) 

O07), ...05'(G@—E) = 821,... 05' (LU M,) = LVL, 


eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus H,, falls s + s > 0 ist, bzw. 
leer, falls s = s = 0 ist, w.z.b.w. 

Damit ist gezeigt, daB eine meromorphe Modifikation zwischen kompakten 
Mannigfaltigkeiten — eine solche ist von selbst beiderseits offen — erhalten 
werden kann, indem man beiderseits je in endlicher Anzahl o-Prozesse in 
endlichen Mengen M, bzw. M, hintereinander ausfiihrt, man gelangt dann — 
bis auf analytise he heuivelous — zur selben Mannigfaltigkeit. Umgekehrt 
ist natiirlich jede Modifikation, die sich so erzeugen 1aBt, meromorph (Satz 
5.9). Es gibt auch nichtmeromorphe Modifikationen zwischen kompakten 
Mannigfaltigkeiten, wie das Gegenbeispiel am Ende von § 2 zeigt. 


(Eingegangen am 1. Februar 1955.) 
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Die Winkelmetrik in der affin-orthogonalen Ebene. 
Von 
Kurt Scn0rre in Marburg a. d. Lahn. 


Einleitung. 

Gegenstand unserer Betrachtung ist: die affine Ebene mit Orthogonalitat 
unter Ausschlu8 isotroper Geraden. Fiir die Existenz einer metrischen Grund- 
form war in einer vorigen Note!) ein SchlieBungssatz aufgewiesen. Einen 
weiteren SchlieBungssatz erhalten wir mit der Forderung, daB sich die Winkel 
in tblicher Weise durch Streckenverhiltnisse rechtwinkliger Dreiecke be- 
stimmen lassen. Beide SchlieBungssiitze ergeben (bei Giiltigkeit des Fano- 
Axioms) eine Geometrie tiber einem kommutativen Kérper oder tiber einer 
Quaternionenalgebra. In dieser Geometrie gilt dér Lotesatz. Hiermit ist eine 
eindeutige Antragung beliebiger Winkel an beliebige Geraden gegeben. Die 
Transitivitat dieser Winkelantragung hat den Héhenschnittpunktsatz zur 
Folge. Um zur Bewegungsgruppe zu gelangen, gehen wir von der Forderung 
aus, daB es an jeder Geraden eine Spiegelung gibt. Die entsprechenden 
SchlieBungssatze zeigen, daB die hier betrachtete Geometrie dieser Forderung 
geniigt. Im Rahmen der iibrigen vorliegenden Axiome erweist sich der fiir 
die Winkelbestimmung maBgebende SchlieBungssatz als aquivalent mit einer 
einfachen Transitivitatseigenschaft von Spiegelungsprodukten. 


§ 1. Grundlagen der Winkelbestimmung. 

In der affinen Desarcuesschen Ebene mége eine symmetrische Ortho- 
gonalitatsrelation g | h vorliegen, so daB es durch jeden Punkt genau eine 
Senkrechte zu jeder Geraden gibt, keine Gerade auf sich selbst senkrecht 
steht und ausg | hundh || kstetsg | k folgt. Zur Einfithrung eines Winkel 
maBes fiir zwei Geraden a,b mit Schnittpunkt S wahlen wir auf a einen 
Punkt A + S. A, sei FuBpunkt des Lotes von A auf 6, A,, FuSpunkt des 
Lotes von A, auf a. Die kollinearen Punkte S, A,,, A bestimmen ein Strecken- 
verhiltnis?) SA,,: SA. Dieses ist genau dann Null, wenn a senkrecht auf 6 
steht. 

Damit das Streckenverhiltnis SA,,: SA als Winkelmaf fiir das unge- 
ordnete Geradenpaar a,b dienen kann, mu8 es unabhiingig von der. Wahl 
des Punktes A auf a und invariant gegeniiber der Vertauschung von a mit } 
sein. Beide Forderungen sind genau dann erfillt, wenn 

SA,,: SA = SB,,:SB 

') Literaturverzeichnis [6]. ‘ 

*) Kollineare Punktetripel S, P,, P, und S, Q,, Q, auf zwei verschiedenen Geraden 
sollen dasselbe Streckenverhiltnis ausdriicken, wenn P,Q, | P,Q, ist. Mit dem Satz 
von DEsARGUES erweist sich diese Gleichheit von Streckenverhaltnissen als eine Aqui- 
valenzrelation. Vgl. K. Rerpemeister, Grundlagen der Geometrie. Berlin 1930. 


184 Kurt Scuiitre: 


fiir beliebige A auf a und B auf 6 gilt, wobei B,, durch B entsprechend wie 
A,, durch A bestimmt sein soll. Der hierdurch ausgedriickte SchlieBungssatz 
(Fig. 1), ein Spezialfall (beziiglich rechter Winkel) des Satzes von Pappus- 
Pascat., lautet: 


Ww Sind A,A,,, B, Punkte auf a und A,, B, B,, Punkte auf b mit 
(W) A, A», || BB, a und AA, || B, B,, 1 6, so ist AB | Ay, Bay. 


Bezeichnen wir die Vektoren SA, SA,, SA,,, SB der Reihe nach mit 
D, u, Da, u B, so erhalten wir SB,=v Ba, SB,,=ua Pp und a f= Ba. Der 
SchlieBungssatz (W) besagt somit: 
(1) Ausu—v ju undv|u—va folgt «f= fa fir alle £. 


Wir nehmen den fiir die metrische Grundform benétigten SchlieBungssatz 
hinzu: 


Sind P, P,, P,, Ps bew. P’, P\, Ps, Ps je vier verschiedene Punkte, so 
(M) { folgt aus fiinf der Relationen PP; | P;., P.9, P’ P; 1 P,., P:+2(t=1,2,3 
mod 3) die sechste. 


Wie in der Note [6] gezeigt wurde, lit sich dann die Orthogonalitaét rj» 
durch das Verschwinden eines Skalarproduktes r-» ausdriicken*®), und (1) 
geht iiber in: 


(2) Bei u-u=v-u liegt «=(v-v)-'(u-u) im Zentrum. 


Das Skalarprodukt kann als so normiert angenommen werden, daB es 
einen Vektor ¢ mit e-¢ = 1 gibt. Dann gilt: 

Satz 1. Der SchlieBungssatz (W) ist genau dann 

8/4 erfiillt, wenn jedes Vektorquadrat*) x - x im Zentrum 
, des Koordinaten-Schiefkérpers liegt. 

a, / Beweis: Es sei »-xr=(r-p)®, wo 3 ein 

Ay’ involutorischer Antiautomorphismus ist®), und 

a sie. Firu=e,n=e+s6€ giltu-u=v-u=1, 

de so daB « =(p-v)-1(u-u) = (1 + £5(s- 8) &)-" ge- 

Asa A 8, maéB (2) ein Zentrumselement ist. Da dies fiir 

Fig. 1. alle & gilt, liegen auch $-s und &5£ im Zentrum. 

Folglich hat jeder Vekior r = e € + 5 7 ein Quadrat 

rex = EF +. "> (s -s) 7 im Zentrum. Andererseits ist (2) erfiillt, wenn jedes 

Vektorquadrat im Zentrum liegt. 

Wir schlieBen nun die Charakteristik 2 aus, was bekanntlich durch das 
Fano-Axiom geschieht: ,,Die Diagonalen eines Rechtecks besitzen einen Schnitt- 
punkt.* 

Satz 2. Mit dem Fano-Axiom und dem SchlieBungssatz (M) ist der 
SchlieBungssatz (W) genau dann erfiillt, wenn der Koordinatenbereich entweder 








*) Hierbei ist r- (yp + 4) = xr-D+4°3,(8 +0)°39 =F°44+d-jundr- ya =(r-y)a. 

*) Statt von Vektorquadraten kann man auch von Formwerten sprechen, da r -» 
als metrische Grundform dient. 

5) Vgl. [6]. Mit *) erhalt man x &-y 9 = €9(r-n) 9. 
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ein kommutativer Kérper oder eine Quaternionen-Divisionsalgebra ist, wobei im 
letzten Falle » - x das zu x +» konjugierte Quaternion ist. 

Beweis: Liegen alle Vektorquadrate im Zentrum, so auch alle ££, also 
auch (€ + 1)9(€ + 1)— &°&—1 = & + &. Bei o = liegt somit 2 und, da 
die Charakteristik + 2 ist, auch o im Zentrum. Mit Satz 1 folgt: (W) gilt genau 
dann, wenn alle 3-symmetrischen Elemente, d.h. alle Elemente o mit o° = a, 
dem Zentrum angehéren. Hieraus ergibt sich die Behaup- 
tung mit den Ergebnissen von J. Dievponné‘). Der 
Vollistandigkeit halber geben wir hier einen kurzen Be- 
weis an: Hat der Koordinaten-Schiefkérper K ein Zen- 
trum Z + K, so gibt es A¢Z. Dann ist « = A— 4° +0 5 
mit «> =—a. Dad¢Z,4+ A2€Z und 24 = a + (A+ 4°), 
so «¢Z. Es gibt also 4 +0 mit’ au+ ya. Man hat 
6 = u—p°+0 mit 6° =— 6d. Da w + p®, aber nicht uv 
mit « vertauschbar ist, ist auch 6 = 2 « —(u + u®) nicht 
mit « vertauschbar, also 8 = 4 (6— a-16 a) +0. Man erhalt #°=— #8 und 
(mit a®?=—a5a”¢Z) Ba=—a. Uber dem Kérper der S-symmetrischen 
Elemente erzeugen «, 8 eine Quaternionenalgebra. Zu dieser gehért jedes 
Element §¢ K. Setzen wir nimlich &,= 4 (€ + &), & = + (a-1 & — &@-1), 

&, - + (é p-} —_— Eqn po ie Bp &8 > Ba" Eq), g, = 1. (é po ant + 
+a-1§& po + po &3 am) + go! po £8), 
so gilt § = &,+ &a+ & 8+ &« 8 mit 5-symmetrischen Elementen £,, &,, &5, 
&,. Dabei ist >= &,— &a— & 8 — &« B konjugiert zu &. 

Bei der durch die Streckenverhiltnisse erklirten Winkelgleichheit gibt es 
im allgemeinen mehr als 2 gleiche Winkel mit einem festen Schenkel und 
Scheitelpunkt. AufschluB iiber die Anzahl von solchen gleichen Winkeln gibt 

Satz 3. Es gibt eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Geraden x 
durch S, die mit einer festen Geraden a durch S einen gleichen nicht-rechten 
Winkel bilden, und den Elementen der multiplikativen Gruppe aller « mit 
&e= 1. 

Beweis: Sind (a, b) und (a, x) gleiche nicht-rechte Winkel mit dem Schei- 
tel S, so gibt es definitionsgemaB A,, A, auf a und P bzw. P’ auf b bzw. x 
(Fig. 2) mit PA, P’ a, SP | PA,, SP’\ P’A,. Fir die Vektoren t,= SA,, 
ty= A\ Ay, 0 = AP, ne = A, P’ gilt x, und 4,19, H+ O1%—d, H+ det 

| t—De, also r,-r,= 9°) = €9(y-D)e. Die letzte Gleichung gilt, da y -» 
im Zentrum liegt, genau dann, wenn e%e = | ist. 

Man hat stets mindestens 2 geméB Satz 3 gleiche Winkel, namlich fiir e = | 
und fiir e = — 1. Nur wenn 9 die Identitat ist, sind dies die einzigen. Andern- 
falls gibt es nimlich « mit «®°+ « und a°+_ — «. Dann ist ¢e = «a®a-! ein Ele- 
ment mit e%¢ = (a°)-1a a2 a-1= 1 und «+41. Die Forderung, daf sich ein 
Winkel auf héchstens zwei Arten antragen lift, hat also den Héhenschnittpunkt- 
satz’) zur Folge. 





Fig. 2. 





*) Literaturverzeichnis [2]. 
7) GemaB [6] gilt dieser Satz genau dann, wenn 5 die Identitit ist. 
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§ 2. Der Lotesatz. 

Unter den verschiedenen Moéglichkeiten fiir die Antragung eines gegebenen 
Winkels an eine gegebene Gerade, die nach Satz 3 bestehen, kénnen wir eine 
bestimmte auszeichnen, indem wir je drei Geraden a, 6, x durch S mit a+ 6 
eine Gerade x’ folgendermaBen zuordnen: P sei ein beliebiger Punkt + S 
auf x, P, bzw. P, FuBpunkt des Lotes von P auf a bzw. 6b (Fig. 3). Dann 
soll x’ die Senkrechte zu P, P, durch S sein. Nach dem 
Satz von DesarcvueEs [der aus (M) folgt] ist x’ unabhingig 
vom Hilfspunkt P, also allein durch a,b, x bestimmt. 
Wir sagen: ,,Die Antragung von (z, a) an 6 fiihrt zu 2’* 
und schreiben hierfiir ,,ra +> b2’‘‘. DefinitionsgemaB ist 
xa>bz’ aiquivalent rb> az’. 

Der Lotesatz besagt, daB bei rab 2x’ die Winkel (z, a) 
und (b, x’) gleich sind. Wir beweisen den Lotesatz mit 
Hilfe der SchlieBungssatze (M) und (W). Mit (M) ergibt sich: 
(3) Aus za>bz2’ folgt 2z’a>bz. 


Beweis: Q sei ein Punkt + S auf zx’, Q, bzw. Q, FuBpunkt des Lotes 
von Q auf a bzw. b. Dann ist SQ, 1 PP,, SQ,1 PP, SQ LP Ps, SPalL QQa, 
SP, 1 QQ,, also nach (M) auch SP | Q,Q,, d. h. z’a>bz. 

Bei festen a, 6b (mit_ a+ 6) ist durch ra+bz’ eine eindeutige Abbildung 
x-» x’ der Geraden durch S auf sich gegeben. GemaB (3) ist diese Abbildung 
involutorisch. Mit dem SchlieBungssatz (W) ergibt sich: 





Fig. 3. 


(4) Aus za-bz2’, ya>by’ und 2’ | y folgt x 1 y’. 


Beweis: Ist x (bzw. y) | 6, so konstruktionsgemaB 2’ (bzw. y’) | a. Aus 
z’\ y folgt dann y = a (bzw. x’ = 6) und konstruktionsgemaéB y’= 6 (bzw. 
x= a), also x | y’. Andernfalls hat PP, mit y einen Schnittpunkt Q + 8. 
Q, sei FuBpunkt des Lotes von Q auf a. Wie Fig. 4 zeigt, ist (4) aquivalent 
dem SchlieBungssatz : 


Sind P,, 8S, Q, bzw. P, Py, Q verschiedene Punkte auf Geraden a bzw. 














(Ww) cmit PP, | QQ, La, P,P, | SQ und P,S 1c, so ist PS || P,Q,. 
g + 
Cc 
sf 
P 
6 ? 
~ 4) y 
4 L 
zB s a a Ca 
Fig. 4. Fig. 5. 


Die beiden Spezialfille (W) und (W’) des Satzes von Pappus-PascaL sind 
im Rahmen der DesarcuEsschen Geometrie aquivalent. Um (W’) aus (W) 
zu erhalten, gebrauchen wir die Hilfspunkte (Fig. 5): A Schnittpunkt von @ 
mit der Senkrechten zu c durch P, C Schnittpunkt von c mit der Senkrechten 
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zu a durch S, B Schnittpunkt von AC mit S P,, D Schnittpunkt von SC mit 
P,Q,. Die Anwendung von (W) auf die Punkte P,, A, S und P, P,, C liefert 
AC | P, P,, also BC || SQ. Nach dem Satz von Desarcues (fiir die Drei- 
ecke BC D, SQQ,) ist BD || a und (fiir die Dreiecke P, BD, PAS) PS | P,Q,. 
(Entsprechend ist umgekehrt (W) aus (W’) zu gewinnen.) Somit folgt (4) 
aus (W). 

GemaB (3) und (4) bleibt bei der Abbildung z— x’ die Orthogonalitat er- 
halten. Wir driicken diese Abbildung algebraisch aus, indem wir r = S P setzen 
und beliebige Vektoren a,b auf a,b wihlen. Dann ist SP, = a(a-a)~'(a- x) 
und S P, = 6(b - b)-'(6- x). Die Vektoren yx’ auf 2’ sind wegen 2’ | P, P, durch 
die Gleichung 


(5) (x’ a) (a+ a)-* (a+ x) = (r’- b) (6 b)-*(b- x) 


bestimmt. Diese erhalt in Matrizenschreibweise die Gestalt r’°A x = 0 mit 
A®— A. Hiermit erhalten wir eine semilineare Transformation r* = r°A fir 
die Abbildung P— x’, wobei r* der Geradenkoordinatenvektor von 2’ ist. 
Durch die metrische Grundform r’- y’ wird im dualen Vektorraum eine Grund- 
form x*- y* induziert. Da bei unserer semilinearen Transformation die Ortho- 
gonalitaét erhalten bleibt, gilt 


(6) r* + y* = x(r-y) 


mit einer §3-symmetrischen Konstanten x. 
Um auch das WinkelmaB W (a,b), das durch SA,,: SA gema® Fig. 1 

gegeben ist, algebraisch auszudriicken, setzen wir a = SA. Ist 6 ein Vektor 

auf b, so SA,= b(b-6)-?(b-a) und SA,,= a(a-a)~!(a- b) (6b - b)-*(b- a). 

Fir die Geraden a, b erhalten wir somit das Winkelma’B 

(7) W (a, b) = (a: a)! (a+ b) (6b: b)-* (b+ a). 

Beim Ubergang zum dualen Vektorraum entsteht aus W(r’,»’) ein ent- 

sprechend gebildeter und gleicher Ausdruck W(r*,»*). Aus (6) folgt, da x 

im Zentrum liegt, W(r*, n*) = W(x, ») und somit W(r’; yn’) = W(r,»). Hier- 

mit haben wir 

Satz 4. Bei xa-+bzx' und ya-by’' ist W(x, y) — W(2’, y’). Insbesondere 
gilt, da konstruktionsgemaB aa-~- bb ist, der 

Lotesatz. Ist x’ gemaéf Fig. 3 mittels a, b, x konstruiert (also ra—>b-x'), 80 
W (a, x) = W(d, 2’). 

Auf Grund des Lotesatzes kann an jede Gerade b + a ein Winkel (a, x) 
in einer eindeutigen Weise angetragen werden. Umgekehrt kann auch diese 
Antragung zur Definition der Winkelgleichheit dienen. Wir definieren: 

D1. Ist a,b, a,b, geméifB Konstruktion des Lotesatzes, so sei < (a, b,) 
= I (ay, by) und ¥ (ay, by) = F (a,, ,). 

D2. Ist &(a,, b,) = & (ag, b,) und (ay, by) = I (ay, 63) gemaB D 1, 80 sei 
<X (a, 5) = X (ay, bs). 

D3. { (a,b) = &(a, b). 

Offenbar ist <{ (a,, b,) = <(a,, b,) nur bei gleichem WinkelmaB W (a,, 6,) 
= W (a,, b,). Es gilt aber auch umgekehrt: 
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Satz 5. Aus W (a,, b,) = W(a,, 6) folgt < (a,, b,) = &(a,, b,) oder < (a,, b,) 
= (bp, ae). 

Beweis: Ist b,+ a, so gibt es x mit a,b,->a,x2. Im Falle z= db, ist 
<I (a,,6,) = <& (ay, 6.) geméB D1. Andernfalls erhalt man mit einem Punkt P 
auf a, wegen W (a,, b,) = W (a,, x) eine Gerade P, P,, | a, (wo P, baw. P,, FuB- 
punkt des Lotes von P auf x bzw. b, ist). Dann ist a,z+b,a, und somit 
< (a,, b;) = <& (by, a2) gemaB D 2. Entsprechendes gilt fiir a,+ b,. Ist schlieBlich 
a,= 6, und a,= b,, 80 X (a;, b,) = & (by, a.) gemaB D 3. 

Mit D1—D3 kann sich < (a,b) = <(b,a) nur dann ergeben, wenn es 
x,y mit ab+>zy und zy—ba gibt. Dies ist stets der Fall, wenn a | b ist. 
(Man kann dann beliebige von a, 6 verschiedene Geraden x | y nehmen.) 

Satz 6. Ist a nicht senkrecht b, so {(a,b) = <—(b, a) genau dann, wenn 3 
nicht die Identitét ist. 

Beweis: a, 6 seien Vektoren auf a bzw. 6. Um aby und zy>ba zu 
erhalten, brauchen wir gemaB (5) zwei Vektoren r,», die nicht auf } liegen, mit 


()-b) (b-b)-*(b- a) = (y- x) (E- x)-*(F-a), (a-D)(D-D)-* (D> F) = (a+ b)(b-b)-*(6- x). 


Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir a= 6 +s, r=bé+ 8, 
» = 6b +5 mit 6 | s ansetzen. Beriicksichtigt man, daB die 3-symmetrischen 
Elemente im Zentrum liegen, so erhailt man nach einfacher Rechnung die Be- 
dingungsgleichungen 


(1 — &) » = & + (b+ b)-1(6-8), 1 + 4 E = E— (b+ b)-1(5 <8). 


Da keine Gerade isotrop sein soll, ist (b - b)-1(s -s) +— 1, so daB & + 1 sein 
muB. Es folgt 


n = (1 — &)-* [& + (b+ b)-? (6 - 8)] mit [€° & + (b - b)-1(8 - 8)] [€ + H&—2] = 0. 


Die AusschlieBung isotroper Geraden erfordert auch £°£ + (b - b)-1(s -s) + 0. 
Unsere Gleichungen sind somit genau dann erfiillbar, wenn es +1 mit 
& + %— 2 gibt. Dies ist nur dann der Fall, wenn 5 nicht die Identitat ist. 
(Man kann dann é = 1 + « — a® mit beliebigem « + «° nehmen.) 

Satz 6 zeigt, daB durch D1—D3 nur dann orientierte Winkel (mit Aus- 
nahme der rechten Winkel) definiert werden, wenn in der ganzen Ebene der 
Hohenschnittpunktsatz gilt. Dieselbe Bedingung ergibt sich fiir die Tran- 
sitivitat der Winkelantragung: 

Aus a,b, > a,b, und a,b, + a,b, folgt a,b, > a,,*. 

Satz 7. Die Transitivitét der durch den Lotesatz erklirten Winkelantragung 
hat den Hohenschnittpunktsatz zur Folge. 

Beweis: Fiir rechtwinklige Dreiecke ist der Héhenschnittpunktsatz trivial. 
Wir kénnen daher von einem nicht rechtwinkligen Dreieck A, A, A, ausgehen 
(Fig. 6). H, sei Fu8punkt des Lotes von A, auf A,A,, H, FuBpunkt des Lotes 
von A, auf A, A,, S Schnittpunkt der Héhen A, H, und A,H,, B Schnittpunkt 
der Héhe A,H, mit der Senkrechten zu A,S durch A;, C vierter Eckpunkt 
des Rechtecks iiber SA, B, D Schnittpunkt von A,C und A,A,, EZ Schnitt- 
punkt von A,B und H,H,, F Schnittpunkt von A,C und A,H,, G Schnitt- 
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punkt von A, A, und BD, 8 Lot von A, auf H,H,. Die Punkte D, EZ, F, G 
kénnen auch uneigentlich sein. Alle anderen Punkte sind eigentlich zufolge 
der Voraussetzung, daB A, A, A, nicht rechtwinklig ist. Nach dem Satz von 
Desarcues (fiir die Dreiecke H,H,A, und A,BD) sind E, F,G@ kollinear. 
GemaB Konstruktion gilt A,C, A,B > yk S, A,H, und A,S, A,H,—> A,H,, s. 
Die Transitivitat der Winkelantragung ergibt A,C, A,B A,H,,s. Daraus 
folgt: Ist A, B || H,H,, so A,C | H, A,, 
andernfalls EF | A,B. Auf jeden Fall ff 
liegt der uneigentliche Schnittpunkt ' 
von A,S und BC auf der (uneigent- 
lichen bzw. eigentlichen) Geraden EF G. 
Der Satz von Dersarocuss (fiir die 
Dreiecke A,S A, und BCD) ergibt nun 
A,D\ A,B unt somit A,S | A, Ag. 
Die “ Héhen schneiden sich also in 8. 
Von der hier betrachteten Winkel- 
gleichheit (auf Grund der Strecken- 
verhiltnisse bzw. gemaéB dem Lotesatz) 
ist die aus der Bewegungsgruppe ent- 
springende Winkelkongruenz zu unter- 
scheiden. Zwei Winkel mégen kon- 
gruent heiBen, wenn es eine lineare 
orthogonale Transformation gibt, die den einen Winkel auf den anderen abbil- 
det. Kongruente Winkel besitzen natiirlich gleiches WinkelmaB W (a, 6), da 
die orthogonalen Transformationen die metrische Grundform bis auf einen 
3-symmetrischen Faktor invariant lassen. Es gilt aber nicht allgemein die 
Umkehrung, denn die lineare Gruppe braucht nicht jede Gerade auf jede andere 
abzubilden und somit nicht beliebige Winkelantragungen zuzulassen. 








Fig. 6. 


§ 3. Die Konsequenzen des Spiegelungsaxioms. 

Um die betrachtete Geometrie durch ihre Bewegungsgruppe zu charakteri- 
sieren, erginzen wir die affinen Inzidenzaxiome und trivialen Orthogonalitats- 
axiome (unter AusschluB isotroper Geraden) zunichst nur durch das 

Spiegelungsaxiom: Zu jeder Geraden gibt es mindestens eine involutorische 
Kollineation, welche die Orthogonalitit erhdlt und die betreffende Gerade punkt- 
weise festhalt. 

Eine solche Kollineation, bei der die Gerade g punktweise festbleibt, be- 
zeichnen wir als eine ,,Spiegelung an g‘‘. Ein Produkt von zwei Spiegelungen 
an senkrechten Geraden durch einen Punkt P soll eine ,, Punktspiegelung an P** 
heiBen. Ein Produkt von zwei Spiegelungen an parallelen Geraden heibe 
eine ,, Translation“. Es gelten folgende Biatze: 

1. Jede orthogonale Kollineation, die alle Punkte einer Geraden g und einen 
weiteren Punkt P festhélt, ist die Identitét. 

Beweis: Jede Gerade, die P mit einem Punkt von g verbindet, besitzt 
2 Fixpunkte, bleibt also fest. Ferner bleibt jede Senkrechte zu g fest. Hiermit 
ergibt sich jeder Punkt als Fixpunkt. 











190 Kurt Scuirre: 


2. Bei einer Spiegelung an g bleiben auBer g nur die Senkrechten zu g fest. 
(Andernfalls erhielte man einen nicht auf g liegenden Fixpunkt, entgegen 1.) 

3. P ist cinziger Fixpunkt einer Punktspiegelung an P. 

Beweis: a, 8 seien Spiegelungen an Senkrechten a,b durch P. Bei der 
Punktspiegelung « f bleiben a und 6 fest. Q sei ein Fixpunkt von « 8. Dann 
sind auch die FuBpunkte Q,, Q, der Lote von Q auf a, b Fixpunkte von « #. 
Folglich ist Q, bzw. Q, Fixpunkt der Geradenspiegelung f bzw. «. Mit 1. 
erhilt man Q,= Q,= P und somit Q = P. 

4. Jede Punktspiegelung ist involutorisch. 

Beweis: Nach 3. ist die Punktspiegelung « § ungleich der Identitaét. Bei 
(a £)? bleiben a und b punktweise fest. Daher ist nach 1. (« £)* die Identitat. 

5. Bei einer Punktspiegelung an P bleiben nur die Geraden durch P fest. 

Beweis: Jeder Punkt A + P besitzt nach 3. ein Bild A’+ A. GemaB 4. ist 
AA’ eine Fixgerade. Der FuBpunkt des Lotes von P auf AA’ ist Fixpunkt, 
also nach 3. gleich P. Folglich bleiben alle Geraden durch P und nur diese 
fest. 

6. Zu je zwei Punkten P, Q gibt es eine Geradenspiegelung, die P auf Q 
abbildet. 

Beweis: a sei eine Parallele zu PQ und P’ das Bild von P bei einer Spiege- 
lung « an a. P’Q schneide a in S. £ sei eine Spiegelung an der zu a senk- 
rechten Geraden 6 durch S. Bei der Punktspiegelung « f (an S) bleibt P’Q 
fest. Folglich wird P durch «-« # auf einen Punkt von P’Q abgebildet. 
Andererseits liegt das Bild von P beziiglich 8 = «+a # auf der zu b senk- 
rechten Geraden PQ. Da P’Q und PQ nur den Punkt Q gemeinsam haben, 
ist Q das Bild von P beziiglich £. 

7. Eine Translation besitzt keinen Fixpunkt. 

Beweis: Angenommen, P sei ein Fixpunkt des Produktes « £ von Spiege- 
lungen an Parallelen a,b. Eine nicht durch P gehende Senkrechte c zu a, b 
mdge diese Geraden in A, B schneiden. y sei eine Spiegelung an c. Bei der 
Punktspiegelung « y (an A) geht P nach 3. in einen Punkt P’+ P iiber. 
Da P bei « 8 = « y- y B festbleibt, geht P’ bei der Punktspiegelung y f (an B) 
in P iiber. Zufolge 4. und 5. geht PP’ durch A und durch B. Dies wider- 
spricht der Festsetzung, daB P nicht auf c liegen soll. 

8. Bei einer Translation geht jede Gerade in sich oder in eine Parallele iiber. 

Beweis: Bei der Translation « 8 geht jede zu den Spiegelgeraden a, b 
senkrechte Gerade in sich iiber. Angenommen, eine andere Gerade g habe 
mit ihrem Bild g’ einen Schnittpunkt P. c sei die Senkrechte zu a, 6 durch P. 
Da c +g ist und c,g auf c,g’ abgebildet werden, wire P ein Fixpunkt der 
Translation, im Widerspruch zu 7. 

9. Eine Translation ist durch das Bild P’ eines beliebigen Punktes P ein- 
deutig bestimmt. (Folgt aus 8.) 

10. Zu je zwei Punkten P, Q gibt es eine Translation, die P auf Q abbildet. 

Beweis: Nach 6 gibt es eine Spiegelung « an einer Geraden a, die P auf Q 
abbildet. 8 sei eine Spiegelung an der Parallelen zu a durch Q. Die Translation 
a B bildet P auf Q ab. 
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11. Die Translationen bilden zusammen mit der Identitat eine Gruppe. (Folgt 
aus 8.—10.) 


P Q= P’ Q’ bedeute, daB Q’ das Bild von Q ist bei der Translation, die P 
auf P’ abbildet. 

12. Ist P’ Bild von P bei einer Spiegelung an g und Q FuBpunkt des Lotes 
von P auf g, 30 PQ = QP’. 

Beweis: « sei eine Spiegelung, die P auf @Q abbildet, und # eine 
Spiegelung an g. Dann ist « # eine Translation, die P auf Q und Q auf P”’ 
abbildet. 


13. Ist P’ Bild von P bei einer Punktsmegelung an Q, so PQ- QP’. 


Beweis: a, 8 seien Spiegelungen an Senkrechten a,b durch Q und P* 
Bild von P beziiglich «. Fiir den FuBpunkt P, des sates von P auf a und 


n> 


den FuBpunkt P} des Lotes von P* auf b ergibt sich PP, = QP und P,Q 


= Ps P’ , woraus mit der Gruppeneigenschaft der Translationen PQ =@Q DP folgt. 

14. An jeder Geraden und an jedem Punkt gibt es 
genau eine Spiegelung. 

Beweis: Bei einer Spiegelung an g bzw. Q ist das Bild 
P’ eines Punktes P gemaB® 12. bzw. 13. durch P und g 
bzw. Q eindeutig bestimmt. 

Wir kénnen nun die dem Spiegelungsaxiom Aqui- 
valenten SchlieBungssatze aufsuchen. Mit der Existenz 
von Translationen ist bekanntlich der affine kleine 
Desarguessche Satz gegeben. Nach 12. sind die Geraden- 
spiegelungen eindeutig durch die Translationen bestimmt. 
Das Spiegelungsaxiom erfordert, daB die gem&B 12. gebildeten Abbildungen 
involutorische orthogonale Kollineationen sind. Sie sind jedenfalls involutorisch, 
sofern & von dér Identitiét verschieden sind. Damit dies der Fall ist, muB 


aus P P= P’ P” und P+ P’, stets P + P” folgen. Diese Forderung ist mit 
dem Fano-A ziom aquivalent. 

Damit die gemiB 12. gebildeten Abbildungen Kollineationen sind, mub 
folgendes gelten: 





A, B,C seien beiieee, A ¢ A auf 9, B, B, bzw. C, r. C, Fabgunkte der Lote von B 


(K) ) baw. C auf g, BB,- B,B’ B’ und CC,= CC". Dann sind auch A, B’, C’ 
kollinear. 


Um diese Forderung auf den Satz von Desarcues zuriickzufihren, ziehen wir 
die Parallelen zu A BC durch B, bzw. C, (Fig. 7). Ihre Schnittpunkte mit der 
Senkrechten zu g durch A seien B* bzw. C*. Mit dem affinen kleinen Satz 
von DesarouEs ist (K) aquivalent dem Satz von Desarcves fiir die Drei- 
ecke B’ B, B* und C’C,C*. 
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Damit die gemaB 12. gebildeten Abbildungen die Orthogonalitdt erhalten, 
muB folgendes gelten: 


Es sei AC | CB, A und B auf g, C, FuBpunkt des Lotes von C auf g 
und CC, = C,C’. Dann ist AC’ | C’B. 
Um diese. Forderung einfacher auszudriicken, erginzen wir AC,C bzw. BC,C 
zu Rechtecken (Fig. 8). Die vierten Eckpunkte seien A* bzw. B*. Mit dem 
affinen kleinen Satz von DresarcGuEs ist (O) aquivalent der Forderung: Steht 
die Diagonale AC des Rechtecks AC,CA* senkrecht 
a £-..,8" auf der Diagonale CB des Rechtecks C,B B*C, so ist 
; A*C, | C,B*. Hieraus folgt mit dem zu (K) aquivalenten 
speziellen Satz von DresarGues der 





a 
6 
a 
' 
i 











g Rechtecksatz: Steht in zwei Rechtecken,deren entsprechende 
Seiten zueinander parallel sind, ein Paar entsprechender 
Diagonalen aufeinander senkrecht, so auch das andere Paar. 

c Dieser Satz ist offenbar ein Spezialfall des SchlieBungs- 

satzes (M), aber auch ein Spezialfall eines SchlieBungs- 
satzes von K. RetpEMEIsTER®). Durch zweimalige Anwendung des Rechteck- 
satzes ergibt sich der zu (K) aquivalente spezielle Satz von Desarcvss. Somit 
haben wir das Ergebnis: 
Satz 8. Die dem Spiegelungsaxiom dquivalenten SchlieBungssiitze sind: der 
affine kleine Satz von Desarcuss, der Rechtecksatz und das Fano-Axiom. 
Das Spiegelungsaxiom ist also in der vorher betrachteten Geometrie (mit 
SchlieBungssatz (M) und Fano-Axiom) erfiillt. 


§ 4. Die Axiome der Bewegungsgruppe. 

Als Bewegungsgruppe sehen wir die von den Geradenspiegelungen er- 
zeugte Gruppe an. Die affine Ebene, in der das Spiegelungsaxiom gilt, laBt 
sich in entsprechender Weise durch ihre Bewegungsgruppe kennzeichnen, wie 
dies von ARNOLD ScumipT®) fiir die absolute Geometrie (mit dem hier nicht 
vorausgesetzten Satz von den drei Spiegelungen) durchgefiihrt wurde. GemaB 
14. lassen sich némlich: die Geraden durch ihre Spiegelungen reprisentieren. 
Ist P ein Punkt auf einer Geraden g und A die Senkrechte zu g durch P, so 
gilt nach 14. fiir die entsprechenden Spiegelungen P = hg, also Pg =h. 
Hiermit erkennt man leicht, daB Pg bzw. gh dann und nur dann involutorisch 
ist, wenn P auf g liegt bzw. g senkrecht auf h steht. Diese Eigenschaften sollen 
nun nach dem Vorbild von ARNoLp Scumipt als Definitionen der Inzidenz 
und Orthogonalitaét dienen. Mit den Geradenspiegelungen als einzigen Grund- 
elementen (Punktspiegelungen sind involutorische Produkte von zwei Ge- 
radenspiegelungen) erhailt man dann als affine Inzidenzaxiome und triviale 
Orthogonalitatsaxiome die in den Arbeiten [5] bzw. [1] aufgestellten Axiome: 

B 1. Zu P, Q gibt es g, 80 daB Pg und Qg involutorisch sind. 

B 2. Sind Pg, Qg, Ph und Qh involutorisch, so ist P = Q oder g = h. 

*) Literaturverzeichnis [3]. 
*) Literaturverzeichnis [5]. 
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B 3. Zu P, g gibt es h, so daB Ph und gh involutorisch sind. 

Hierzu kommt noch ein Existenzaziom B 4 (nach dem es mindestens 3 nicht 
kollineare Punkte gibt) und das Parallelenaxiom B 5. 

Die Anwendung der Geradenspiegelung g auf eine Geradenspiegelung h 
ergibt eine Geradenspiegelung ghg. Das Spiegelungsaxiom 
erfordert somit als weiteres Axiom der Bewegungsgruppe : 

B 6. ghg ist eine Geradenspiegelung. 

Man erkennt leicht, daB mit B 1—B 6 das Spiegelungs- 
axiom erfillt ist. Mit den nun geltenden Translations- 
eigenschaften der Spiegelungsprodukte paralleler Geraden 
folgt : 

15. Ist a || b, so abc dann und nur dann involutorisch, 
wenn auch a | c ist. 

Das Produkt zweier Punktspiegelungen ist eine 
Translation in Richtung der Verbindungsgeraden. Folg- 
lich ist PQg dann und nur dann involutorisch, wenn 
g | PQ ist. Der SchlieBungssatz (M) léBt sich daher Fig. 9. 
mit Hilfe der Spiegelungen folgendermaBen ausdriicken : 

B7. Sind P, P,, P,, P; bew. P’, Pj, Ps, Ps je vier verschiedene Punkt- 
spiegelungen, ferner Pg,, P,g;, P’g;, P;gj; involutorisch und fiinf der Produkte 
Ping Pic eG: Pics Pine G (i = 1, 2, 3 mod 3) involutorisch, so ist auch das sechste 
envolutorisch. 

Einfacher als der SchlieBungssatz (M) laBt sich der SchlieBungssatz (W 
durch die Bewegungsgruppe ausdriicken. Wir gebrauchen hierzu die 

Definition: Drei verschiedene Geraden a, b, c mégen ,,zusammengehérig‘ 
heiBen, wenn das Spiegelungsprodukt abc eine Geradenspiegelung ist. 

Die Zusammengehérigkeit erweist sich mit B6 als invariant gegeniiber 
beliebigen Vertauschungen der drei Geraden. Zusammengehérig mit zwei 
parallelen Geraden ist gemaB 15. genau jede zu ihnen parallele Gerade. Weiter- 
hin folgt aus B 1—B 7: 

16. Drei paarweise nicht parallele Geraden a, b, c sind genau dann zusammen- 
gehdrig, wenn sie einen gemeinsamen Schnittpunkt besitzen und in jedem Dreieck 
mit Seiten parallel a, b, c der Héhenschnittpunkisatz gilt. 

Beweis: Der Schnittpunkt S von a und b mége bei Spiegelung an c in S’ 
iibergehen. Damit abc involutorisch ist, muB S’ bei ab festbleiben, also S = 8’ 
sein und somit S auf c liegen. 6’ sei Senkrechte zu b durch S. Das Produkt 
abe = ab’ Sc = ab’cS ist dann und nur dann eine Geradenspiegelung, wenn 
ab’c eine Geradenspiegelung ist. Fs sei ab’e = d und P + S auf d (Fig. 9). 


P, bzw. P, sei FuBpunkt des Lotes von P auf a bzw. c und PP, = P,P’, 





¢ 


PP,.= P,P” = P,P*. Mit den hieraus folgenden Vektorgleichheiten ergibt 
sich, daB ab’c nur dann gleich d‘ist, wenn 6’ in P* auf P’P” senkrecht steht, 
also wenn in dem Dreieck S P,P. (mit Seiten a, P,P, || 6 und c) der Héhen- 
schnittpunktsatz gilt. Auf Grund des aus B 7 folgenden Satzes von DesarGUEs 
gilt der Héhenschnittpunktsatz dann in jedem Dreieck mit Seiten parallel a, b,c. 
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Unter Bezugnahme auf die metrische Grundform erhalten wir: 

17. In einem Dreieck A BC mit dem FuBpunkt H des Lotes von C auf AB 
gilt der Héhenschnittpunktsatz genau dann, wenn HA-HB=HB-HA ist. 

Beweis: Es sei HA = ¢, HB =ra und HC =yn1r. Damit der Héhen- 
schnittpunktsatz gilt, muB es HS=ynf geben mit AS=ynf—r {BC 
=-y—raund BS=yf—ral1AC=y—rF, also mit (y-y) B=-—ra-r 
= —f-xa. Das ist genau bei r- ra = ra-r der Fall. 

Als ,,Transitivitat der Zusammengehérigkeit’’ bezeichnen wir die Aussage: 

Sind a,b,c zusammengehérig und a, b, d rier 4 wobei a ungleich 
und nicht senkrecht b ist, so sind auch a, c, d zu hé 

Wir suchen die Bedingungen, unter denen diese Transitivitat besteht. 
b’,c’,d’ seien Parallele zu 6,c,d mit einem gemeinsamen Schnittpunkt A, 
der nicht auf a liegt. Die Schnittpunkte von a mit b’,c’,d’ seien B,C, D. 
GemaB 16. ist die Transitivitat der Zusammengehorigkeit aquivalent mit 


Steht AB nicht senkrecht auf der Geraden BCD und gilt der Héhen- 
(T) { schnittpunktsatz fiir die Dreiecke A BC und A BD, so gilt er auch fiir 
das Dreieck ACD. 


Mit dem FuBpunkt H des Lotes von A auf BCD bilden wir die Vektoren 
r=HB, ry=HC, r6=HD. Mit 17. ergibt sich (T) als aquivalent zu 
(T’) Aus x +0, r- hits rundr-rd=r6-rfolgtry-rd=rd-ry. 
Mit y =(r- py 1a, d=(r- xr)? B wird — 

(T”) "hia a= a, BP= B und r+ 0 folgt a%(r-r)-B = A8(r- xr) a 

Da dies fiir alle x + 0 gelten soll, ergibt sich (T’’) als Aquivalent mit der 
Forderung, daB je zwei 3-symmetrische Elemente kommutieren. Ist dies der 
Fall, so ist das Produkt S-symmetrischer Elemente S-symmetrisch. Die 
3-symmetrischen Elemente bilden dann einen kommutativen Kérper. Hieraus 
folgt, daB die S-symmetrischen Elemente im Zentrum des Koordinaten- 
Schiefkérpers liegen. Ist namlich «® = « und & + 0, so ist auch 8 = «(& — &°)— 
— (&— &) qa S-symmetrisch. Ferner ist (€ — &)a (€—&) und (&— &)* 
3-symmetrisch, also auch (£ — &°) 8. Wire 8+ 0, so miiBte auch §— & 
3-symmetrisch sein, woraus § = 0 folgt. Daher ist «(€— &°) = (& — &)a. 
Wegen der 3-Symmetrie von & + &° haben wir auch «a(& + &°) = (€ + &*)a. 
Daraus folgt 2 « € = 2 & « und, da die Charakteristik + 2 ist, a = a. Das 
heiBt, die S-symmetrischen Elemente liegen im Zentrum. Mit Satz 2 haben 
wir nun das Ergebnis: 

Satz 9. Der SchlieBungssatz (W) ist im Rahmen der Axiome B 1—B7 
dquivalent mit der Transitivitét der Zusammengehérigkeit von drei Geraden. 

Wir erhalten also (W) mit dem Axiom: 

B 8. Sind abc und abd Geradenspiegelungen mit ab + ba'®), so ist auch 
acd eine Geradenspiegelung. 

Durch die Axiome B 1—B 8 ist die Bewegungsgruppe derjenigen affin- 
orthogonalen Geometrie, in der das Fano-Axiom und die SchlieBungssiitze (M) 
und (W) gelten und keine isotropen Geraden existieren, charakterisiert. Die 





1°) Dies ist genau dann der Fall, wenn a + 6 und a nicht senkrecht b ist. 
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Axiome B 7 und B 8 folgen natiirlich aus dem stirkeren Axiom der drei Spiege- 
lungen (das den Héhenschnittpunktsatz liefert) : 

B 9. Haben a, b, c einen gemeinsamen Schnittpunkt, so ist das Produkt abc 
eine Geradenspiegelung. 

Der Beweis von B8 mit B 1—B6 und B9 ist bekannt. Ein einfacher 
Beweis fiir den durch B7 ausgedriickten SchlieBungssatz (M) ist mit dem 
Satz vom Gegenpunkt zu erbringen: 

Die Verbindungsgeraden PP, baw. P,,, P;,. seien g,; bzw. h, (i = 1, 2,3 
mod3) (Fig. 10). Die Spiegelungsprodukte 
AiGisr'isg sind geméB BY Geradenspiege- 
lungen. Diese besitzen einen gemeinsamen 
Schnittpunkt P’ (wie aus der beweisbaren 
Umkehrung von B 9 folgt), den ,,Gegenpunkt 
von P in dem Dreieck P,P, P,*. Lot von 
P’ auf A, sei gj, FuBpunkt Pj. Fir die 
Verbindungsgerade h; von P;,, mit Pi,, 
gilt nach dem Lotesatz (vgl. [5]) g,; 1 Aj. 
Hiermit haben wir eine spezielle Kon- 
figuration des SchlieBungssatzes (M). Aus 








dieser speziellen Konfiguration folgt (M) 4 
allgemein mit dem Satz von Desarcves. 
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Die Randsingularitaten 
von Abbildungen offener Mengen in sich. 


Von 


Joser WEIER in Fulda. 


Es sei U eine in dem n-dimensionalen Euklidischen Raum R*, n > 1, 
liegende zusammenhangende beschrinkte offene Menge. Und UJ lasse sich 
in folgendem Sinne auf eine Teilmenge von U retrahieren: es existiert eine 
Schar (r*, 0 < 1+ <1) stetiger Abbildungen r* von U in sich mit den Eigen- 
schaften: r® ist die identische Abbildung, r*(07)c U fir 0<1t< 1. Die so 
erklirte Bedeutung von U und r* bleibe bis zum Schlu8 der Arbeit. 

Die Bertischen Gruppen der Menge U sind, wie aus der vorstehend er- 
klarten Retrahierbarkeitseigenschaft leicht folgt, endlich erzeugt. Man kann 
daher, wenn / eine stetige Abbildung von U in sich bedeutet, die LErscueErz- 
sche Zahl A, der Abbildung /, also die Wechselsumme iiber die von f den 
Bettischen Gruppen eingepragten Spuren, definieren. 

Obschon mit einer wohl bestimmten LerscHetzschen Zahl versehen, hat 
f jedoch folgende Eigenschaft, die jeder stetigen Abbildung g eines endlichen 
Polyeders P in sich zukommt, nicht notwendig: Wenn die Anzahl der Fix- 
punkte von g endlich ist, gilt fiir die Indexsumme co, von g und die Ler- 
sCcHETZsche Zahl A, von g die Gleichung |/,| = |o,|. Dabei heiBe ,, Indexsumme* 
von g, falls g keinen Fixpunkt hat, die Zahl Null, sonst die Summe der Indexe 
der Fixpunkte von g. 

Ja selbst die Lerscnetzsche Fixpunkteigenschaft'), mit 2,+ 0 notwendig 
wenigstens einen Fixpunkt zu haben, besitzt f nicht mehr. Man kann nimlich 
zeigen: es gibt eine zu f homotope Abbildung h von U in sich, die keinen Fix- 
punkt hat. Hingegen ist, da die LerscHetzsche Zahl homotopieinvariant, 
A, = 4». Noch schirfer gilt, wie ich an anderer Stelle beweisen werde: ist « 
irgendeine ganze Zahl, so gibt es eine zu f homotope Abbildung, die héchstens 
endlich viele Fixpunkte und die Indexsumme « hat. 

Indes zeigt die Abbildung / ein mit der Lerscnerzschen Fixpunkteigen- 
schaft verwandtes Verhalten, und dies zu beweisen, stellt den Zweck der 
vorliegenden Arbeit dar: Ist A ,+ 0 und hat f keinen Fixpunkt, so hat f wenigstens 
eine Randsingularitét; mit folgender Erklarung des letzteren Begriffes. 

Definition. Sind a ein Punkt aus OU —U und ay, ay, ... gegen a konver- 
gierende Punkte aus U und gilt 


lim} (a;) = a, 
so heipt a eine ,,Randsingularitat* von f. 


1) S. Lerscuetz: On the Fixed Point Formula. Ann. of Math. 38, 819—822 (1937). 
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inige weitere Sitze, die unten bewiesen werden, erginzen das bisher 
Gesagte. 
1. Abbildungen mit nur endlich vielen Randsingularitéten. 

Bereits die beiden Sitze dieses Abschnittes zeigen, daB der Begriff der 
Randsingularitét eine zweckmaBige Erginzung zum Begriff des Fixpunktes 
darstellt. Ist f gleichm&Big stetig, so geht Satz 1 in eine triviale Aussage iiber. 

Satz 1. Hat jede stetige Abbildung von U in sich einen Fixpunkt und ist f 
eine fixpunktfreie stetige Abbildung von U in sich, so hat f wenigstens eine 

Beweis. Zunichst habe / die Eigenschaft, daB zu jedem Paar positiver 
Zahlen 4, ¢ ein Punkt p in U existiert mit o(p, 7 — U) < 6 und o(p, /(p)) <e. 
Bedeutet dann gq; fiir jede natiirliche Zahl i einen Punkt aus U mit 
o(q;, 0—U) <1/i und 0(q,, f(q,)) < 1/4, so enthialt die Folge g,,9,,... eine kon- 
vergente Teilfolge r,, r,,.... Der Punkt lim 1, ist eine Randsingularitat 
von f. 

Nun seien do, £9 positive Zahlen derart, daB o(p, f(p)) > & fir alle Punkte p 
aus U mit o(p, 0 — U) < 65. Da / fixpunktfrei und 0 kompakt ist, gibt es 
dann weiter eine positive Zahl ¢, derart, daB sogar o(p, {(p)) > 2, fir pe U. 
Wegen r°(p) = p, p € U, gibt es eine Zahl « mit 0 < a <1 derart, dab 
o(p, r* (p)) < e, fir p¢ U. 

Ist hierauf g die durch g(p) = r*/(p), p€ U, bestimmte Abbildung von 
U in sich, so gilt in allen p aus U, daB 0(p, g(p)) = o(p, f(p)) — 
— o(f(p), r*f(p)) > e, und g(p) € r*(U). 

Es sei V eine offene Menge im R* derart, daB r*(U)c V und Vc U; ferner A 
eine stetige Abbildung von U in [0,1], so daB A(p) = 0 fiir p¢ V und A(p) = 1 
fir p¢ 0—U; hierauf h(p)=gr')=(p) fir pc U. Wegen r(U)CU, 
0<1t3Sl, und r(0—U)CU ist die Erklirung der Abbildung h méglich. 

Dann ist h(p) = g(p) + p fir p< V. Wegen h(U — V)cg(U)cr*(U)CcV 
ist h(p) + p fir pe U—V. Far p¢ 0 — U ist h(p) = g r*(p), wegen r*(p) € U 
und g(U)c U also h(p) € U, daher A(p) + p. Somit stellt A eine fixpunktfreie 
stetige Abbildung von U in sich dar, obschon doch jede stetige Abbildung 
von U in sich wenigstens einen Fixpunkt besitzt; ein Widerspruch. 

Satz 2. Ist f eine stetige Abbildung von U in sich, so gibt es eine zu f homo- 
tope Abbildung von U in sich, die héchstens endlich viele Fixpunkte und keine 
Randsingularitat hat. 

Beweis. Fir 0<1<1 sei g* die durch g*(p) = r*/(p), p€ U, bestimmte 
Abbildung von JU in sich. Dann ist g' zu f homotop, und es gilt g!(U) c r'(U). 

Da r'(0)C U, kann man jedem Punkt p der Menge r'(0) ein offenes 
n-dimensionales Simplex S(p) zuordnen mit pé¢ S(p) und S(p)cU. Da 
weiter r!(U) kompakt, gibt es endlich viele Punkte p, in r'(0) derart, daB 
r(0)c V und VCU fir V= 2 S(p,). Es gibt weiter eine offene Menge W, 
so daB r'W7)C W und Wc V. Ferner existiert eine positive Zahl 4, so daB 
jede stetige Abbildung g’ von V in sich mit 0(g'|V, 9’) < 6 die Eigenschaft 
besitzt: g'(p) g’(p) C W fiir alle Punkte p aus V. 

14* 
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Hierauf bedeute A eine stetige Abhildung von.V in sich mit o(g'|V, h) < 4 
und héchstens endlich vielen Fixpunkten. Eine solche Abbildung existiert 
nach einem bekannten Approximationssatz *). 

SchlieBlich sei A eine stetige Abbildung von V in (0, 1] derart, daB A(p) = 1 
fir p ¢ W und A(p) = 0 fir p < V—V; alsdann 


I (p) = (1—/ (p)) gp) + Alp) h(p) far pe V 
und f’ (p) = g'(p) fir p¢ U—V. Wegen A(p) = 0, p ¢ V—V, ist die Abbildung 
}’ stetig. 

Aus f'(U—V)=9¢(U—V)=rf(U0—V)cr(U)CV folgt, daB f’ keine 
Randsingularitét und in U—V keinen Fixpunkt hat. Fir p¢V—W ist 
I’ (p). in g'(p) h(p) gelegen, wegen o(g'|V, kh) < 5 und der Bedeutung von 6 
daher f'(p) € W, also .p + f’(p). Auf W stimmen /’ und A iiberein, also hat /’ 
auf W héchstens endlich viele Fixpunkte. Damit ist Satz 2 bewiesen. 


2. Indexsumme und Lerscuetzsche Zahl in U. 

Den eingangs angefihrten Satz, daB, wenn { eine stetige Abbildung von U 
in sich mit p + f{(p), p< U, und A,+ 0 bedeutet, f wenigstens eine Randsingu- 
laritaét hat, wollen wir verscharfen zu 

Satz 3. Ist f eine stetige Abbildung von U in sich, die héchstens endlich 
viele Fixpunkte und keine Randsingularitét hat, so sind Indexsumme von f 
und LerscueEtzsche Zahl von f einander gleich. 

Beweis. Dem nachstehenden Hilfssatz zufolge kann man annehmen, da 
#(U)c U. Hierauf bedeute P ein endliches Euklidisches Polyeder, das die 
folgenden Eigenschaften 1) bis 3) hat: 1) es ist 


(Uc PcU; 
2) jeder Fixpunkt von f liegt im Innern von P; 3) es gibt eine Schar 
(st, 0< 1 <1) stetiger Abbildungen s* von TZ in sich, so daB s° die Identitat, 
s*(0) CU fiir 0 < t <1 und s'(0) = P ist. Das Polyeder P existiert. Denn 1) 
und 2) laéBt sich trivialerweise erreichen. Die Existenz der Schar (st, 0 < t < 1) 
folgt leicht aus der Erklarung der Schar (r*, 0 < t <= 1). 

Alsdann stellt g = {| P eine stetige Abbildung von P in sich dar. Die 
Indexsumme a, von { und die Indexsumme a, von g sind gleich. Uberdies ist, 
wenn wieder A,, A, die Lerscuerzsche Zahl von f bzw. g bedeutet, a, = A,. 

Zum Beweis, daB A, = /,, zunichst die Bemerkung, da8 die Berrischen 
Gruppen von P und die entsprechenden Gruppen von U isomorph sind. Dies 
zu zeigen, geniigt der Nachweis: bedeutet Z einen Zyklus in U, so gibt es einen 
Zyklus Z’ in P derart, daB Z und Z’ innerhalb U homotop sind. Das ist aber 
wegen der Erklirung von (st, 0 < rt S 1) richtig. 

Alsdann braucht es zur Bestatigung von A,= A, nur noch einen Nachweis 
folgender Behauptung. Die von f in die Berrischen Gruppen von P indu- 
zierten Homomorphismen und die von g in die gleichen Gruppen induzierten 
Homomorphismen stimmen iiberein. Eine Aussage, die wegen g = /f| P 
trivialerweise richtig ist. 

*2) H. Hopr: Uber die algebraische Anzahl von Fixpunkten. Math. Z. 29, 493—524 (1929). 
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Aus 0; = 6,,0,= A, und A, = A, folgt a, = A,, also Satz 3. 

Wir haben Gebrauch gemacht von folgendem 

Hiljssatz. Ist f eine stetige Abbildung von U in sich, die héchstens endlich 
viele Fixpunkte und keine Randsingularitét hat, so gibt es eine zu f homo- 
tope Abbildung /’ mit den Eigenschaften: /’ hat héchstens endlich viele Fix- 
punkte, die Indexsummen von / und /’ stimmen iiberein, 7 (0) cU. 

Beweis. Da f keine Randsingularitét hat, gibt es eine offene Menge V 
im R" mit VCU und eine positive Zahl 6 derart, daB o(p, f(p)) > 6 fir 
p€ U—V. Weiter gibt es wegen r°(p) = p, p¢ U, eine Zahl « mit 0 < a <1 
derart, daB o(p, r*(p)) < 4 fir alle (p, r) mit p¢ U und OS tS a. 

Es bedeute W eine offene Menge im R* mit VC W und WCU; ferner A 
eine stetige Abbildung von U in [0,1] derart, daB A(p) = 0 fir p¢ V und 
A(p) = 1 fir p¢ U—W. Wenn dann /’ (p) = r*”)« f(p) fir pe U, so ist f’ (p) 
= f(p) fir pe V. Fir p¢ U—V ist o(p, f(p)) > 6 und o(f(p), f’ (p)) < 4, also 
p +f (p). 

Zum Nachweis, daB f’(U)C U, geniigt es, da 7'(U) = /'(W) + #(U— W) 
und /'(W)CU, zu zeigen, daB f'(U—W) in U liegt. Dies ist aber richtig, 
da f’(U —W) = = f(U— W)C r*(U) und (U0) CU. 


3. Mindestzahlen von Randsingularitaten. 

Wie schon in der Einleitung bemerkt, existiert zu jeder stetigen Abbildung 
f von U in sich eine homotope Abbildung /’ von U in sich, die keinen Fixpunkt 
hat. Nach Satz 2 gibt es weiter eine zu { homotope Abbildung /”, die keine 
Randsingularitét hat. Ein Ergebnis, gleichzeitig Mindestzah] von Fixpunkten 
und Mindestzahl von Randsingularitaéten betreffend, wird durch den folgenden 
Satz geliefert. 

Satz 4. Ist f eine stetige Abbildung von U in sich, so gibt es eine zu f homo- 
tope Abbildung von U in sich, die keinen Fixpunkt und héchstens eine Rand- 
singularitat hat. 

Beweis. Nach Satz 2 gibt es eine zu f homotope Abbildung g von U in 
sich, die héchstens endlich viele Fixpunkte und keine Randsingularitét hat. 
Es seien q;, . . ., Ym die Fixpunkte von g und g ein Punkt aus U — U. 

Da U zusammenhingend ist, existieren stetige Abbildungen 4A,, .. ., h,, 
von [0, 1] in U mit den Eigenschaften: fir alle é ist h,(0) = g,; und h,(1) = q; 
fiir alle (i, r) mit 0 < rt < 1 ist h,(r) € U; fiir alle (j, k, r) mitj + kund0 sr < 1 
ist h,(t) + hy (rt); far alle (i, a, 8) mit OS a < BS 1 ist h,(a)+A,(f). Wir 
bezeichnen den Punkt h, (rz) auch mit gj. 

Dann existiert, wie leicht aus dem nachstehenden Hilfssatz folgt, eine 
halboffene Schar (/*, 0 <1 < 1) stetiger Abbildungen /* von U in sich mit 
den Eigenschaften: f°= /; fir 0 < rt < 1 sind die Punkte qj, . . ., g, die Fix- 
punkte von /*; zu jeder positiven Zahl] 6 gibt es eine Zahl « mit 0 <a <1 
derart, daB f*(p) = {*(p) in allen (p,t) mit e(p, 0—U) > 6 undasr<1; 
zu jedem Punkt p¢(U — U)—q gibt es eine positive Zahl ¢ > 0 derart, daB 
o(p’ f* (p’)) > « in allen Punkten (p’, r), fiir die gleichzeitig p’« U, o(p, p’) < € 
und 0 St < 1 ist. 
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Wir ordnen jedem Punkt a aus U eine Zahl [(a) mit 0 < {(a) < 1.zu. 
Und zwar sei {(a) die untere Grenze aller Zahlen 7 folgender Art: fir alle 
(p,t) mit o(p, 0—U)>+4o(a,0—U) und n<1<1 ist f*(p) = "(p). 
Nach der Erklarung von (/*, 0 < t < 1) existieren Zahlen 7. 

Dann gilt fir jeden Punkt a aus U, daB f*(p) = f@ (p) in allen (p, r) 
mit o(p, U—U)>+4(a,0—U) und ((a)<1 <1. Hierauf bezeichne f 
die durch 

P(p) =F (p), pe U, 
bestimmte eindeutige Abbildung von U in sich. In allen (p, rt) mit pe U 
und 0 <1 <1 sei F(p, rt) = f*(p). Zum Beweis, daB die Abbildung F stetig 
ist, geniigt es, die Stetigkeit von F in den Punkten (p, 1) mit p ¢ U zu priifen. 

Es sei b ein Punkt aus U und V eine offene Menge derart, daB 6«€V, VC U 
und fir je zwei Punkte p,,p, aus V stets 0(p,, p.)<+0(p,, 7 —U) ist. 
Wenn die Umgebung V nur hinreichend eng ist, hat sie die verlangten Eigen- 
schaften. 

Fir jeden Punkt p aus U bezeichnen wir mit W, die Menge aller Punkte 
p’ aus U mit o(p’, 0—--U)>+40(p,0—U). Dann wollen wir zeigen, daB 


Vc W, fur alle Punkte p aus V. 


Zum Beweis geniigt es zu zeigen, daB c¢ W,, wenn ¢ und d zwei Punkte aus 
V bedeuten. Nun ist o(c, J—U)2=o(d, U —U)—o(d,c), nach der Er- 
klérung von V weiter o(c,'d) <-} e(d, 0 — UV), also o(c, 7—U)>+o(d, 0 —U), 
daher c € W,, wie behauptet. 

Es sei x = min(¢(p); p€V) und e ein Punkt aus V mit ¢(e) = ~. Dann 
ist /*(p) = #*(p) in allen (p, r) mit p¢ W, und wu <1 < 1, wegen Vc W, also 
im besonderen /*(p)-= /“(p) in allen (p, t) mit p< V und w <r < 1. In jedem 
Punkt p aus V ist ¢(p) 2p, also f(”)(p) = j“(p), somit f*(p) = /* (p) sogar 
fir ~4<t<1. Mithin ist F in (0, 1) stetig. 

Die Abbildung f! ist durch F zu f homotop, hat keinen Fixpunkt und 
héchstens eine Randsingularitét, womit Satz 4 bewiesen ist. Der folgende 
Hilfssatz, der im Beweis benutzt wurde, leuchtet fast unmittelbar ein. 

Hilfssatz. Es seien V eine offene Vollkugel im R" und at, 0 <1 <1, vont 
stetig abhingende Punkte aus V, ferner / eine stetige Abbildung von V in 
den R* und a® der einzige Fixpunkt von /. Dann gibt es eine Schar (/*,0 < + < 1) 
stetiger Abbiidungen j* von V in den R" mit den Eigenschaften: in allen 
(p, t), fir die entweder p¢V und t= 0 oder p¢V—V und 0< 1S, ist 
f*(p) = f(p); fir 0 < 1 < 1 ist a* der einzige Fixpunkt der Abbildung /*. 


4. Uber nicht retrahierbare offene Mengen. 


Es seien A eine Gerade im R? und a, a,, ay, . . . Punkte aus A mit 9(a,, a) > 
> e(a,;,,,@) > 0 und lima,=a, ferner 6; fiir alle natirlichen Zahlen i der 
Mittelpunkt der Strecke @;4,;;,, weiter S; die 1-Sphire mit },; als Mittelpunkt 
und 9(a,, 6,) als Radius. 

Fir jeden Punkt p der Menge 2 S; bedeute 6(p) den Abstand zwischen p 
und der aus den Punkten },,6,,... bestehenden Menge; ferner V(p) die 
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offene 2-dimensionale Vollkugel im R* mit p als Mittelpunkt und 4(p) als 
Durchmesser. Es sei W die offene Menge 2 V(p), wobei iiber alle Punkte p 
aus 2S, summiert wird. SchlieBlich bezeichne f die identische Abbildung 
von W. 

Man iiberlegt sich leicht, daB a ¢ W— W und daB W zusammenhiangend ist. 

Wir wollen zeigen, da8 der Punkt a Randsingularitét einer jeden zu /{ 
homotopen Abbildung von W in sich ist. Hieraus und aus Satz 2 ergibt sich 
dann, da8 W nicht retrahierbar und daher das Fixpunktverhalten nicht retra- 
hierbarer Mengen von dem der eingangs erkliren Menge U abweicht. 

Es bedeute f’ eine zu f homotope Abbildung von W in sich. Zum Beweis, 
daB a Randsingularitét von /’ ist, geniigt es anzunehmen, ¢ sei eine positive © 
Zahl, und hierauf zu zeigen: es gibt einen Punkt p in W mit o(a, p) < ¢ und 
o(@,f'(p))<e -~ 

Zu diesem Zweck bedeute j eine solche natiirliche Zahl, daB o(a, p) < e 
fiir alle Punkte p aus S,; ferner A; jenen Halbstrahl auf der Geraden A, 
der in b, beginnt und a enthilt; S¥ eine Orientierung von S, und (f*, 0 < t < 1) 
eine Schar stetiger Abbildungen /* von W in sich mit /°= / und f'=/’. Da 
{(S¥) beziiglich 6; eine Ordnung +0 hat und 5,¢/*(S,) fir 0S 1 <1, hat 
auch f’ (b;) beziiglich a; eine Ordnung + 0. Somit umkreist /’(S;) den Punkt 6, 
wenigstens einmal. Hieraus folgt /’(S;)-A,;+ 0, aus /'(S,);C W und W- A, 
= W-b,a daher weiter (8S) -bja+ 0. Es gibt also einen Punkt p in 8S, 
mit f’ (p) € bya. Fiir diesen Punkt ist o(a, p) < e und o(a, f’ (p)) < e. 


( Eingegangen am 8. Februar 1955.) 
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Dirichlet Problem for n-Harmonic Functions and 
Related Geometrical Properties. 


By 
Giovanni Battista Rizza in Genova (Italia). 


1 — It is known that an important class of harmonic functions of 2n 
real variables is the class of n-harmonic functions, namely the class of the 
real components of analytic functions of n complex variables. 

The relative DrricHLet’s problem consists in determining a function U, 
which shall be n-harmonic in a domain D of the 2n-dimensional euclidean space 
S,,, and which, on the boundary @ of D, shall reduce to an assigned function u. 

F. SEvERI in 1931] has given necessary and sufficient conditions on the 
function u for the existence of the solution of DrricHiet’s problem’). 

This result is the starting point of my work?), which intends to give an 
explicit integral representation of the solution U in D in terms of the function u 
assigned on ®. 

Thus, an extension of an interesting relation due to E. MarTINELLI and 
concerning the case of bi-harmonic functions (n = 2) is obtained’). 

The essential point of my research consists in establishing the fundamental 
relation in Section 9, expressing the normal derivative of the unknown function 
in terms of the given function w. 

We obtain the result starting from the consideration of the congruence (8) 
of curves on ®, whose tangents are conjugate to the corresponding normals 
to ® (Sec. 3). 

The proof (Sec. 3/8) proceeds in analogy with the case n = 2, but in the 
actual case more difficulties are to be overcome. The aim is reached by using 
geometrical properties of a convenient (2 —1)-tuple of congruences on @, 
associated with (s). 

The fundamental relation in Sec. 9, and therefore the final result, involves 
the differential parameter A?u, relative to the (2 — 2)-dimensional charac- 
teristic spaces tangent to ® (Sec. 5), and the differential expression 2(¢), 
which in the present research appears as a natural extension of the classical 
E. E. Levi's invariant (Sec. 8 and 9). 

Some of the properties of Levi's invariant can be extended immediatly 
to L(y) (Sec. 10), but the behaviour of this expression with respect to the 
pseudo-conformal transformations is different (Sec. 11 and 12). 

1) See the fundamental papers of this Author to numbers [10] and [11] of the list 
of references at the end of the paper. 

2) Some of the results here established were given notice of at the International 


Congress of Mathematicians (Amsterdam 1954) [See [7]]. 
3) See E. MarTInextt, [5] and [6]. 
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Finally, Section 10 is devoted to the case of hyper-planoids, which appears 
exceptional for DrricHLEt’s problem and is related to the identical vanishing 
of 2(¢). 


2 — In the 2n-dimensional real euclidean space S,,,(z',..., 2°") we 
consider a simple, bounded domain D, whose boundary @ is assumed to be 
connected, closed, analytic and having only simple points. 

We suppose next that the function u(z',..., z*"), assigned on ®, be 
the real part of an analytic function f= u-+iv of the n complex variables 
z? = 2? +ia"*?(p=1,...,n) on the primal ®*). Consequently there exists 
one and only one analytic function F = U + iV of the n complex variables z”, 
which is regular in D and reduces on @ to f = u + iv; thus, the function U, 
n-harmonic in D, is the solution of DirtcHiEt’s problem’). 

Denoting by P = (2?) = (z”, an*?) a point inside of D and by Q = (z?) = 
= (z?, z"*”) a point, varying on the boundary @, we can write for the harmonic 
function U the ordinary GrEEN’s formula 


— 2)! a 1 1 aU 
(1) wl = = i] [™@) an pn-8 pant +4 d, 
o 
r being the distance from P to Q. 


It appears now clearly that an explicit integral representation for U, what 
constitutes the aim of the present research, will be immediatly obtained if we will 





ORR , , 
be able to express the normal derivative ——~ in terms of the given function w. 


3 — We begin by recalling that two directions d,, d, in S,,, with direction 
cosines o, 4 (k= 1,...,2mn) respectively, constitute an ordered couple of 


conjugate directions if and only if 
6 iq — An+a m+@— _ Aq an 
(2) gemgrte, 9 é q=1,...,°). 


The directions d,,d, are evidently perpendicular. Moreover, if d,,d, pass 
through a point of S,,, the characteristic planes determined by d, and by d, 
coincide with the plane d,d, *). 

At every point Q of ® equations (2) define the direction s, passing through Q, 
which, with the normal n to @ at point Q, forms the ordered couple (8, n) of con- 
jugate directions. The couple (s, x), whose importance will appear pre-eminent 
in what follows, determines the characteristic plane 2, normal to @ at point Q. 

Starting from 2z,, we construct an n-tuple of characteristic planes 2, 


*) Also in the actual case, as it happened in the case xn — 2, the WirTINGER’s formal 
definition and the Severt’s geometrical one, both referring to analytic functions of several 
complex variables on a primal, are equivalent. 

5) See F. Severt, [12], where the case n = 2 is widely developed and the extension 
to the general case is also suggested. 

*) For the basic geometrical notions in the complex S, and in its real image Sz, see 
B. Srcre, [9], Cap. IV, §1. For the notions and the above referred properties of the 
ordered couples of conjugate directions see E. MARTINELLI, [6], p. 145/147. 

7) See B. Szore, [9], p. 372. 
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We consider then, on every characteristic plane 2,(p=1,...,m) an 
arbitrary direction s,,., through Q and its conjugate s,,, which, as follows 
from previous remarks, lies in x, and makes a right angle with s,,_,. 

In conclusion, putting s,,, = 8 and 8,,, =n, we can state that the directions 
& (h=1,...,2m) constitute a 2n-hedron, with vertex Q, of perpendicular 
directions, which are distributed into n ordered couples (8, ,~1, 825) (p =1,...,m) 
oj conjugate directions. 

The preceding discussion shows easily that ior every point Q of ® there 
are oo"—* 2n-hedra of this kind. 

We suppose now that the functions determining the directions. s, 
(hk =1,..., 2m) belong to class C’, when Q is varying in a convenient neigh- 
bourhood on @, and be such that all the 2-hedra, we are getting along, keep 
always the considered property. Therefore the directions 8, (k =1, ..., 2 —1), 
tangent to ®, envelope in the above neighbourhood 2 —1 congruences of 
orthogonal curves. 

We -vill see in Sec. 7 that it is possible to satisfy the previous hypotheses 
in infinite ways. Therein moreover a (2 —1)-tuple of congruences of the 
considered kind will be explicitly constructed. 

In the following we will denote by (s,) the single «?"~-! congruences and 
by € the (2 —1)-tuple of (s,). 

Among the congruences of € the congruence (s) = (s,,-,) is above all 
important, while the remaining 2 — 2 congruences, which can be distributed 
into n—1 ordered couples of conjugate congruences, are only auxiliary 
elements and do not appear in the final result. 


4 — We recall now that, being F = U } iV an analytic function in D 
of the n complex variables z? (Sec. 2), for every ordered couple (¢,,¢,) of 
conjugate directions, at every point of D, we have®) 

@U0- av 
(3) a t, = Oh . 
Moreover, as follows at once from (2), (¢,,—t,) also is an ordered couple 
of conjugate directions, and so we have 
, au —s av 
“3 = 77 ee 

Applying the above equations to the couples (s8,,-, 8,5) (p=1,...,m) of 
the previous Section at point Q of ® and reminding that on @ the function U 
reduces to the assigned function u, we obtain the following relations 


_ ou _ ev eu __ ov 


(4) 


Oszp-1 OSy’ O8p = Baya 


(p=-1,...,8—1), 
and the fundamental one 


5) au au 


he eee ee 


where v denotes the trace of V on @. 


s 


ov i r7) 
‘hn a 
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We’ introduce now a coordinate system £ (j = 1,...,2n—1) on ® and 
let ds* = g,,d&/ d&* be the first fundamental quadratic form, which gives 
on ® the metric, induced by the metric of the euclidean space S,,. We denote 
then by, A*, A, (k=1,...,2n—1) the contravariant and the covariant 

tou 


components of the unit tangent vectors relative to the curves 8,(l = 1,...,2n—1) 
of € on @® *). 

Differentiating now equations (4) with respect to directions 8, -, 8» 
respectively and taking account of the commutation rule for the differentiation 
with respect to arcs’®), we can write 


a. el — oe av 
285 p-1 O8y = - Bap Bay -1 2 89-1289 
(6) 2n-1 
av 
=. ead es ( 7 — p ); 
1 U\L2p—1,2p L2p,2p—1) 
where p=1, n—l. By f é we denote the Ricci’s rotation coefficients 


for the (2n —1)-tuple € of on AO defined by 


(7) y=4,m Aram (j,k, tU=1,...,2n—1), 
jkl jj kil 
dummy indices r, m taking the values 1,...,2n—1"). 
Putting then 
(8) Bet) hun ee OP wiht CRO pit rh oss 
lip L2p—1.2p L2p,2p-—1 lip L2p—1,2p L2p,2p—1 
where p=1,...,n—1;l=1,...,2n—1; from (6) we immediatly obtain 


tne relation 


2a-—2 n—1 jn-1 n—l 
~~ Oe av év , av 
Sn 2s} - 5,(3e sa + Le as A * Van A ) 
1 h 1 2d-1 2g—1:p 2@ 2a:p 2m-1 2n—1;p 
which, in consequence of (4) and (5), can be written in the form 


2n-—2 n—1 
au 4 29 
r A + 
0) <” aaR ten +> ,,4 1p 
> 
me . a )=0. 
28sq a 2q-—1:p O8q-1 TF 24:7 


+3, (Z¢ 


At every point Q of ® where the coefficient of ee is different from zero, 


relation (9) already gives an expression for the normal derivative in terms 
of the assigned function u. We will see later (Sec. 5, 6, 7, 8) how relation (9) 
can be simplified and thus it will appear that, as previously announced, 


in the final result, expressing the relation between 2” and the function u, 


on 
the auxiliary congruences s, (h =1,...,2n— 2) are not involved. 





*) Here and in what follows we make use of the ordinary notations of tensor calculus. 
See for instance L. P. Ersznnart, [2]. 

10) See T. Levi-Crvrra, [4], p. 290. 
") See T. Levi-Crvrra, [4], p. 287. 
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2n—-2 m2 
5 — We consider now the expression 5’, a , which occurs in (9). Since 
1 
we have 
au ~ =! au bs 
aap RMB Sim Don (A =1,...,2n—2), 


dummy indices j, k taking the values 1, ... , 2n —1*), we obtain immediatly 
the relation 


tet atu ese ws 55) au (28-2 
h Der = awh Myx Ai AY - 5=-( h ) 
J" ea » ae 1” %m \4 me 
from which, making use of the formula 
2n—1 
(10) g*= J, a, 
1 hh 
it follows 
2n-—2 n—1 2n-—2 
a au : : au 
pits (ov » Jan Figtt- (7, )s 
—" asf ; on-12n-1) 7” T OSeq-1 \“T" o¢-1 aa 
ll a » ae —— 
( ) ty ou rey au ks ‘ 
~ Mt OG = me ore ‘ 
To O6a\ FT" ogha O8an-1 T° on—1hh 


Now, Ricci’s rotation coefficients, having the first two indices equal, 
are zero 1"); hence, by (7) and (10), we have 


2n-2 2n-1 
, res ak ik 

ah pues ize y = G9* Aye. 
2 2n—-1,h,h 1 2n—1 hh 2n-1 


Finally, making use of the expressions B, defined in Sec. 4, relation (11) 


can be written in the form lp 
2n-2 atu - Oe 
ai ae ep = 2 oe We P* 4 et 
9 1 A 2n—1 2n—1, on-1 7 8sn-1 
(12) a—1/ 9, #1 on a2 
~£d ta oo, 8 +5 BF ). 
1 ,sd-2 1 2q—1;p 24 1 2aip 
We introduce now the differential expression 
; P ou 
(13) A? u= Atu— jp a U,jn—G* Aye ee 
2n—1 2n—1 2n—1 an-1 


where A?u = g’*u,;, is BeLrramt’s differential parameter, relative to D. 
We remark explicitly that.the auxiliary congruences (s,) (hk =1,.. . , 2n — 2) ' 
do not appear at right member of (13); consequently the expression A?u depends 
only upon the congruence (8). 
At every point Q of ® the direction s results to be perpendicular to the 
(2n — 2)-dimensional characteristic space t, tangent to ®. Therefore, since 
the metric on @ is given, the expression A?u depends only on t. 








12) See T. Levi-Crvrra, [4], p. 290. 
128) See T. Levi-Crvira, [4], p. 288. 
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In conclusion A?u is a differential parameter of the second order related 
to the (2n — 2)-dimensional characteristic spaces tangent to ®. A remark in 
Sec. 10 will wholly justify the notation. 

In consequence of (12) and (13), relation (9) in Sec. 4 reduces now to the 
following one 

au n—1 
Atu+5—-L, A + 
n 
i 
(14) n—-1 au n-1 eu n—1 
+ — >» ( A - B)-52*- (4 + B \|=0, 
Es] gue > 2¢-lip = 2a;p OMa 1 +» 2¢;p 2q—1;p 
which shall be simplified more in Sec. 6. 


6 — We can obtain the announced simplification by demonstrating the 
validity of the relations 
(15) 4—B=-0; A+ B =O (e-l,...,s—}). 
2q-lip 2a:p 2q;p = 2q—-lip 
Starting from the geometrical definition of Ricct’s rotation coefficients, 
which extends evidently from the case n = 2 to the general case, E. MARTINELLI 
has observed that these coefficients can be defined either with respect to 
Levi-Crvira’s parallelism on ®, either in relation to the ordinary parallelism 
in the euclidean S,,'*). Therefore, denoting respectively by y and by 7 
jkl jkl 
the rotation coefficients for the above mentioned cases, we es : 
(16) y=) (j,k,t=1,...,2n—1). 
kl jk 
An analytic expression of y is given by (7) in Sec. 4; analogously for 7 
we have 7 - 


Con 
(17) ?= 550 0%0" j,k t=1,..., 2n—1), 
jkl kl 
where dummy indices h,m take the values l,...,2n and o” =o, denote 


pee. 
respectively the contravariant and the covariant components of the unit 
tangent vector, namely the direction cosines, of 8; in S,,. 
After these premises, we consider the expressions 
(18) A™ = go o™—a™ a", ah™ = a o™ + a o™ 
kl kl kl ki ow tu 
where k,l =1,...,2n—1;h,m=1,...,2; using which, in consequence of (16) and 
(17), the symbols A and B, defined by (8), can be written in the following form 


lip ip 
aon . aon 
I 1 
(19 haga £2», Bisa Se 
lip 2p—1,2p lip 2p—1,2p 


where it is understood to sum with respect to dummy indices h,m taking 
the values 1, ..., 2n. 


13) See E. Martine ti, [6], p. 154. 
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Since the direction cosines o*, o* of the ordered couple (s,,-, 82) of con- 
2p—1 2p 
jugate directions satisfy condition (2) in Sec. 3, it is easy to obtain the relations 


(20’) A“ -_ A*t ent : Avent? — Atte . 
2p-—1,2p 2p—1,2p 2p—1,2p 2p—1,2p 
(20°) ye = LtHeate; Sent — a ath. 
2p—1,2p 2p—1,2p 2p—1,2p 2p—1,2p 
(21) Ar™ — patrhm : Antrm — a"™ : 
2p—1,2p 2p—1,2p 2p—1,2p 2p—1,2 
where p,7r, u,v =1,...,n and m=1,...,2n, which we shall use also in 
Sec. 8. 


In conclusion we meet no difficulty now in proving relation (15), making 
use of (19) and (21). 

After that equation (14) in Sec. 5 reduces simply to 

n—1 
(22) Aiu+2l s, a =0. 
1 2n-1;p 

Remark: In the case p = q, relation (15) follows immediatly from the 

definition (8) of the expressions A and B, since Ricct’s coefficients are skew- 
lp Isp 

symmetric in the first two indices’). Therefore when p= q relation (15) 
can be derived without using the hypothesis that the directions 8,,-,, 8,4 form an 
ordered couple of conjugate directions. 

That would not appear to be possible in the case p + q. 

We note explicitly that when n = 2 the indices p and q are equal (p = g = 1). 


7 — Next it is important to observe that all previous results hold true 
referring to every (2n —1)-tuple € of congruences defined in Sec. 3. 
On the other hand, as follows from a remark in Sec. 5 relative to the 


a< 

expression A?u, relation (22) shows that the coefficient 5’, A of the normal 
1 2n—l;p 

derivative does not depend upon the auxiliary congruences 8, (h =1,..., 2n—2). 


Therefore this coefficient can be evaluated with respect to every one of the 
(2x —1)-tuples ©. 

Before proceeding to the evaluation of that expression, we make some 
premises. 

We begin by extending the real S,, (z',..., 2") to the complex field, 
introducing the well known complex variables 


zt = gt + §z"*e, pipe mates Fv .,n); 


so the metric in the complex S,,, is given by ds? = 5, dz*dz* = bY q az* dz". 


For every direction d in the real S,,, having "the ps a cosines 6” 
(A =1, , 2m), we introduce the contravariant components, in the new 
variables, ‘of the unit tangent vector D¢ = 6% + id"+4, De = 6¢—idnte 


*) See T. Levi-Crvira, [4], p. 287. 
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(q=1,...,), which satisfy the condition 

n 
(23) ahh =1, 

1 


and will be frequently used in the following. 
It is immediatly realized that, if d and e are perpendicular directions, 
defined by D*, D«; £*, E¢ respectively, we have 
n 
(24) 2 Dk + Dk =0. 
1 
Moreover condition (2) in Sec. 3 expressing that d, and d, form an ordered 
couple of conjugate directions reduces now simply to 
(25) a 4 (q=1,...,%). 
From (24) and (25) it follows then easily that a necessary and sufficient 


condition that two ordered couples (d,, d,), (€,,¢,) of conjugate directions be 
perpendicular is given by 


n 

(26’) De DB =0, 
1 

or by the equivalent relation 
n 

(26) >, Dik =0. 
rs a 


Our purpose is now. to give, starting from the fundamental couple 
(8an—1» San) = (8, ”), an explicit construction of an n-tuple of ordered couples 
(825-1) 89p) Of conjugate directions, relative to a point Q of ® and mutually 
perpendicular (Sec. 3). 

Denoting by o* (h=1,...,2m) the direction cosines (Sec. 6) and by 

t 


S¢ = of + igt*4, St = gt —igt** (q=1,..., n) the contravariant components 
. « t — 4 t 
of the unit tangent vector of the direction s,(t=1,..., 2%), we begin to 
n 
associate to 8,, =n a direction 8,,_., satisfying the condition )°, S¢ S¢ =0. 
1 2n 2n--2 
We associate then to the directions 8,,,, 82,—, a direction s,,,_, under the con- 
n n 
ditions ©, S¢ S¢=0, X*, S* S8* =0; and so on till to obtain the n-tuple 
1 2n 2Qn—4 1 2n—-2 2n—4 
8om—r) (tT = 0,1,..., 2 —1). 


Considering next the direction s,,_,, forming with s,, the ordered couple 
(825-1) 8¢p) Of conjugate direction, it follows immediatly from (26’) that the 
n-tuple of couples (s,,-,, 8») (p =1,...,), relative to the point Q has the 
required properties. 

The proceeding, as is readily verified, shows that the proposed question 
can be solved in oo” ways. This way, all solutions indicated on Sec. 3 are 
obtained and every S* (k =1,...,2n—1) can be expressed in terms of the 

k 


S*’s (q =1,..., m) only. 
2n 
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In particular, if 2 +0, we assume to be zero every complex number 


St (q=1,...,m) ASA 1, € being any integer among 1,...,n—1. 
2(n—€) 

The geometrical meaning of this hypothesis is evident and, since the 

complex numbers S* cannot be all zero, it is not difficult to see how we could 


2n 
proceed in the case when S! = 0. 











2n 
Now, when the quantities S*, S*%,..., 8¢ (qg=1,...,m) satisfying 
Qn 2(n—1) 9. 2(m—t+1) | 
condition (23) are determined, we can obtain every S* (¢=1,...,m) noting 
2n-—t 
that if g > + +1 one has S* = 0, while if g <r +1 the S* ’s result to be pro- 
2&n—t) 2(n—t) 
portional to the minors of maximum order in the matrix 
| S Ss? id ° . ° S St+t 
| 2n 2n 2n 2n 2n 
St S* 0 0 
2(n—1) 2 (n—1 
9, a t ¥ ’ 
| s - Boy Tape s 0 
2(n—- = 1) ion 1) 2(m—t +) 2(n—t+1) 
respectively multiplied by (—1)*+?. The modulus of the proportionality 
factor 6,,, is then determined, since S* (¢=1,...,m) must satisfy the 
2(n—r) 
condition (23). 
It is simple now to express S* (qg =1,..., m) in terms of S* (¢g=1,..., n). 
2(n—rt) 2n 
Namely we obtain the formulas 
Bem Cron Ge S Bev q@=1,...,7), 
2(n—r) 2n 2n 
27 St+1 — 9, Q, Sr Be+3— Qe _ _ Oras , 
(27) 2(n—r1) Gr+2 € 2n = an Oren @r 
St =0 (g=7t+2,...,%), 
2(n—rt) 
valid when t =], ... , » —1, where 
(28) 0:0, = (S'S +---+ StH (¢=1,...,n), 
2n2n 2n 2n 
and 9, = (S')-1. 
2 


n 

In addition to (27) we consider then the relations, analogous to (25), 

concerning the couples S*, S* (p=1,...,n). 
2p-1 2 

In conclusion, as soon as we fix the argument of every 9, (¢ = 2,...,n), 
a 2n-hedron € of directions through the considered point Q, having the required 
properties, is determined. 

We note at once that in the actual case, as follows from (27) and (25) 
and in consequence of the a in Sec. 2, the functions determining 
the directions s, (k =1,...,2n—1) of € satisfy the hypotheses of Sec. 3 
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and therefore, when the point Q varies in a convenient neighbourhood on @, 
the 8,’s generate a (2n —1)-tuple €* of orthogonal congruences of the kind con- 
sidered in Sec. 315). 

8 — Our task is now to evaluate the coefficient of Lah in relation (22), 


making use of the (2n —1)-tuple €* of congruences. 
Taking account of (19) in Sec. 6 and of (2) in Sec. 3 referred to the ordered 
couple (8 ,- 1, 8.) of conjugate directions, we have immediatly 





n 2 On+u 0 on 
no 4 > An — A*t#") (p=l,...,2—1), 
2n-—1;p se oz 2p—1,2p o™ 2p—1,2p J 
where the dummy index m takes the values 1, ... , n. 


In consequence of (20’), it follows then the relation 


n (‘s"* 2 on Oon+n 4 
A of, NS =) Pl +] oo, 
an-.9 ‘1 1. 9 Ox**? le pasy \OR**? 88/9, 1 cy 





from which, noting that the symbols 4*™ are skew-symmetric with respect 
kl 
to upper indices [(18) Sec. 6] and making use of (20’), we obtain 


1,....” n 
(29) A = 2 (Ay, Ae + Ky, AM**]+ DW, Atn*s, 
2n-l.p uc 2p—1,2p 2p—1,2p 1 2p—1,2p 


where | | WwW. are defined by 
8 On+u 2 On aOn+y aa, 
H ool agit pede Bi dente 
hd ex’ oa" Oz Oxm+n ’ 
2 On+n 2 Oy @On+y ao 
2n Qn Qn Qn 
™ Kus = Ganve + Ga t+ Gente + Gee’ 


We remark now that using the contravariant components S* = o% + io"**, 
A ok A 
S8* = of —io"*¢ (g=1,...,n) of the unit tangent vector of s,(h =1,..., 2n—1), 
aA oh A 
we obtain immediatly from (18) the equalities 


AM” = of gt*# — gt gn? -—t(% 5 — S 8) , 





(31) 2p—1,2p 2p2p 2p 2p - 2p 2p = 2p 2p 
AMM +? x hth ght? + gH Go” = 1 (sg S + SS) , 
2p—1,2p 2p 2p 2p 2p 2p 2p 2p 2p 
15) More generally we could take as argument for g; (t= 2,...,m) an arbitrary 


continuous function of point Q in the fixed neighbourhood on ®. 


Math. Ann. 130. 15 
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where ,v =1,...,m. Hence, taking account of (27), we have the following 
relations 


AY” = lG@n-5+1 Cx—» S*-9*3|* 9 A”” ; 


2p—1,2p 2n ——— (p<n—yv+ l), 
Aner? o lOn—p+2 Cn->, ees o" 
(32) 2p—1,2p 2n—1,2n 
A" = — |o,|* A” : A” m+? — — lo, ha Aunt (p=n—v+1), 
2p—1,2p 2n—-1,2n 2p—1,2p 2n—1,2n 
Amr =O; Ansty (p>n—v+1), 
2p—1,2p 2p—1,2p 


where yu < ». 
Likewise we come to 


2 
AGN += lon gs Qany SP SPF; Atnte am | 
(33) 2p—1,2p 2n 2p—1,2p 


va +¢@Q; 
2p-1,2p 


respectively valid according as ps n—q +1. 


From relation (28) we have then immediatly 


tag = |@n—»411-* — l@n-ol-* = (lOn—ol* — lOn—» 411°) ° n-9+1 Ca-si* ; 
n 
and so we can write 


(34) lOn-»+1 —_*'r = |@n-»|* — len—» +11" : 
n 


In consequence of (32), (33) and (34) and noting that |o,|* = 1, we finally 
obtain 


n—1l n—1 


‘ A” = — A” . yo Aeet+? — — Aunt (u <y»), 
1 2p—1,2p 2n—1,2n 1 2p—1,2p 2n-—1,2n 
(35) Si 
deste = 3, |S, 
1 2p—1,2p @ 2n 


where the symbol 3’, indicates the sum with respect to index rt taking the 
(@) 
values 1,...,g—1, gq+l1,...,m” 


In conclusion from (29) we obtain the relation 


n—l1 


pr - 5.1, 2: ier) 5 “Has A+ K,, er), 


1 2a— a 2n—1,2n "en—1,20 


and the equivalent one 


1,....” 
(36) Z 4 = y [W, |S + W,|SP?—K,, Ae™+e—H,, A”). 


n—lip pcr 2n Qn 2n—1,2n 2n—1,2n 
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Now let g(z',..., 2°") = 0 be the equation representing the primal @. 
We consider the differential expressions 
ae 2 
7) * (sar) |* 


ao 
“ors “hae ax * Rye or ie 


beste aetiee| (55) + oe) 


Seer [zs ep 2p | oy a) + 











— - : 
Laer a2” + oat Hage ne on” = a* ** On**” 











se . Bae oh oe A A 
ax*ax"*” a2” ax*** “a aa"? ax” aa" te 
where u,v =1,...,m. We will see later the geometrical meaning of the 


introduced expressions; at present we just note that these expressions appear 
as formal generalizations of the ordinary E. E. Levi's invariant"*). 
Putting next 


(38) +-VE.(8 $5) i 


the direction cosines of the normal s,, = n to ® at the generic point Q are 
given by 


(39) = 05H (h=1,...,2n). 


In conclusion, taking account of (30), (31) and (39) the right member of 
(36) can be expressed in terms of 7 and g. Since the terms involving the 
first derivatives of 7 cancel each other, relation (36) reduces simply to 


n—1 


re 
(40) a» A = 9 S U(x, 2) = U9), 


2n—lip u<r 
Lz, 2”) being defined by (37). 
Thus, the evaluation of the coefficient of the normal derivative in 
equation (22) of Sec. 6 is obtained. 


9— The result of the previous Section permits us to derive from (22) 
the fundamental relation 


(41) Abu + 2X9) 22 — 0 


where A?u, y, 2(y) are defined by (13), (38), and (40) respectively. This 
relation constitutes the essential point of my research and includes as special 
case (n = 2) a formula due to E. MartrngE.i1!’). 

A remark we made in Sec. 5 about A2u and the definitions (38) and (40) 
of » and 2(¢) lead us to the conclusion that equation (41) is completely inde- 
pendent on the auxiliary congruences (s,)(h=1,...,2n—2). Therefore it 


appears as a relation between the normal derivative ae and the assigned 


function u, in which only the congruence of the curves s, ae to the normals n 
to ®, is involved. 


18) See E. E. Lev, [3], p. 80. 
7) E. Martine ti, [5], p. 4; [6], p. 160. 
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We note moreover that the product 7° 2(~) depends on ®, but not on the 
equation gy = 0 representing ®. This result follows immediatly proceeding 
as in the case n = 21). 

Now we suppose that 2(g) does not vanish identically on ®. 

So, if Q is a point of ® where L(g) is different from zero, we have at once 

2U Atu 
(42) on PR * 
If on the contrary at point Q of ® we have L(g) = 0, a remark by MarrtneE.1i, 
which extends immediatly to the actual case, shows that relation (42) is still 
valid, provided that we substitute to the right member its limit). 

In conclusion, taking account of (42), from relation (1) in Sec. 2 and under 
the same hypotheses on P, Q and r we obtain the following explicit integral 
representation of the unknown ‘peg 

a Atu 
(43) U(P)= al [0 se eer + agate 





Thus, the aim of the present research is attained. 

We wish now to make some remarks concerning relation (41) and the 
introduced expressions. 

We begin by observing that relation (41) has been derived without using 
some of the hypotheses about the boundary @, we have put at the beginning 
of Sec. 2, which hypotheses refer properly to the existence of a unique solution 
of DrricHLet’s problem. One can easily realize that relation (41) holds true, 
more generally, for every primal having only simple points, whose equation 
gy = 0 has the left member of class C’. 

Another remark concerns the geometrical meaning of the expressions 
defined by (37), whose sum, denoted by 2(g), appears in relation (41). 

If ®,, indicates the section of ® by a generic space S‘”, parallel to the 
characteristic space S,(z“, 2’, z"*“, 2"*”), it is immediatly seen that the ex- 
pression L(z*, z’), when evaluated on ®,,, reduces to the ordinary E. E. Levi's 
invariant relative to D,,, in the section space St”. 

It follows then obviously that 2(q) vanishes identically on each primal, 
whose sections by every S{” (u,v =1,...,n) are always hyper-planoids*°). 


10 — In the present Section we suppose that the primal @ is an hyper- 
planoid, namely the analytic locus of oo! (2m — 2)-dimensional characteristic 
manifolds. 

It is well known that hyper-planoids cannot be closed primals having 
only simple points”). Therefore in this case the hypotheses in Sec. 2 are 
not satisfied; moreover the case of hyper- planoids is exceptional in relation 
to DiricHLeEt’s problem”). 

8) E. MARTINELLI, [6], p. 162. 

1%) E. MaRTIneE tt, [6], p. 161. 

*°) For the notion and the main properties of hyper-planoids see for instance F. SEVERI, 
{13], and [14]. 

*1) See for example F. Srvenrt, [11] and [12]. 

22) See F. Severt, (11). 
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However, from a remark in the previous Section we know that the funda- 
mental relation (41) is valid also in the actual case. 

We note now that from the definition of hyper-planoid it follows that 
the congruence of the curves s on ® is normal*). Therefore the expressions 

A= y _ y (p=1,...,n—1) 
2n—lip 2n--1,2p—1,2p 2n—1,2p,2p—1 
are all zero™); hence equation (40), being 7 + 0, gives L(y) = 0. 

In conclusion, if ® is an hyper-planoid, then expression 2(—) is identically 
zero. Thus an extension to the general case of a well known result concerning 
LEvi’s invariant (case n = 2) is obtained). 

We consider next the expression 42u, defined by (13) in Sec. 5. 

Taking the curves s = 8,,-, as coordinate curves £*"~! on the hyper- 
planoid ®, the characteristic manifolds which constitute ® are represented 
by &#"-1 = constant. 

Now a reasoning by MarTINELLI, which extends obviously to the actual 
case, leads to the equality ™*) 


(44) Au = Atu 


+ 
where A*u is BeLTramt’s differential parameter of the second order, relative 
to the characteristic manifold £*"~-! = constant, evaluated with respect to 
the metric induced on that manifold by the metric of ®. 
Thus the notation we have introduced in Sec. 5 is evidently justified. 
Moreover, since on every characteristic manifold, whose @ is the locus, 


we have Atu = 027), from (44) it follows that if D is an hyper-planoid, then 
the expression A? u is identically zero. 

This result is in accordance with the identical vanishing of 2(g) on the 
hyper-planoid ®, since, as we have previously remarked, relation (41) is 
valid also in the actual case. 

11 — Our purpose now is to study the behaviour of the expression 2(¢), 


defined in Sec. 8, in relation with the pseudo-conformal transformations of 
the real S,,,. 


Let o(z',..., 2") = 0 be the equation representing the primal ®. Follow- 
ing WIRTINGER **) we put 
ep _ 1/2 - Op _ bg 1/(ée - O97 
(45) 7° 327 2 (5% ie sa) > = ox 2 (55 re pee): 


— 2 ee: i( » ae 2 
Pui = Gwae  4|\daeox" Oa™-noa%t>) ‘*\Oantuaaxr  Bavda™** ||’ 
where p,q, u,v =1,...,n. 


*3) For the case n = 2 see E. MARTINELLI, [6], p. 148. 

*) T. Levr-Crvrra, [4], p. 292. - 

*5) See for example F. Szvert, [13], p. 22. 

*6) E. MARTINELLI, [6], p. 159. 

27) For the case n = 2 see for example E. Marttne tt, [6], p. 161. 
*8) W. Wietrncer, [15], p. 357. 
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We consider next the direct pseudo-conformal transformations of the real 
S,,(z', ..., 2"), namely the real images of the analytic transformations of 
the complex S,(z', . . . , 2")**). 

They are represented by the equations 


(46) 2 = 2h (zl... , 2%) (p=1,...,%), 


where the z”’’s are analytic functions of the z’s and it is different from zero 
the determinant |J| of the jacobian matrix 





> 


\| a2” || 

(a7) el | 

the indices p, p’ referring to rows and columns respectively. 
We consider then the conjugate equations 


(46) 2? = 2P (zl... , 2") (p=1,...,%), 
relative to the conjugate variables 2”, z? and the jacobian matrix 
(47) J =| 22. 

az? 


under the same convention of (47) about the indices p, p’. 

Defining in analogy with (45) the derivatives 9, py, p,’3 with respect 
to the new variables 2", z*, we obtain 
(48) Or 903 or eo Dee = Osi 

a2P" at oa 

where it is understood to sum with respect to the dummy indices p, u; q, ¥ 
taking the values 1,...,; 1,..., % respectively. 

Equations (48) show that @,, pj, ~,5 are the covariant components in the 
complex variables z*, z* of three tensors). 

After these premises we begin by considering the case n = 2. 

The expression 2(q) reduces now to the ordinary Levt’s invariant L(z', z*) 
which, as we know, may be written*) 


| 0 Fi P2 
| 
(49) Liz, 22) =— |e: Pix Per 
\Ps Piz Pox | 


Introducing then the constant tensors e””, e?* 82), we can write in the form 
(50) L(g) = Let, 2%) = © €” By V5 Ops - 


*°) See for example B. Sxcre, [9], p. 383. 
°°) Here and in what follows geometrical quantities of this kind, having ordinary 
and conjugate indices, are used. We call them simply tensors. See for example J. A. Scuov- 
TEN, [8], p:51 where these quantities are divided in quantities of the first, of the second 
kind and hybrid quantities. 
*) See for example H. Beunke-P. THULLEN, [1], p. 29. 
2) See for example J. A. Schouten, [8], p. 25. 
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Since e?“ and e*¢ are relative tensors of weight 1 and anti-weight 1 respec- 
tively*), it appears clearly from (50) that the E. E. Levi's classical expression 
is a pseudo-conformal relative scalar of weight 1 and anti-weight 1 *). 

Therefore, defining 2’(g) = L(z", z*) in the new variables 2“, we have 
(51) L(y) = L(y) |J| - |J], 
where |J| and |.J| are the determinants of the matrices (47) and (47) of the 
transformations (46) and (46) respectively, in the case n = 2. 


12 — We pass now to consider the case n > 2. 

By means of a suitable example it is simple to realize that the expression 
L(y), defined by (41), is no more a pseudo-conformal relative scalar, as it happened 
in the case n = 2 **), 

Therefore, in the actual case, introducing the corresponding expression 2'(g) 
in the new variables 2", relation (51) does not hold for a generic transfor- 
mation (46). 

However, relation (51) may still be valid, also when n > 2, if we consider 
pseudo-conformal transformations of particular kind. 

In order to examinate the question, we introduce, in analogy with the 
case n = 2, the contravariant tensor 
(52) pers ens T,---Fais vs erie ens eft Fas > Pa Pus 
where ¢°"*"""®n-2 and ¢'”""""""-* are the usual constant tensors**). 

If two indices 9,, 0, or T,, T, at left member are equal, then the correspond- 
ing component of the tensor is zero. If, on the contrary, the indices 9, and T, 
are all different respectively and we form any permutation of @, and T, indices 
separately, we obtain components of tensor (52), which differ at most in 
the sign. 

Moreover, if 9, ... 0, is a permutation of the integers 1, ...,n, we have 
(53) ger tn—abre Ona 7 (20m-1, 2%n) 
therefore, in consequence of previous remark, the expression {(p), defined 
by (41), can be written in the form 


1..." - « 
(54) L(¢) - =F. B Pree On 2 Orr Ong 


oe er 
the sum referring to the (n — 2)-permutations 9, . .. 0,—, (with repetitions) 
of the n integers 1,..., n. 

Considering now the transformations (46) and putting 


ox og e 
(55) Age = Seo oP (o',t =1,...,%), 
we have 7 
(56) ‘s" sith ia ee eS ” tins tna Fee tna | J] || ; 
oe Se ’ bd nm—-g'n—s 


%) See J. A. Scnovren, [8], p. 25. For the notion of anti-weight see p. 12. 

*) See H. Bennxe-P. THULLEN, [1], p. 30. 

3%) It suffices to consider the transformation 2" = 2 z!, z?’ = z? (p= 2,..., ). 
%*) See for example J. A. Scuovren, [8], p. 25. 
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where it is understood to sum at right member with respect to the dummy 
indices 9}, t, taking the values 1,..., 7; 1, ..., % respectively. 

From (54) and (56) it follows immediatly that a sufficient condition for 
the validity of relation (51) is given by 
(57) \|4 


where I denotes the identity matriz. 

From (55) we have next \|Ae, | = J-1 J-}; therefore condition (57) can 
be written in the equivalent form 
(58) JJ_,=I1 


involving the jacobian matrices (47), (47). 

It is easily proved that the transformations (46) satisfying the condition 
(53) are linear and consequently they are the well known direct pseudo- 
conformal congruences*”, **). 

In conclusion, the expression 2(q) is a relative scalar of weight 1 and anti- 
weight 1 with reapect to the direct pseudo-conformal congruences. 





= — 
Ce Fall I 
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Eine Klasse huyghenscher Differentialgleichungen 
und ihre Integration *). 


Von 


Kar L. STELLMACHER in Gottingen. 


1. 

Eine vollstandige Integrationstheorie des Cauchyschen Anfangswertpro- 
blems linearer hyperbolischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung wurde 
schon durch die Hadamardschen Untersuchungen [4] gegeben**). Doch 
ist besonders ein Teilproblem iibriggeblieben, das bisher noch seiner Lésung 
harrt, nimlich die Bestimmung aller ,,huyghenschen‘‘ Differentialgleichungen. 
Es sind das diejenigen Differentialgleichungen, fiir die das huyghensche Prinzip 
im engeren Sinne Giiltigkeit besitzt ({4], 8.75). Das heiBt, sie haben die 
Eigenschaft, daB ihre Lésung des Cauchyschen Anfangswertproblems im 
Punkte P nur von demjenigen Teil der Anfangsdaten und ihrer Ableitungen 
bis zu einer gewissen Ordnung abhingt, die auf der Schnittmannigfaltigkeit 
zwischen dem charakteristischen Konoid mit der Spitze in P einerseits und der 
(raumartigen) Tragerfliche der Anfangsdaten andererseits liegen. 

HapamMarD fand, daB es nur huyghensche Differentialgleichungen geben 
kann mit einer geraden Anzahl von unabhingigen Verinderlichen. Ferner 
gab er als notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir, daB eine Diffe- 
rentialgleichung huyghensch sei, das Verschwinden des logarithmischen Anteils 
der Grundlésung an. 

Er wies besonders auf die Notwendigkeit hin, alle huyghenschen Diffe- 
rentialgleichungen zu bestimmen ([4], S. 324/325). 

Als weiterer VorstoB gelang M. Marruisson [7] im Jahre 1938 der Beweis 
dafiir, daB es unter den linearen hyperbolischen Differentialgleichungen in 
4 unabhingigen Verinderlichen mit konstantem Hauptteil keine huyghenschen 
Differentialgleichungen gibt auBer der gewdhnlichen Wellengleichung 
Uy ~— Ug, 2, — Uz,2, — Uz,2,= Qu=O0, und solcher, die durch Trans- 








*) Uber die Ergebnisse dieser Note ist berichtet in den Proc. Internat. Congr. of 
Mathem. Amsterdam 1954, Vol. I. 

**) Die zahlreichen und z. T. héchst interessanten neueren Lisungswege (z. B. von 
M. Riesz) werden hier nicht benutzt. Fiir Literatur s. etwa A. Dovetis: Comm. pure 
and appl. Math. 7, 271 (1954).— Ferner sei darauf verwiesen, da8 der Gleichungstyp (1.1) 
bzw. (2.2), der in der vorliegenden Note behandelt ist, den Typ der Darbouxschen 
Differentialgleichung (fiir 2; = 0, i + 0; A, + 0) umfaBt. Dadurch ergeben sich Beriihrungs- 
punkte der vorliegenden Note mit neueren Untersuchungen iiber diesen Gleichungstyp 
von. Diaz u. WEINBERGER: Proc. Amer. Math. Soc. 4, 703 (1953); Diaz u. WEINSTEIN: 
Studies in Math. and Mech. presented to R. v. Mises. New York 1954, 8. 97—103; Diaz 
u. LupForp, Annali di Mat. pura ed a ppl. 38, 33 (1955.) 
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formationen daraus hervorgehen. — Dieser Beweis wurde spiter von Hapa- 
MARD dadurch vereinfacht, daB sein oben erwihntes Kriterium benutzt 
wurde [5]. Ich selbst fand kiirzlich ein Beispiel [8] einer huyghenschen 
Differentialgleichung in 6 unabhiangigen Veriinderlichen. In der folgenden 
Note werden weitere Beispiele huyghenscher Differentialgleichungen bei einer 
Variablenanzahl von n=6 mitgeteilt. Der huyghensche Charakter dieser 
Differentialgleichungen wird an einer explizit zu gewinnenden Lésungsformel 
abgelesen werden kénnen. Deren Konstruktion erfolgt so, daB dabei der aus- 
gezeichnete Charakter dieser Klasse von Differentialgleichungen hervortritt. 
Das gelingt mit Hilfe des Mittelwertsatzes von AsGEtRSSON [2]'), der sich als 
unserer Problemstellung besonders angemessen erweist. 

Im einzelnen wird folgender Satz bewiesen: Die Differentialgleichungen 
der Gestalt 
(1.1) (u,, +3e)-2 (us,«, + au) =0 


sind dann und nur dann huyghensch, wenn gilt: 


1; 1) m+ 1 gerade 

1;2) —A,;= v,(¥;+ 1); ¥;= ae ee 
1;3) Jw m= . 
i=0 . 


Bei der Durchfiihrung der Integration beschrinken wir uns auf die Voraus- 
setzungen 1), 2) und beweisen, daB 3) dann notwendig und hinreichend fir 
huyghensches Verhalten der betreffenden Differentialgleichung ist. Im letzten 
Abschnitt wird die Grundlésung nach Hapamarp konstruiert, wobei sich 
dann ergibt, daB fiir keine anderen Werte der A, als die eben angegebenen die 
Differentialgleichungen (1) huyghensch sind. 


2. Transformationstheorie. 
Um den Mittelwertsatz von AscErrsson auf (1.1) anwenden zu kénnen, 
ist es zweckmiaBig, die folgende Transformation durchzufiihren: setze 


Av= — »; (y+ 1);¢ = 0,1,2,...,m (vorausgesetzt, daB ; —A,= 0), 
(2.1) “= a7 @, 
so erhailt man aus (1.1), wenn man nachtriiglich wieder u fiir @ schreibt: 


22) S91e(Weje, +o te) = 05 Gon= 1 Hee — 15 E05 yet 
i= i ° 

DaB diese Differentialgleichung dann und nur dann in die triviale Wellen- 

gleichung transformiert werden kann, wenn alle »,= 0 oder 1 sind (Glieder 


von der Gestalt 2 u,, lassen sich also wegschaffen), erhellt aus folgendem 


2) Vgl. auch [3], 8. 417ff. 








i ee Oe 


Se ee a | J 
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Satz: Jede Differentialgleichung der Gestalt 
(2.3) Ou+c{z)u = 2 I6Me,2, +e(z)u=0 (¢(zx) stetig in G(z)) 


kann in G(x) dann und nur dénn durch Koordinatentransformation %,= {,(2), 
Multiplikation der unbekannten Funktion mit nicht verschwindendem Skalar 
u = (x) % und Multiplikation der Gleichung mit einem nicht verschwindend 

Skalar A(x) auf die ,,triviale Form‘ 0 u = 0 gebracht werden, wenn c(x) = 0 
gilt. (Vorausgesetzt wird, daB die ,,zulissigen“’ Transformationsfunktionen 


f,(Z), A(x), u(x) inG zweimal stetig differenzierbar sind und daB dort se: + 0, 
A (x) + 0, u(x) + 0.) Der Beweis dieses Satzes ergibt sich zuniichst aus 
der Bemerkung, daB die Differentialgleichungen 0 u = 0 und (2.3) selbst- 
adjungiert sind, so da8 man also nur solche Transformationen zuzulassen 
braucht, die den selbstadjungierten Charakter der Differentialgleichung bei 
koordinateninvarianter Schreibweise erhalten: nimlich neben Koordinaten- 


transformationen die Transformationen 
m—1 m 


= 1 1 =—T 
(2.4) gii= A(x) 9443, u=A’ * t;e= Geico oe 2 oF V9 tz )e, 
tw 
vgl. (2.84). 
Ferner aus jenem verallgemeinerten ,,Satz von Liovvitie“: Notwendige und 
hinreichende Bedingung dafir, daB eine quadratische Differentialform 











m 
(2.5) ds®*= A(x) > 9,,(d z,)*; (Gi¢= +1; Vorauss. iiber A(z), f, wie oben) 
i=0 
in © durch Koordinatentransformation auf die pseudoeuklidische Normalform 
(2.6) d s*= 29,,(d %,)* 
gebracht werden kann, ist, daB A die Gestalt besitzt 


(2.7a) entweder A = a(S a(%s— a) (A, a, const.) 
0 


(2.7 b) oder A = as b,(a,— a.) + 7 (A, ai, b; const; ZL G§;,6,6,=0). 
0 


Die Transformationen, die das leisten, bezeichnet man als die allgemeine 
konforme Gruppe, bestehend aus den Inversionen ” 

EF Zi — $6; LGv» TT 
(2.8) a) = Dott b) q,= (1 —Z bz) 





sowie den Ahnlichkeiten und den ,,Bewegungen“, d. h. allen Transformationen, 
die die Gestalt (2.6) der Metrik erhalten. Dabei ist noch zu bemerken, daB 
der Faktor (2.7b) durch (2.8b) oder durch zwei passende aufeinander folgende 
Inversionen weggeschaft werden kann®*). 
Der Metrik (2.5) wird man die Differentialgleichung 
Da+t(z)t=0 
*) Haawrsgs: Conformal representations of an n-dimensional euclidean space with a 
nondefinite fundamental form on itself. Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch. Amsterdam 


40, 700—705 (1937). — Siehe auch: Scuouren, Srrurk: Einfiihrung in die neueren 
Methoden der Differentialgeometrie, Bd. II, Groningen 1938, S. 205—210. 
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zuordnen, wobei 0 den zur Metrik 9,,= 49;, gehdrigen Beltramischen Ope- 
rator bedeutet [vgl. (2.4)] 


. 1 o = +1 m1 oe m—1 
(2.8a) Du= > — (99 t, \e =A 2 (sa 2 uA ‘ “4 

7 V9 >: i ‘ 
Speziell mit 4 aus (2.7a) und (2.8a) erhalt man so das Transformationsgesetz 
fir den Koeffizienten c(x): (2) = (2 9,;,%)-*- o( Man kann also 
(1) auf die allgemeine Gestalt 

. a; x 

fom 2h (ue, + [Ailz, 2) + 2a, 2) + Ky u) mm 

(a;, z)= 29,5 a;, 
bringen, wobei die (m + 1) ,,Spharen“ A,(x, x) + 2(a,, x) + K,=0(t=0,1,...m) 
a) mindestens einen reellen allen Sphiren gemeinsamen Schnittpunkt &, be- 
sitzen und b) die Bedingung erfiillen miissen, daB sie paarweise zueinander 
orthogonal sind im Sinne der indefiniten Metrik, d.h. es muB erfiillt sein 
b) (a;, a) — A,K,— A, K,= 0 (t + k), 
weil die Koordinatenebenen, aus denen diese Sphiren hervorgegangen sind, 
diese invarianten Bedingungen erfiillen. Da a), b) hinreicht, erkennt man, 
wenn man den Schnittpunkt £, aller Spharen zum Nullpunkt der Inversion (2.8 a) 
wahlt. Durch die Transformation (2.8b) wird dieser Sachverhalt nicht geaindert. 


3. 

Ein Integral itiber das Innere der Kugel &,: 2 &? = R? ist auszuwerten 
unter der Voraussetzung, daB der Integrand nur abhingt von dem (euklidi- 
schen) Abstand des Argumentpunktes x zum Ursprung des Koordinatensystems 
O, der im allgemeinen nicht mit dem Mittelpunkt von R, zusammenfallen soll. 


(3.1) Ja= f--* fulto+ &)dE,d&,...0€,; E=%ot & x= |r| 
zy sR u(to+ &) = u(z). 


==.) 
2 Gv 23} ° 





(2.9) 


Man lege durch den Ursprung 0 und 
den Mittelpunkt x, der Kugel 8, eine 
zweidimensionale Ebene, die in Fig. 1 ge- 
zeichnet ist. Man wird dann erst bei kon- 
stantem 2, wobei ja auch uw konstant 
bleibt, integrieren. Dabei erhilt man als 
Faktor dasjenige Oberflichensegment S der 
q-dimensionalen Kugel 2 = const, das 
innerhalb der Kugel &, liegt. Mit den aus 
der Figur zu entnehmenden Bezeichnungen 
erhélt man dann 





k 
S= f et *- w,-,d8 = w,, x f o**dk, 
0 


wenn w, die Oberfliche der /-dimensionalen Oberfliche der Einheits- 
kugel bedeutet. Es gilt dann (s. Fig. 1) 9? = 2?—(x—k)? = 2k2—P, 
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also 


q-o 


k Fw 3 
(3.2) S=@,.,2f (k(2x—k)] 2 dk. 
0 


Dieser Ausdruck ist, im Falle daB g ungerade ist, ein Polynom in k, andern- 
falls eine irrationale Funktion von k. Setzen wir also in dem hier besonders 


interessierenden 1. Falle 1 = » (vy ganz), so erhalten wir 


, i 1 y 
(3.3) Seyi = Wey 2° rr (2 ay~* (— k¥ ST (; 
Hierin ist zu setzen 
baw 2 (e—%)* 
22% ql 


Daher ist auch S,,,, ein Polynom vom Grade (2 y + 1) in R*. Damit erhilt 


man fir (2) 
+R 
(3.4) Jo= f u(x) Sy,4,(R*; x, 2) dz. 
R 


Entsprechend werten wir auch das Oberflichenintegral 
(3.5) 9 = f-+:f ultot+ &)dO,= [+--+ f u(x) R-'daw,; x= |ro+ >| 


r= R 
aus unter derselben Voraussetzung beziiglich u wie oben (0, ist die Oberfliche 
der Kugel &,,m, die Oberfliche der g-dimensionalen Einheitskugel). Dazu be- 
nutzen wir die Zerlegungsformel fiir das (f— 1)-dimensionale Oberflichen- 
integral tiber die Kugel 
Sro-f wen) dO, 


2ij+inj=R 
Babu ate f VR* — F Ejulé,,n) 
3.6 == eee yw  -————sts« se see od d e- .d —— 
(3.6) / J VR—-2& J VR—Z2e—2n! ™ * Ne "1-9-1 
{-p-2 


=f---fdé,...d& (R—ZE) 2 f---fudo,,, 


zéis R 





die wir auch spiter noch brauchen werden, jetzt nur fiir den Fall p = 1; 
f=q. Wir fiihren in der (¢g— 2)-dimensionalen Oberfliche der Schnittkugel 
zwischen R, und z = const die Integrationen durch: 

de, 
VR — 
die Bogenlinge etwa des in der Figur gezeichneten Meridians A ~ B von &, 
bezeichnet: ds = R/o z/x, dz; ferner gilt 





(3.5a) §,=/ o%-*u(z)ds gdw,,, wo $dw,_,= w,, und ds = 





fot — |S oy Ueg+ 2) BP] [(ay— 2)°— B)} 


}@-3) 


Py-s(Riz, Zp). 


= [pay [ee + Ry 24) - [(z)— Ry 2*]| 
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So erhalt man schlieBlich fiir (3.5a) die beiden Formeln 





+R p-3 %+R 
Be— 2 = we / u(z)o 2 zdz- = w,, u(x) P,_, (R?; x, x) edz 
z—R z—R 
(3.6a) 
oder auch 
Ry (ae +R) (lte—B—2) | 
(3.6b) So= 5 Wer uw (Vx) | aA . x dy; y= 2. 
(2%_— R)* 


Im Falle da8 q ungerade ist (43 = »), ist der Integrand ein Polynom P,_, 
vom Grade 2 y beziiglich R. 


4. Liésung des Cauchyschen Anfangswertproblems. 


Es sei nun das Cauchysche Anfangswertproblem gestellt, eine zweimal 
stetig differenzierbare Lésung der Differentialgleichung (2.2) zu finden, die 
fiir t = # (@ + 0) die Werte annimmt 


(4.1) (OU), -o= P(E); (Uke o= Y(t); PE Cmis ; pC Cm+i in G 

2 2 
(2, Lg, : - -» Lm) = ¥ gesetzt, C, bezeichnet die Menge aller / mal stetig differen- 
zierbaren Funktionen. 

Ferner wird vorausgesetzt, daB derjenige kompakte Bereich G(x) G ¢ G, 
der von ¢ = @ einerscits und dem charakteristischen Kegel mit der Spitze im 
Punkt P, in dem die Lésung bestimmt. werden soll, andererseits be- 
grenzt wird, keine Punkte der singuliren Ebenen 2z,;= 0 (2, + 2 +0) ent- 
halten soll. 

Nach bekannten Sitzen existiert in G genau eine Lésung des Problems. 
Um diese zu berechnen, benutzen wir den Satz von Asarrtrsson [1]: Jede 
Lésung u(r, t) der Differentialgleichung 


f / 
(4.2) 2 Uz, -_ ~ ba Fi t,? 
die fiir (x —f)*S 1? und fiir (t —t,)?< r* von der Klasse C, ist, erfiillt den In- 
tegralsatz 
(4.3) [roc f wltot+ ar, te) dO,= [+--+ f ult, t+ ar) dO,. 
Dabei wird beide Male integriert iiber die Oberfliche O, der q-dimensionalen 


Kugel (x — ro)? = 7? baw. (t — ty)? = r°. 
Wir beschranken uns zunachst auf den Fall der Differentialgleichung 


24+2 S: Qu+2 2y+2 
(4.5) Use + con Ds un 2 ¥s, 2; + (u,, + ~~ u,) + (uw, oo **) . 
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Die Verallgemeinerung auf die Gl. (2.2) wird sich dann sehr selbstverstandlich 
ergeben. . 

Um hierauf (4.3) anwenden zu kénnen, beachte man, da etwa jede Lésung 
der Differentialgleichung (4.5) auch Lésung der ultrahyperbolischen Diffe- 
rentialgleichung 


f % a ds 
(4.6) DQ %,:= 3 Us, 2 + Sty y + Mees Atat+a=f 
fi, Vt Gy US Ey Ey % 


ist, wenn 


f) @ % 
(4.7) Y= Lyi; #= La; P= Le; gq=-2u+3, g=2+3, 
T I i 
Q:= 24+3; g=m—2 


gesetzt wird®). Umgekehrt erfiillt jede Lésung von (4.6), die beziiglich y,, z,, t, 
nur von y, z, ¢ abhangt, und von ta,+1 ++ -» ty tiberhaupt nicht, auch die Diffe- 
rentialgleichung (4.5). Demgem&B schreiben wir den Mittelwertsatz (4.3) noch 
einmal in der Gestalt: 

[r++ f U(to+ 75 Fo Do» bo) dO, 

Zt} = RR 


= frrrf — wltes to+ & D0+  bo+ Y) de.n,¢9,=8- 


LH+ Li, + Lej =F 


(4.8) 


Das Integral auf der rechten Seite zerlegen wir nach Formel (3.6) 


= ae ° dé, dé,.. . dq, dn, ...dnq, 
i | VR — ot —ob sak ik +f utt’ 2, 9, 2) dy Oy, 


= 2H; &= Z 7? r= R*— 9? — 93; ri = R*— gf. 





Hier kénnen wir das innere unterstrichene Oberflichenintegral ausintegrieren, 

weil u beziiglich der Variablen gy, nur von z abhingt. Einsetzen der Formeln 

(3.5), (3.6) liefert 

B= 2 ey fof dbys- dE drys sd, f wltos to + & Dot n.2) 
@-—2 


x {[(%o + 2)? — 1°] [r?— (zg--z)*}} * 2dz. 


Jetzt kénnen wir weiter nach der anderen Hilfsformel (3.2). und 
(3.4) die — nach den 7; durchfiihren und erhalten fiir dasselbe 


3) Der Lésungsweg, der hier eingeschlagen wird, bedeutet also eine ——— un- 
serer Differentialgleichung in einen Raum mit der Metrik do*= J "att — Saat 


q qs 
“= yd y2— 2 dz?. Eine ahnliche Einbettung ist iibrigens bei jeder linearen Differential- 
gleichung 2. Ordnung méglich. Dieser Gesichtspunkt l48t es aussichtsreich erscheinen, 
auf ahnliche Weise weitere huyghensche Gleichungen zu suchen. 
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Integral 
oR Yor ty %+r 
(49) 3 == oy 1q-1 f--+ fddy--- a8, f+ f wltes ro4 & y2) x 
resR Yo lf %-Tr 


x Soysilt*; Y; Yo) * Po, (r3, 2, 2) dy dz. 


Wir merken insbesondere an, da8 dies ein Integral ist tiber X £* + (z — z,)? + 
+ (y— yo)* < R*. Da S,,,,, und P,, Polynome in r? bzw. r* und also in R? 
sind, so geht das Integral $/R nach 24 + 1 + 2» + 1-maliger Differentiation 
nach R? in ein Oberflachenintegral iiber. 

Auf der linken Seite des Mittelwertsatzes (4.8) integriere man zu- 
nachst nach allen Veranderlichen ¢;, von denen die Unbekannte wu nicht 
abhangt: 

1-4-2 

B= oy ¢,Rf---fdty...dty(R—Xriy * U(ty + T; To. Do» do): 

= ti sk 


[—% mal nach R?. Danach bleibt 


links das Oberflichenintegral iiber die g,-dimensionale Kugel 


Dann differenziere man die Gleichung 


a ) ; 4S, 92 
(sr) o/R = aya 7 =) fo fumes To Do 30) 4, Or, - 


3 
21,= Rk 


Hierauf kann man direkt die Hilfsformel (3.5) und (3.6b) anwenden und 
erhalt 


1-% (6 + R)* 


@a\ 2 — ) 
(sm) BR= (4 = ): @s_q,° Mq,-1 R/O f ujT x 
(9 — R}* 
%— 3 
x {((0 + RPF—T)((@—RY—T} * aT. 

Diese Gleichung ist eine Volterrasche Integralgleichung 1. Art zur Bestim- 
mung von u(#, R; Xo, Yo; 3o)- 

Man beachte, daB- diese Gleichung eine Identitét in # und R darstellt. 
Setzt man demgema8 

(0+ RP=a; (0—R)= Bp; 0= : (a2 + pit), R= ; (a2 — pul2y, 

so erhalt man 


1-4 


é 2 ‘f{—"u-—2 : 
(, ; 3/R =(——>— )s Wy —q,° Wq-1* R/O | uyT x 
R } 2 qa q 
(4.10) \@ ) ( eh J 
%—38 


x {(a—T)(B—T)} * aT. 
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Dann ist die Gleichung (4.10), nachdem darin auch links R und @ durch « 
und # ausgedriickt sind, eine Identitaét in « und £, die als voneinander unab- 
hangig angesehen werden diirfen. Daher kann man (4.10) bei festgehaltenem £ 
nach « differenzieren. So erhailt man die Lésungsformel 


%—3 iat 1-& 
(40k) * -u(o +R) = (72) : 6B ( 59) x 


x B/R- @ 7-4, ° Me,-1° ((—3-2)1 


(4.11) 


Hierin denke man noch 
1 a a 
@a  4(0+R) (we + 4) 

eingesetzt (das ist die Differentiation in Richtung der Bicharakteristik durch 
P)*). Durch den Kunstgriff, # und R als voneinander unabhingige Variablen 
zu benutzen, ist es hier im Gegensatz zu Ascrrrsson [2], 8. 343 (vgl. auch 
CouRANT-HicBert [3], 8.421) méglich, sofort die Lésung fir allgemeine 
Anfangswerte hinzuschreiben. 


Aus der Formel (4.11) liest man das huyghensche Verhalten der Diffe- 
rentialg..ichung (4.5) ab, wofern / und q, ungerade sind und wofern gilt 


(4.12) > ¢—q22(u+v4+)), 


d.h. nach (4.6) und (4.7): : (1+ Ge+ G—%) = M+ v—AS ; (m—2+3)2 
= 2(u + » + 1), also 
(4.13) ; (m—3)2>u+v+A 


in Ubereinstimmung mit Voraussetzung 3) der Einleitung. Dies Ergebuis 
kann man nun leicht verallgemeinern von der Gl. (4.5) auf Gl. (2.2). Man hat 


dann namlich, falls in (2.2) noch mehr Glieder =ats u, hinzutreten, in 


Gl. (4.9) die Integration der Hilfsformel (3.4) mehrmals anzuwenden. Man 
erhalt dann unter dem Integral in (4.9) das Polynom P,,,- S,,..1° Sgy,41--- 


l 
S.,,+, vom Grad (2 »,+ 1)—1. Anstatt (4.13) erhilt man dann als Be- 


t=0 
dingung fiir huyghensches Verhalten mit den Bezeichnungen 


I 
G= 2%,+3; f= Lat+m—! 
i=1 
1 - 
(4.14) = (m—3)2>)' »,, 
i=0 
wie behauptet war. 


*) Die Lésungsformel bleibt auch anwendbar im Fall 4 = : (aq: — 3) = 0, allerdings 


2 
mu8 man eventuell durch eine Transformation (2.1) dafiir sorgen, daB das Glied pu 


vorhanden ist. 
Math. Ann. 130. 16 
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5. 


Um nun weiterhin den Beweis zu erbringen, daB fiir die Differentialglei- 
chungen 


m . 
1) S gee (ue,2,— 2%) = 95 goom +15 gue —1 fiir i+ 0 
i=0 a : 


die in der Einleitung angegebenen Bedingungen 1), 2), 3) notwendig und hin- 
reichend dafir sind, daB (1.1) huyghensch ist (bisher war 1) und 2) ja voraus- 
gesetzt), wird die Hadamardsche Grundlésung in der Gestalt 


> + WigI  (m ungerade) 


=— 
2 


(5.1) a) u= a. (m gerade); b) u=- 


r* r 


nn fi = 
p= ; f= 2 1(ee— a) 


explizit berechnet. Diese Konstruktion der Grundlésung scheint mir jedoch 
auch an sich von Interesse zt sein, weil sich dabei eine vielleicht iiberraschende 
Anwendungsmoglichkeit der Theorie der hypergeometrischen Funktionen in 
mehreren Veranderlichen ergibt. 

Notwendig und hinreichend fiir huyghensches Verhalten ist nach Hapa- 
MARD das Verschwinden des logarithmischen Anteils W in (5.1) unter der Vor- 
aussetzung, daB U und W als Potenzreihen in J" mit Koeffizienten, die von 2; 
und a, abhangen diirfen, gegeben sind. 

Zur Durchfiihrung der Konstruktion sehen wir die x; und a, als voneinander 
unabhangige Koordinaten in G(x, a)5) an und machen die in diesen 2(m + 1) 
Verinderlichen nicht-singulire Transformation : 


= ; af= 2. 
i Yi i 


iif i ° 
(5.2) z= ten ; H= 95 LP; 2 = 
Da sich J’ als Funktion von y; und z, leicht berechnen la8t aus der 
Gleichung 


4 > Pr 
P= Sx (a+ e}—-2a,2) = Y (H+ 


r - 
-. — —4 =) cw wenn nur 5) -2: + 0, 
i=0 imo \*@ Yet 6 ‘ 


Yiz 
ist die Transformation wirklich nicht-singulir, solange 

m 
(5.2a) P+0; 2 g* +0; x,+0; a,+0 (i = 0,1, . ., m). 
Zur Bestimmung der Grundlésung (5.1) machen wir den Ansatz 
(5.3) u = I-»- U(z). 


5) G(x, a) sei ein offener Bereich des Raumes der 2 (m + 1) Variabeln, 2;, a;, der keine 
Punkte der 2 (m + 1) Hyperebenen x;= 0 oder a;= 0 enthalte. 
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Durch Einsetzen in die Differentialgleichung (1) erhalt man 
m—3 

g t= I-< p+) 29j; V21\ Meo P—Z Yayo, 2y + 2U, 2, uses bbe U,+ 4,u}*)=0. 
Diese Gleichung muB identisch in y, und z, erfiillt sein. Daher folgt 

m—3 . 
(5.4) AjU= U, .,27— ZU, 52, + 2U, 2, +s U,, +A,U=0;7=0,1,...,m 
zunichst nur im Falle (5.2a), aber auch bei Verletzung von (5.2a) da, wo die 
linke Seite von (5.4) stetig ist. 


*) Verschwinden einige der A;, so kann man J als von den betreffenden Koordinaten 
unabhangig voraussetzen. Ist insbesondere etwa Ay+ 0 und 4;= 0 fiir alle j + k, so wird 
aus (5.4) 

m—3 
U,,(z*— z) + U, (2: + — “| +AU=0; (z; = zgesetzt). 


Das ist mit a = y; a+ B= 1;4= —a- B die Normalform der hypergeometri- 


schen Differentialgleichung . 
(5.4a) Uz, 2(2—1) + U[(a + B+ 1l)z—y] +a-p-U=0.. 


Es interessiert diejenige Lésung, die bei z = 0 endlich bleibt. Dort liegt-eine Stelle der 
Bestimmtheit vor mit den beiden charakteristischen Wurzeln 0 und 1 — y. Ist nun wie 


im hier interessierenden Falle y = — == eine ganze Zahl < 0, so entsteht die Frage, 
wann die (dem charakteristischen Exponenten 0 entsprechende) Lésung von (5.4a) kein 
in z= sf logarithmisches Glied besitzt. Das ist nach bekannter Rechnung dann und 
nur dann der Fall (s. etwa F. Kier: ,,Hypergeometrische Funktion‘, Berlin 1933), 
falls 1. bei y = Q (d. h. m= 3) a: B = A= 0 ist und falls 2. bei — y = 2 > Ound 
ganz, der Koeffizient vor dem logarithmischen Gliede der genannten Lésung verschwindet 





t= (Fit) eta  —p 
d.h. das logarithmische Glied der bei z = 0 zu 1 werdenden Lésung von (5.4a) ver- 
schwindet dann und nur dann, wenn « einen der Werte « = 1, 2,...,4 + 1 = = =p 
annimmt. 
m—3 


In diesem Falle bricht die Reihe ab, und man erhalt ein Polynom vom Grade Tait 
Genau fiir die angegebenen Werte von « bzw. A = «(1 — a) verschwindet also auch der 
logarithmische Anteil der Grundlésung fiir jede Wah! des ausgezeichneten Punktes aj. 

Die Grundlésung (als das entsprechende wohlbekannte hypergeometrische Polynom) 
lautet dann 

bed . _ 
u= [-? J (+2) (a, ») * (a 1, ¥) 


v=0 (— x, ¥)- v! 





; (mit (a, v) = a- (a + 1)...(a + »—1); (a, 0) = 1). 


Sind nur 2 der 4;, etwa A, und A, 0, und hangt daher U nur von z, und 2, ab, so ist (5.4) 
eine der 4 Apprtischen Verallgemeinerungen der hypergeometrischen Differential- 
gleichungen auf zwei Veranderliche, und zwar ist es das System von Differentialglei- 
chungen, denen die von ihm mit F;(a, «’, 8, 8’, y; 2, Z,) bezeichnete hypergeometrische 
Funktion geniigt, wenn man setzt 4,= —a-f, a+ B= 1; A= —a’ fp’, a’ + p= 1; 


y = —™=5 (vgl. [1] insbes. 8. 44). 





2 


16* 
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Dieses iiberbestimmte System von partiellen Differentialgleichungen tritt 
auf in der Theorie der hypergeometrischen Funktionen mehrerer Verinder- 
licher’), wie sie zunichst von APPELL als Verallgemeinerung der GauBschen 
hypergeometrischen Reihe geschaffen wurde. 

Setzt man namlich in (5.4) 

Aj= —a;°B;; aj+ B= 1; y= _*>*, 
so ist (5.4) identisch mit dem von Lavuricetia zur Definition seiner 
hypergeometrischen Funktion F, angegebenen System von Differential- 
gleichungen‘). 

Unabhiangig von der Theorie der hypergeometrischen Funktionen machen 


wir zur Lésung dieses Systems (5.4) den Ansatz U = 3° U, wobei U ein homo- 


v=0 
genes Polynom vom Grade y in Zp, z;, . . ., Z, sei. Unter Benutzung der Euler- 
schen Homogenitits-Relation erhalt man dann aus (5.4) 
k k-1 k-1 0 
(5.5) (k— p) U, = (0,2). + AU; UV=1; k=0,1,-+-+, 00. 


k-1 
Sieht man in diesen Gleichungen U als bekannt an, so sind die Integrabilitats- 
bedingungen 
- (c 2) k-1 (‘c 2) k-1 
(5.6) U, 2, 2, + ihe U, = U,. Zils, 2, + A, U,); ws. v=0,1,...,m 
erfullt unter der Voraussetzung, daB dieselben Bedingungen erfillt sind, nach- 
dem man k— 1 durch k — 2 ersetzt hat. Das rechnet man leicht nach, indem 


k-1 k-1 
man in (5.6) links fiir U,, und rechts fiir U,, die Rekursionsformel (5.5) (in 


0 

der k durch k—1 zu ersetzen ist) benutzt. Da (5.6) fir k—1=0, U=1 

richtig ist, sind also die Integrabilitétsbedingungen fiir (5.5) der Reihe nach 

erfiillt, und man erhalt durch Multiplikation von (5.5) mit z, und Summation 
k m k-1 k-1 k-1 

(5.6a) k-(k—p)U = U, , 2+ 22zU, 224+ Liz,-U; k=0,1,...,0 

one a r 


und daraus 


o - 1 1 : 2 l 22 . . 
Oat; U-— 242; 0-5 (x 2, (A, + 2) +5 AeA, t,) 50° 
k k 
7 “= or [Ao ¥o}-[Ars%1)--+ [Ams %m) e 
Or "ie m 
Lv =k 


darin ist gesetzt 
(yk) = vly+1)-°- (y+ k—D); 
[A, vp] = A+ (A+ 1-2)-(A4 2-3)-+-(24+ (v—1)-») [4, OJ = 1. 





2) Vel. (1), insbes. S. 117. 
*) (6), S. 120 (Fp). 
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DaB die entstehende Potenzreihe konvergiert, sieht man am leichtesten ein, 
wenn man beachtet, da8 durch die Rekursionsformeln 


A -k-1 k- 
(5.8) F-ik—a V = (2(8 v, *) 2 W+AV ) Ea A= Max {|A,)} 


“ 
eine wutensntiie definiert ist, die gemaB (5.6a) majorent ist zu U= 2 U. 
B= 2 y 14Bt sich dann als Potenzreihe in o = z z, schreiben B = 5 a, 0” 
v=0 


es und konvergiert also fiir |o| < 1 und soniit Ui fiir  |z,| < 1. 


(y— iPaa 
Die angegebene Entwicklung versagt, wenn p = —, = -eine ganze Zahl ist. 





mit ~ —— = 
ay 


In diesem Falle mache man den Ansatz 
—1 y 
(5.10) U=JI-» (; > U(z)+lgH owe) + R(x, a) = I-*- F(z) + R(z, a), 
vy=0 =p 
wobei die W wiederum homogen vom Grad y in den z, seien*), waihrend 
H = 2" 2, ***Z gesetzt ist und R eine in der Umgebung von z,;= a, regulir 
analytische Funktion sei. 
Es soll dann F(z) so bestimmt werden, daB in 


QF -I-*) = [-?+! £3 - = A,(F) = M(x,a) (A, def. durch (5.4)) 

v=0 * 
M (x, a) eine in G(x, a) regulire Funktion von z ist. Dazu ist nur notwendig, 
W so zu wiahlen, daB z,A,F eine Reihenentwicklung in z, besitzt, die mit 


H 
Gliedern (p + 1)ter Ordnung beginnt. Es gilt mit —," ~~ nach (5.10) 


p—1 
AF = A, U + ig HA, x 
(5.11) 


xW+W(1+2F*)4 W, 22,— (m+ — 2 * W, 


co 
Bestimmt man die U aus 
= 


k k 
(5.12) (k—p) U,, =(0,. at), + 4,0; k=0,1,.:.,.p—1, »=0,1,...,m 


und verlangt man weiter, daB 


(5.13) A, W = 0°) 
ist, so erhalt man aus (5.11) 


P 

p—l P— 1 sw " Po 1 
A,F =\ U, 2), + A,U+—-(—p+ p)— (m+ 1) W, + — P, 

ec ’ v F oe * zy 
*) Die vorliegende Konstruktion der hypergeometrischen Funktion W 14Bt sich leicht 
erweitern auf den Fall der Funktionen §, von APPELL bzw. Fz von LAURICELLA, solange 
y eine negative ganze Zahl ist. Die betreffende Funktion scheint noch nicht bekannt 
zu sein. Fiir allgemeineres y ergeben sich Schwierigkeiten durch die Notwendigkeit, die 


y+1 
Integrabilitatsbedingungen (5.6) zu erfiillen mit W. 
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wo P eine Potenzreihe in z ist, die mit Gliedern (p + 1)ter Ordnung beginnt. 
Man hat also die Reihe der Gl. (5.7) durch 


P p—1 p—1 
(5.14) (m + 1) W, = ( U,, zt), +A4,U 
zu vervollstindigen. Danach iefert (5.13) 
k k-1 k-1 
(5.15) (k— p) W, (Ww, 2), + AW, k=p+l, p+2,...,0 


‘ : 
und somit, da W durch (5.14) bestimmt ist, die eindeutig bestimmte regulire 
Lésung von (5.8) als Potenzreihe in z,. 
Setzt man gemaB (5.14) 
k ok 


(5.16) (m+1)W=JU, k=p,p+1,...,%, 
ferner 
(y,k)= y* (y+1)...(y+k—1) falls (y, &) +0 
(5.17) {vB =jy(y +1)... (y+ w— NED t+ atl)... (y+ kD), 
falls y = — w; w ganz, uw < k, 
so erhalt man analog zu (5.7) 





i : ° 1 Tm [Ao To] - [Ar 71] -- + [Ams Tm] 10 
— % B Nie eme 9g Pe a ee sale 
k 
W-= wit > U konvergiert also genauso wie die Reihe (5.7)"). Jetzt hat 
man nur noch R(2 a) als eine regulare Lésung von 2(R) = M(x, a) zu be- 


1°) Eine Méglichkeit, um direkt von (5.7) auf (5.18) schlieBen zu kénnen, hat man 
in der: Verwendung von Hapamarps Méthode de — Setzt — namlich z;= I" 9;; 


%j = is, so hat man fiir gerades m: [~” - y U (2) = = r-> EU (9): r* = u(x, a). 
475 k=0 


Um a a ungerades m hieraus den_,,irreguldren Anteil der Grundlisung* 
r*("E Py u(g)r” + lg r-Su “°) zu erhalten, fiihre man zunachst eine zusitzliche 
vs=0 p 


Hilfsvariable z»,, ein und bestimme die Grundliésung von 


m+1 Ai 
L u ot 2 Mii (ve,., — a u) = 0, 
Im+i.m+i.= — 1; Ams. = 0 in der Gestalt (5.7). Wendet man die Méthode de déscent an 


gemaB [4] S. 290 und S. 154, so resultiert genau die Forme! (5.18). 

1) Das Existenzgebiet der Funktionen U und W aus Gleichung (5.1) ist jedes Teil- 
gebiet des Innern des ins Auge gefaBten charakteristischen Kegels (dessen Spitze a; auf 
keiner der singularen Ebenen x;= 0 liegen darf), das keine Punkte mit einer der sin- 
gularen Ebenen x; = 0 gemein hat. Diese Tatsache folgt aus allgemeinen Uberlegungen 
von Hapamarp [4] S. 408—415. — Im vorliegenden Falle kann man das auch aus den 
Eigenschaften der hypergeometrischen Reihe und ihrer Verallgemeinerungen erschlieBen, 
Besonders durchsichtig ist der in Anm. *) hervorgehobene Fall nur einer singularen Ebene 
2x;= 0. U besitzt dann nur Singularitaten fiir z = oo, d.h. 2;= 0 und fiir z = 1, dh. 
rer — 93; 4a; x;= 0 [gemaB (5.2)], also auf dem charakteristischen Kegel mit der 
Spitze im Spiegelpunkt @; von a; an x= 0. — Die gewonnene Grundlésung besitzt gleich- 
zeitig auf I’ = 0 bis auf den Faktor I~ rr * die Singularitaét einer Grundlésung. Vgl. 


hierzu die oben zitierten Arbeiten von D1az FF WEINSTEIN und von Diaz und LupForp 
(insbes. S. 36). 
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stimmen, deren Existenz etwa auf Grund des Theorems von Caucny-Kowa- 
LEWSKA gesichert ist. R(x, a) geht in die Integrationstheorie von (1.1) nicht 
ein. An der so konstruierten Lésung kann man nun ablesen, wann der log- 
arithmische Anteil verschwindet. 

Aus (5.14) und (5.15) sowie (5.18) geht hervor, daB dafiir notwendig und 


Ld 
hinreichend das in z; identische Verschwinden von U ist. Das heiBt 
[Ao ro] i [A r) ae [Am Tm) = 0 


m 
fiir alle ro, 7, ...,%, mit DS’ r,= p. 
v=0 


(5.19) 


Daher folgt in der Tat, A, = — »,(v,+ 1) gesetzt, 3° »;< p — 1. Wire nimlich 
0 


etwa 2 vy, > p, so kénnte man jeweils ein Glied aussuchen, bei dem alle Ex- 
ponenten r; < v,; wiren. Ist nimlich 2 »,= p + g, gq = 0, so wihle man etwa 
Y= To + q, die ibrigen »;= r;. Der Zahler (5.19) dieses Gliedes kénnte dann 
nicht verschwinden. DaB im Falle 2 »¥,< p—1 wirklich alle Gl. (5.19) er- 
fiillt sind, sieht man ein, wenn man beachtet, daB fiir ein nicht verschwin- 
dendes Glied »,;> r,; (i= 0, 1, . . ., m) geltém miBte, weil etwa aus », <r, folgt, 
daB [— v,(v,+ 1), r,] verschwinde. Aus »,= r,; wiirde aber durch Summieren 
folgen X », => XY r,;= p entgegen der Voraussatzung Z », < p— 1"*). Damit ist 
die Ungleichung 2 ¥,< p— 1 aufs neue bestitigt, zugleich, daB die Voraus- 
setzungen 1), 2), 3) des Abschnitts 1 notwendig und hinreichend fir das 
huyghenssche Verhalten von (1) sind. 
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k 
#2) Genauso beweist man: Notwendig und hinreichend dafiir, daB U verschwindet 


m 
(und also die Reihe bei diesem Gliede abbricht), ist, daB A; = — %j(v; + 1) und J »% Sk —1. 


i=0 
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Des surfaces 4 courbure négative constante dans l’espace 
a trois dimensions et de leurs singularités. 
Par 
Marc-HeEnri AMSLER & Zurich. 


1. Historique. Le théoréme suivant, formulé et démontré par D. HiLBEert 
représente le point de départ du présent travail: 

Il n’existe pas, dans l’espacé euclidien a trois dimensions, de surfaces & cour- 
bure de Gauss négative et constante sans singularités. 

La démonstration donnée par HiLBEkrt, reprise plus tard dans ses détails 
et sous une forme légérement différente par L. BreBERBacu [1] repose- sur 
l’idée que voici: on sait que les lignes asymptotiques d’un morceau de surface 
& courbure négative constante K = — 1 de l’espace ordinaire forme un réseau 
de Tcuéspycuerr, c.4.d. un réseau dans lequel deux cétés opposés d'une 
«maille» du réseau sont de méme longueur. Au cas ot il existerait dans 
l’espace une surface K = — 1 sans singularité, on montre sans difficulté que 
sa surface de recouvrement serait image isométrique du plan hyperbolique 
pris dans son ensemble. I] serait ainsi possible de recouvrir le plan hyper- 
bolique entier par un réseau de Tcu#pycuerr. Or ce dernier fait se trouve 
étre en contradiction avec une propriété connue des réseaux de TCHEBYCHEFF, 
& savoir la propriété exprimée par la formule de Hazzipakis disant que la 
courbure totale du domaine délimité par une maille du réseau ne peut excéder, 
en valeur absolue, la valeur 2x. Pour pouvoir appliquer la formule de Hazzt- 
DAKIs, il est néanmoins nécessaire de faire intervenir dans la démonstration 
des considérations assez compliquées de nature topologique. 

Peu de temps aprés, E. HoLMGREN [8] donna du théoréme de HILBERT 
une démonstration plus concise. Elle s’appuie, elle aussi, et sur la propriété 
du réseau des lignes asymptotiques de former un réseau de TcHEBYCHEFF, 
et sur la formule de Hazzipakis; elle a cependant |’avantage d’éviter toute 
considération topologique [2]. 

Derniérement HarRTMANN et WINTNER [5] firent une étude critique des 
conditions de régularité auxquelles doit satisfaire la surface pour que l'on 
puisse utiliser les méthodes de démonstrations proposées par HILBERT et 
HotmcGrReN. Ils montrérent que le théoréme de HiLBert sur la non-exis- 
tence des surfaces en question est valable pour les surfaces dérivables deux 
fois de fagon continue. 

2. Aspect des singularités connues. Les raisonnements imaginés par HIL- 
BERT et HOLMGREN ont malheureusement l’inconvénient majeur d’étre menés 
par l’absurde, c. a. d. d’étre basés sur des objets qui, en fin de démonstration, 
se révélent étre inexistants. Leurs méthodes ne sont par conséquent pas 
& meme de fournir des renseignements constructifs en particulier sur la 
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nature et le nombre de ces singularités. I] serait pourtant intéressant de savoir 
s'il existe par exemple une surface n’ayant qu’une seule singularité. Pour 
autant que nous avons pu nous en rendre compte, cette question est restée 
jusqu’ici sans réponse. Le but général de ce travail est d’essayer dans la 
mesure du possible de combler cette lacune. 

Qu’entend-on tout d’abord par singularité d’une surface plongée dans 
lespace? Une singularité S d’une surface F’ (F’ étant elle-méme définie 
comme application localement topologique d’une surface in abstracto F dans 
lespace ambiant, cf. § 3, no 1) doit étre premiérement point d’accumulation 
de points P,, P,,... de F’, sans appartenir toutefois 4 F’; secondement, il 
faut que la valeur minimum des longueurs des arcs reliant, sur F’, un point 
fixe P, de la surface au point P,; de la suite considérée (distance P, P;) reste 
bornée quel que soit i; enfin il ne doit pas exister d’extension F’ de F’ contenant 
S a son intérieur. Cette derniére restriction a pour but d’exclure de l'ensemble 
des singularités les points de l’espace, qui tout en étant situés sur la bordure 
de la surface, ne représentent pas un point od cette derniére perd effectivement 
sa régularité. Nous appellerons une surface F’ ne possédant pas d’extension F” 
de cette sorte une surface non prolongeable. Nous faisons remarquer en passant 
que tout morceau de surface 4 courbure négative constante peut étre englobé 
dans une surface — a courbure négative constante également — non pro- 
longeable au sens donné ci-dessus; cette propriété est démontrable par exemple 
& l’aide du lemme de Zorn. Nous ne désirons cependant pas approfondir ce 
point. 

Afin de nous faire une idée des propriétés de ces singularités, passons en 
revue les surfaces connues. La liste en est courte: d’une part les surfaces 
de rotation, classifiées pour la premiére fois par Mrnprne [12] et dont 
F. Kern [11] a donné des représentations intuitives, d’autre part les surfaces 
hélicoidales, découvertes par Minpine également [12]. Ces surfaces posséd nt 
toutés, entre autres, des singularités accumulées sur une courbe spatiale, 
en l’occurrence sur un cercle ou une hélice. I] nous vient naturellement a l’idée 
de supposer que la présence de telles courbes est une caractéristique de la 
bordure des surfaces K = — 1. Cette supposition n’est cependant pas évidente 
du fait de l’existence également — sur les surfaces de rotation de type coni- 
que — de singularités isolées. 

3. Les surfaces analytiques. Le résultat principal de ce travail confirme 
Ja supposition énoncée ci-dessus pour la classe des surfaces analytiques. Nous 
démontrerons le théoréme suivant: 

Toute surface K = —1 analytique et non prolongeable posséde, en bordure 
au moins une courbe formée exclusivement de singularités. 

La démonstration du théoréme principal fournira encore les propositions 
complémentaires que voici: 

Parmi les courbes situées én bordure d’une surface K = —1, il en existe 
toujours une qui est dérivable autant de fois que l’on veut et le long de laquelle — 
bien que ses points soient singularités pour la surface — la limite de la normale 
a la surface est réguliére, en particulier continue. 
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Le caractére singulier de la surface sur une telle courbe de singularités 
peut étre de deux types. Pour les différencier, utilisons un systéme de co- 
ordonnées cartésien rectangulaire 2, y, z, le plan des x, y étant le plan tangent 
limite de la surface en un point S de ladite courbe. La fonction z(z, y) repré- 
sentant la surface au voisinage de S est analytique. Dire que la courbe étudiée 
est singuliére pour la surface, c’est dire que la fonction z(z, y) n’est plus 
analytique sur la portion J” de cette courbe située dans le voisinage de S. 
En chaque point de la surface, les deux directions asymptotiques délimitent 
un angle d’ouverture w qui, ainsi que nous le verrons par la suite, est déter- 
minant pour le comportement de la surface et de ses singularités. Dans le 
voisinage de S, cet angle w peut étre considéré comme fonction des para- 
métres x et y. La courbe de singularités dont fait état le théoréme est alors 
de l'un des deux types suivants: 

a) en chaque point de Vare étudié I’, la fonction w(x, y) cesse d'étre analy- 
tique; arc T° est la courbe limite d'une famille d'asymptotiques ; il est dérivable 
autant de fois que lon veut. Dans certains cas et a condition d’abaisser Vordre 
de dérivation de la surface, il est possible de prolonger la surface au dela d'un 
arc singulier de ce type (premier type). 

b) en chaque point de l’are I’, la fonction w(x, y) reste analytique; I” est 
enveloppe de chacune des deux familles de lignes asymptotiques; I" est analy- 
tique; sur I la courbure moyenne de la surface devient infinie et la fonction 
sinw s’annule. Le prolongement de la surface au dela de I’ est impossible, méme 
en abaissant l’ordre de dérivation de la surface (deuxiéme type). 

La double nature de ces courbes de singularités fait ressortir en particulier 
que si les exemples mentionnés ci-dessus ont pu nous faire pressentir |’existence 
de courbes singuliéres pour la surface, le caractére singulier de cette derniére 
n'est pas nécessairement du type supputé. Les courbes singuliéres des 
surfaces hélicoidales et de rotation appartiennent en effet toutes a une 
seule des deux espéces possibles, 4 savoir la deuxiéme; nous donnerons un 
exemple de surface ot toutes les courbes singuliéres seront du premier type 
(exemple 1). 

4. Les surfaces non analytiques. Il ne nous a malheureusement pas été 
possible de déterminer si les théorémes ci-dessus — en particulier l’existence 
de courbes singuliéres — sont aussi valables pour les surfaces non analytiques. 
ce. 4.d. pour les surfaces dérivables au sens habituel. La raison en est que 
les surfaces non analytiques peuvent admettre des singularités d’un type 
nouveau, singularités que nous avons appelées ramifications (cf. la définition 
exacte dans le corps du travail) et qui perturbent la méthode d’investigation 
utilisée. Sur les surfaces non analytiques, le théoréme énoneé plus haut n’est 
valable qu’en éliminant ce genre de singularités: 

Toute surface K = —1 @ dérivées continues des trois premiers ordres, non 
prolongeable et sans ramifications posséde, en bordure, au moins une courbe 
formée exclusivement de singularités. 

Les propriétés complémentaires énoncées pour les surfaces analytiques 
sont encore valables dans ce cas. 
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I] peut étre intéressant de noter que des singularités du genre ramifications 
sont possibles sur les surfaces & courbure identiquement nulle: une feuille 
de papier dans laquelle on a pratiqué une entaille fournit, en écartant les 
bords de l’entaille, un exemple intuitif d’une telle singularité. 

5. Les réseaux de Touésycuerr du plan hyperbolique. Dans |’établissement 
des propriétés de la bordure des surfaces K = — 1, nous avons abondamment 
fait usage de la propriété des réseaux des lignes asymptotiques de former 
des réseaux de Tcoufépycuerr. Les singularités des surfaces étudiées appa- 
raissent, au cours des démonstrations, comme étant des particularités de ces 
réseaux spéciaux de TcnésBycHerr. Si l'on se rappelle maintenant que tout 
morceau suffisamment petit de surface K = — 1 peut étre appliqué isométri- 
quement sur un domaine du plan hyperbolique, les particularités du réseau 
des lignes asymptotiques se transforment, par cette application, en pro- 
priétés des réseaux de TcnféBycHerr du plan hyperbolique. Nous avons 
développé les résultats essentiels auxquels nous a conduit cette analogie. 
Cette derniére fournit le théoréme suivant: 

Dans le plan hyperbolique, la bordure du domaine de définition d’un réseau 
de TCHEBYCHEFF analytique et non prolongeable comprend au moins un arc 
de courbe. 

Nous montrons ainsi en particulier qu’il n’existe pas dans le plan hyper- 
bolique de réseau de TCHEBYCHEFF analytique recourvrant tout le plan a 
exception d’un seul point, c. 4. d. un réseau n’ayant qu’une seule singularité. 

6. Exemples. Nous donnons deux exemples nouveaux de surfaces K = — 1 
non prolongeables. Le premier, mentionné plus haut, est celui d’une surface 
analytique finie dont chaque singularité est singularité de la fonction w (pre- 
mier type). Le prolongement de la surface au dela de ces singularités est 
impossible, méme dans le cadre des surfaces trois fois différentiables. 

En second lieu, nous avons traité le cas des surfaces soustendues par deux 
droites concourantes dans l’espace. La bordure de chacune de ces surfaces 
consiste en quatre courbes analytiques du second type (sinw = 0). Parmi 
ces surfaces, nous avons montré qu’il y en avait une et une seule possédant 
des quadrilatéres asymptotiques d’aire maximum 22. Cette propriété est 
intéressante du fait que nous savions, par la formule de HazzipaKis men- 
tionnée au début de cette introduction, que tout quadrilatére asymptotique 
possédait une aire au plus égale 4 2 7; nous ne connaissions pas d’exemples 
pour lesquels cette valeur maximum pouvait effectivement étre atteinte. 


§ 1. Réseaux asymptotiques et réseaux de TCHEBYCHEFF. 


Voici, résumées, les propriétés locales des surfaces 4 courbure négative 
constante dont nous ferons usage dans ce travail. 

1. Soit F’ un morceau de surface 4 courbure K négative constante égale 
& —1 plongée dans l’espace euclidien 4 trois dimensions; supposons F’ re- 
présentable par un vecteur r(u', u*) dérivable q fois de fagon continue (q¢ 2 3) 
— nous parlerons dans ce cas d’une surface de classe C% ou de classe C® si 
r(u'u?) est analytique —, il existe alors au voisinage de tout point de F’ 
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une représentation paramétrique r(u'u?) dite représentation asymptotique, 
telle que les lignes de coordonnées %'= const. et %?= const. soient lignes 
asymptotiques de la surface. Ces lignes asymptotiques étant solutions de 
l’équation 

L,, (uu?) dutdu* = 0 


a coefficients de classe C’~*, la représentation r(wé'u*) est de classe C?-! 
({5] théoréme IV). De plus, des équations de Gauss-Copazzi et de K = — 1, 
il s’ensuit que les paramétres u = %', v = u? peuvent étre choisis de fagon a 
ce que u, respectivement v, mesurent la longueur d’arc sur les lignes de coor- 
données ([{5] théoréme VI). La métrique de la surface est ainsi représentable 
sous la forme simple 


(1) ds*= du*+ 2 cosw(u, v) du dv + dv’, 


w(u,v) étant langle compris entre les vecteurs tangents unitaires rx, et r.. 
La forme (1) de l’élément d’are caractérise les systémes de coordonnées dits 
de TcHéBYCHEFF, appelés aussi plus simplement réseaux de TcHEBYCHEFF; 
nous nommerons la fonction w (u, v) fonction génératrice du réseau. Inversément, 
on établit que si une surface 4 courbure négative constante posséde une re- 
présentation asymptotique de TcH&BycHEFF de classe C%~}, il existe un 
systéme de coordonnées dans lequel elle est de classe C? ({5] théoréme VIII). 

La seconde forme fondamentale de la surface se réduit, en vertu des équa- 
tions des lignes asymptotiques 


Ty= L,.= 0 
et de la relation 
, aL, —Lt, _ 
fe dét 9; x Fei sin? @ — 1 
a 
(2) II = +2sinw dudv. 


Puisque toutes les propriétés locales d’une surface sont virtuellement contenues 
dans ses deux formes fondamentales, il résulte de (1) et (2) que celles d’une 
surface & courbure négative constante sont exprimables au moyen de la seule 
fonction w(u, v), que nous appellerons par analogie fonction génératrice de la 
surface. 

On établit en particulier les correspondances suivantes entre les pro- 
priétés de la surface dans l’espace et celles de sa fonction génératrice : 

La surface F’ étant supposée de classe C*-!(q=>3) dans un systéme 
asymptotique de Tcutésycuerr, l’ordre de dérivation de la fonction @ est 
d’une unité inférieure, w étant l’angle compris entre les deux vecteurs r,, et 
r, de classe C?-?: 


a) w(u, v) € C2-2, 


La propriété inverse est encore valable, dans ce sens que, si la fonction généra- 
trice est de classe C*~*, la surface est nécessairement de classe C*-! par rapport 
au réseau de ses lignes asymptotiques ((5] théoréme VII). 
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La propriété des lignes asymptotiques de former un réseau sur la surface 
s’exprime au moyen de sa fonction génératrice par la condition 


b) sinw(u, v) > 0, 


relation interprétant également la caractéristique des deux courbures princi- 
pales de la surface 


Il w 

i= | ae =i 95 
(3) II | @ 
ba T lagna + OCD 


d’étre finies en tout point de la surface. 

La formule de Gauss-Bonnet [9] reliant sur une surface la courbure to- 
tale d’un domaine a la courbure géodésique totale de la frontiére de ce do- 
maine se réduit, dans le cas d’un quadrilatére asymptotique A situé sur une 
de nos surfaces et délimité par les 4 asymptotiques u = u,, u = Uy, v = %, 
v = vg, & l’équation ([5] théoréme IX) 

Ue Ue 
c) @ (Uy) — W(Ugv,) + w(Ugv,) — w(u,v,) = { f sinw du dv. 
uM, T% 


Nous écrirons cette derniére équation symboliquement 
(4) {w],= {f sinw du dv. 
A 


Le passage de la formule sous sa forme classique 
Sf Kdf+ duds+ XLo,=22 


4 la forme (4) s’effectue en remarquant que la courbure géodésique c, respecti- 
vement c, des lignes d’un réseau de TcHEBYCHEFF est donnée, a partir de la 
forme (1) de la métrique, par les relations 
5) C= — wy, (sur une ligne v = const.) 
5 . 
\ C2= + @, (sur une ligne u = const.) 
La formule c), die & Hazzipaxts [6], se réduit lorsque u, tend vers 4, 
respectivement lorsque v, tend vers v,, aux relations 


Us 

@, (U2) — w, (u,v) = f sinw dv 
, v 
c’) - 
@, (Ug?) — w, (u,v) = f sinw du. 

u 
Ces deux relations indiquent que, méme lorsque w est de classe C', la dérivée 
mixte w,,, existe (w,,= @,,,) et que l’on a 


ce’) @,,= sin@. 


, 


ce” exprime le théoréme egregium pour les surfaces de l’espace 4 courbure 
K = —1; dans ce travail nous avons cependant préféré adopter la forme c) 
d2 ce théoréme, forme qui ne’ fait intervenir que la fonction w, 4 l’exclusion 
de ses dérivées. 

2. Le réle essentiel des trois propriétés a), b) et c) de la fonction généra- 
trice réside en ce que ces trois relations représentent les conditions nécessaires 
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et suffisantes pour qu’une fonction (univoque) de deux variables indépen- 
dantes u et v puisse étre interprétée comme fonction génératrice w(u, v) d’une 
surface 4 courbure négative constante. La démonstration de cette propriété 
consiste 4 reconnaitre que les 3 conditions a), b) et c) ne sont autres que les 
conditions locales d’intégrabilité des deux formes fondamentales (1) et (2). 
La correspondance entre la surface et sa fonction génératrice est biunivoque, 
en ce sens qu’abstraction faite de permutations effectuées sur les paramétres 
u et v, du choix de l’origine u = v = 0, de méme que de déplacements ou de 
symétries dans l’espace, 4 toute fonction w de la forme voulue correspond 
localement une surface 4 courbure négative constante égale 4 — 1 et inversé- 
ment. 

3. La derniére propriété dont nous aurons besoin se rapporte 4 l'image 
sphérique du réseau de lignes asymptotiques: le plan tangent a la surface 
le long d’une ligne asymptotique compléte cette derniére en ce que l’on appelle 
un ruban asymptotique. Le long d’un tel ruban, les équations générales de 
FRENET 

t= en+bé 

n=—ct +aé 

&é=—bt—an 
reliant les trois vecteurs unitaires tangent t, normal £ et binormal n = é xt 
a leurs dérivées t, &, par rapport 4 la longueur d’arc se réduisent a 


t= en 
(6) n=—ct +aé 
g= —_ 


La courbure géodésique c est & remplacer, suivant les relations (5), par —a,, 
respectivement + @,, la torsion géodésique a, suivant la condition D’ENNEPER, 
par + V—K = +1, la condition b = 0 pour la courbure normale 6 caractéri- 
sant, comme on le sait, les rubans asymptotiques. Si l’indice 1 se rapporte 
aux éléments de la premiére famille d’asymptotiques (v = const.), l’indice 2 
& ceux de la seconde (u = const.), l'image sphérique du réseau asymptotique 
vérifie 
d& = E,du+ &,dv =F n,du+n,dv, 

ce. a.d., puisque l’angle compris entre les vecteurs binormaux n, et n, est 
égal a l’angle w déterminé par les vecteurs tangentiels t, et t,, 
(7) d &= du®— 2 cosw dudv + dv*. 
L’équation (7) est la propriété cherchée, elle exprime que l'image sphérique 
est image isométrique du réseau asymptotique et, elle-méme, réseau de 
TcHEBYCHEFF. En introduisant l’angle w* = 2 — w formé sur la sphére par 
les vecteurs tangentiels &, et &, du réseau, l’élément d’arc dé se réduit a la 
forme type des réseaux de TcHEBYCHEFF 

d&= du*?+ 2 cosw*dudv + dv’; 
w* en est la fonction génératrice; elle posséde les propriétés a), b) et c) de @ - 
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transcrites sur la sphére 


a*) w*¢ Ce’ -1 (q* 2 2) 
b*) sinw* > 0 
c*) — [w*]4e= ff sinw*du dv. 

A* 


Par le détour des réseaux asymptotiques des surfaces 4 courbure négative 
constante, on peut donc établir que ces trois conditions représentent les con- 
ditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction univoque puisse étre 
interprétée comme fonction génératrice w* (u,v) d’un réseau de TcHEBYCHEFF 
(de classe C*") situé sur une sphére. 


§ 2. Quelques propriétés de la fonction génératrice w(u, v). 
Les propriétés de la fonction w(u, v) découlent de celles des solutions de 
l’équation aux dérivées partielles du type hyperbolique 


(8) ®,,= sing 


& laquelle se réduit la relation (4) lorsque la fonction w(u, v) est supposée 
une fois différentiable (cf. ci-dessus, relation c’’). 

1. Considérons un plan des u,v ot u et v sont coordonnées cartésiennes 
rectangulaires. Conformément a la notion de caractéristique de ]’équation 
(8), nous appellerons domaine caractéristique ou rectangle caractéristique toute 
portion du plan délimitée par deux horizontales et deux verticales. 

L’existence des fonctions w(u, v) est régie par le théoréme suivant: 

Théoreme d’ existence’). 

Hypothése: Soient g,(u) et g,(v) deux fonctions univoques et continues 
définies la premiére sur Vintervalle «sus B de Vaxe des u, la seconde sur 
Vintervalle y S v S 6 de laze des v (a, y négatifs, B, 5 positifs). De plus soit 
$1(0) = (0). 

Conclusion: Il existe dans le domaine caractéristique fermé D «<u < 8, 
y Svs une et une seule fonction univoque et continue w(u, v) satisfaisant, 
quel que soit le rectangle caractéristique A situé dans D, a Véquation 


(4) [w],= ff sinw dudv 
A 


se réduisant a p,(u) sur axe des u et & y,(v) sur axe des v. 
Les propriétés de différentiabilité de la fonction ainsi définie s’établissent 
a partir de la relation (8) et des équations 


w,,(u, v) = w,,(u, 0) + f sine dv 
(9) : 


u 
@,(u, v) = w,(0, v) + f sinw du, 
6 


oo) de la solution w(u, v) est identique 4 celle des fonctions initiales @,(u) et 


1) Pour la démonstration, voir E. Goursat, Cours d’analyse mathématique, Tome III, 
5éme édition, p. 156 et suivantes. 
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@2(v). Dans le cas de fonctions initiales analytiques, un raisonnement. dé- 
taillé, effectué sur le développement en puissance de la solution, permet 
d’établir l’analyticité de la solution au voisinage de l’origine et, partant, 
dans tout le domaine de définition. 

Le théoréme d’existence ci-dessus renseigne d’autre part sur le compor- 
tement des solutions de l’équation (4) sur la frontiére de tout domaine caracté- 
ristique ouvert. Soit en effet w(u,v) une solution de Péquation (4) définie 
a lintérieur d’un tel domaine D. Supposons qu’en un point-frontiére R, 
par exemple sur le c6té supérieur, extrémités exclues, la limite de la fonction w 
existe et soit finie, ainsi que celles de ses p premiéres dérivées partielles par 
rapport 4 v; les valeurs que prend w sur l’axe des u et sur la verticale par R 
définissent — suivant le théoréme d’existence ci-dessus — une et une seule 
solution @ (u,v) de léquation' (4) dans le domaine «<u< Bf, y<vsod. 
Cette solution w, est 4 l’intérieur de D identique 4 la solution considérée, 
elle représente donc une extension réguliére de cette derniére sur le bord 
v = 6 du domaine de définition D. La solution w(u, v) définie 4 l’intérieur 
de D est donc réguliére en tout point d’un segment-frontiére ouvert dés 
qu’elle est réguliére en un quelconque de ses points. Inversément, si la so- 
lution w(u, v) est singuliére — c.a.d. non réguliére — en un seul point d’un 
segment-frontiére ouvert, elle est singuliére en tout point de ce segment. 
Si d’autre part l'un des sommets de D est singularité pour la solution, cette 
derniére est nécessairement singuliére tout le long d’un au moins des deux 
segments-frontiéres issus de ce sommet; en effet la présence d’un point régulier 
sur chacun des segments issus du sommet entrainerait |’existence d’une so- 
lution réguliére 4 l’intérieur de D et sur les deux segments-frontiéres consi- 
dérés, le sommet compris, d’ou le corollaire suivant: 

Corollaire du théoréme d’existence. 

Soit w(u, v) une solution de Véquation (4) définie dans un domaine caracté- 
ristique ouvert D; R un point-frontiére de D. 

Hypothése : 

w(u, v) € C? dans D (p = 0) 
@(u, v) ¢ C” dans D + R. 

Conclusion: Si R est sommet de D, w(u,v)¢C” en tout point dau moins 
un de deux segments-frontiéres issus de R, si R n'est pas sommet de D, en tout 
point du segment-frontiére passant par R. 

2. Si d’une part la solution supposée réguliére en D perd sa régularité 
tout le long d’un segment-frontiére dés qu’elle la perd en un seul de ses points, 
cette perte de régularité n’est pas compléte comme |’atteste le lemme suivant: 

Lemme I. 

Soit w(u, v) une solution de Véquation (4) définie dans un domaine caracté- 
ristique ouvert D: a<u< Bp, y<v<6; R un point du segment-frontiére 
ouvert v = 6. 

Hypothése: w(u, v) € C? dans D (p = 1, 2, .. ., 00, Q). 

Conclusion: La dérivée partielle w, posséde une valeur limite bien définie 
en tout point du segment v = 6. De plus cette valeur limite appartient le long 
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de ce segment a la classe C?-* (p— 1 = 0,1, 2, . . ., 00) relativement a la variable wu. 
Démonstration: Soit P,,(u,,v,) une suite de points situés dans D, conver- 
geant pour n co vers le point R(u*, 6), «< u*< #8. En P,, nous avons, 
d’aprés (9) 

0 


Wy (tgs Py) = Cy (Uys 0) + fin (ty, v) dv, 
0 


Par hypothése, w,(u,, 0) est régulier, la régularité de w, au point limite R 
de la suite P,, ne dépend done que de l’intégrale du second membre. Esti- 
mons cette intégrale. L’équation (4) établie pour le domaine délimité par 
les deux caractéristiques u = u*, u = u,, l’axe des u et horizontale v = const. 
donne 
ru 
@ (U,, 0) — w(u*, 0) + @(u*, v) —w(u,, v) = f f sinw du dv. 


0 u, 
P,, tendant vers R, la somme des deux premiers termes du membre de gauche 
tend vers zéro, de méme l’intégrale double, puisque la fonction & intégrer est 
bornée. Pour un e, arbitraire, il existe done un indice N,(e,) tel que pour tout 
Osvsd 
|o (u*, v) — w(U_, v)| < & 
c.a.d., puisque |sina — sinb| < ja — 6| pour tout a et tout b, 
\sinw(u*, v) — sinw(u,, v)| < |w(u*, v) — w(u,, v)| < & 

dés que » > N, (e,). 

La différence des dérivées w, en P,, et en sa projection P,, sur la verticale 
par R est égale a, d’aprés (9), 


r 


@,, (U* ,v,) — @,, (Un, Up) = @,, (u*,0) — om, (u,, 0) + f [sin (u*,v) —sino(u,,0) de. 
0 


Son comportement ne dépend donc que de l’intégrale du membre de droite. 
Puisque cette intégrale peut étre rendue suivant |’inéquation ci-dessus aussi 
petite que l’on veut, nous avons dés que n > N,(e,) 


|\@,, (u*, v,) — W, (Up, Un)| < e. 
lim @,, (Up, Un) = @,,(u*, d) 


n-—> co 


Ainsi 


existe, vu que c’est le cas de 
4 
lim @, (u*, v,) = o, (u*, 0) + [ sinw de. 
n—+ © 0 
La convergence de la suite des fonctions continues f,(u) = m,(u, v,) étant 
uniforme, d’aprés l’inégalité ci-dessus, la limite 


é 

o, (u, 6) = lim w, (u, v,) = @, (u, 0) + f sinew dr 
n—> oo v0 

est, elle aussi, continue. Cette limite est évidemment dérivable p— 1 fois 

par rapport a u, ses dérivées étant égales aux limites, pour v = 6 des dérivées 

correspondantes dans D. c.q.f.d. 


Math. Ann. 130 17 
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Remarquons encore que si w est analytique dans D, l’analyticité de la 
limite w, (uw, 6) ne peut étre assurée. 

3. Le lemme I a trait aux singularités de nos surfaces ne satisfaisant pas 
& la premiére condition de régularité a); voici maintenant une proposition 
se rapportant aux singularités qui ne satisfont pas 4 la condition b). C’est 
sur cette derniére propriété, exprimée par la conclusion 1) ci-dessous, que 
se fonde la méthode de démonstration imaginée par HOLMGREN de la présence 
de singularités sur les surfaces A courbure négative constante. 

Lemme II. 

Soit dans le domaine a = u <= b, ySv < 4, w(u, v) une solution — de classe 
C?, p=1,2,..., 00, 2 — de Véquation (4). De plus soient (a,0) et (f, 0) 
deux points de Vaxe des u tels queea<a< B<b. 

Hypothése: Sur Vintervallea <u sb ona 


@, > 0 
sinw > 0. 


Conclusion 1: Si 6 a é&é pris suffisamment grand, il existe toujours dans 
le domaine fermé Da sus B, y Sv <6 un zéro de la fonction sin w. 
Conclusion 2: Soit Q un zéro de sinw d’ordonnée minimum v* dans D. 
Si au point Q w = a(mod2 z), Q est situé a l’extrémité droite u = B du segment 
v= v*. Par Q passe une ligne de niveau w = 1(mod2 x) — de classe C? — 
pour laquelle 
(10) —ocosdv:du<0; 
Si au point Q w = 0(mod 2 2), Q est situé a Vextrémité gauche u = « du segment 
v=v*. Par Q passe une ligne de niveau w = 0(mod2 2) — de classe C? — 
pour laquelle 


0<dv:dus4+on. 


Démonstration: Conclusion 1. 
Soient («’, 0) et (8’, 0) deux points de l’axe des u tels que 


a<a'< p< B 
w(a’, 0) — w(a, 0) =e 
co (B, 0) — w(f’, 0) = e, 


A le domaine « < u S f,0 Sv S0,< det A’ le domaine «’ <u < f’,0 Sv S,. 
De l’hypothése sin m > 0 sur la portion « < u < f de l’axe des w, il est possible 
de déterminer v, de fagon que l’on ait sin @ > 0 dans A, par exemple 0 < w < 2. 
Nous avons alors pour tout (u, v) de A’, d’aprés (4), 


w (a. 0) — w(u, 0) + w(u. v)— wl(a.r) > 0 
c.a.d. (u,v) > w(u, 0) — w(a. 0) > e; 
de méme o(u. 0) — w(P. 0) + w(B, v) — w(u, v) > 0 


ou o(u,v) < a— [om(p, 0)— w(u, 0)] < a—e. 
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De ces deux inéquations pour w(u, v) dans A’ nous tirons 
sinw(u, v) > sine. 
L’équation (4) appliquée & A’ donne 
w(a’, 0) — w(p’, 0) + w(f’, v4) — w(a’, v,) = ff sinw du dv > (p’— a’) o, sine, 
A’ 
c.a.d., puisque w(B’, 0) — w(a’,0) > 0 et w(a’,v) > 0 
v, (B’— a’) sine < w(p’, v;) oni 4 [w(p’, 0) — w(a’, 0)) <4. 
Par conséquent 
v,< ¢,* = =a 
1> ")  (p’ — a’) sine * 
Dans D nous avons done un zéro de sin @, si l’on choisit 6 > vf. ¢.q.f.d. 
Remarquons que la grandeur de vf ne dépend que des valeurs que prend w 
sur l’axe des wu. 
Conclusion 2. 
Soit v* lordonnée minimum des points sinw = 0 dans A. De l’équation 
(9) pour w,: 


w,(u, v*) = w,(u, 0) + f sinw dv, 
0 


nous avons en chaque point de l’horizontale v = v* w, + 0, donc (w,, w,) + 
(0,0). Il s’ensuit qu’il existe par chaque point de l’horizontale v = v* une 
ligne de niveau de w — de classe C? — qui, du fait de w,+ 0, coupe l’hori- 
zontale v = v*. Les points sinw = 0 d’ordonnée minimum ne peuvent par 
conséquent se situer qu’aux deux extrémités du segment v = v*; a l’extrémité 
droite nous avons le long de la ligne de niveau — co < dv: du < 0, A l’extrémité 
gauche 0 < dv:du< + co. De w,> 0 sur v = v* on tire enfin que sinw = 0 
ne peut admettre que les solutions w = 2(mod2 2) A l’extrémité droite, 
w = 0(mod2 z) a l’extrémité gauche du segment v = v*, c.q.f.d. 


§ 3. Des points-bordure. 
|. Précisons tout d’abord les notions de bordure et de singularité d’une 
ourtace plongée dans un espace ambiant, en particulier dans l’espace euclidien 
& trois dimensions [13]. 

Considérons une surface topologique F donnée in abstracto, munie d’une 
structure qg fois différentiable, respectivement analytique. Une telle surface 
sera dite surface différentiable de classe C%, respectivement de classe C”. 
Donnons-nous sur F trois fonctions de classe C* et interprétons ces fonctions 
comme étant les trois composantes d’un vecteur x de l’espace ordinaire R°. 
Si nous supposons encore les vecteurs x, et x, linéairement indépendants 
(hypothése ne dépendant pas du choix, parmi l'ensemble, du systéme de 
coordonnées u,v), le vecteur x définit une surface dans Vespace F’= x(F). 
F’ est une application localement topologique de la surface F dans l’espace R°; 
F est la surface des paramétres de F’. 

La géométrie euclidienne de R* induit, comme on le sait, une géométrie 
sur F’, laquelle, & son tour, au moyen du vecteur r, définit: une métfique 


17* 
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riemannienne sur F;; la notion de distance o(«, 8) de deux points « et # de F 
se définit comme étant la limite inférieure des longueurs de toutes les courbes 
reliant « et £. 

Nous donnerons la définition suivante du concept point-bordure d’une 
surface F’: un point B’ de l’espace R* n’appartenant pas a F’ est appelé point- 
bordure de F’, s’il existe sur F une suite de points «, telle que limr(«,) = B’ 
et telle que les distances 9 (,, «;) soient bornées. 

Il est évident que l’ensemble des points-bordure d’une surface quelconque 
de l’espace — ensemble appelé aussi la bordure de la surface — peut admettre, 
méme pour une surface K = — i, une configuration des plus compliquées. 
Son étude n’a d’intérét que si nous restreignons nos considérations aux sur- 
faces formant un tout, aux surfaces n’étant pas partie d’une surface plus 
étendue, nous entendons par 1a aux surfaces dites non prolongeables, dont 
voici la définition: 

Un point-bordure B’ d’une surface F’ est appelé point-bordure régulier 
de F’, s’il existe une extension F’ de F’ comprenant B’ a son intérieur. La 
surface est dite alors prolongeable au dela du point-bordure B’. Lorsque il 
n’existe pas d’extension F” satisfaisant 4 ces conditions, B’ se nomme point- 
bordure singulier ou simplement singularité de F’, la surface elleeméme non 
prolongeable au dela du point-bordure B’. Etant points-bordure, les points 
singuliers n’appartiennent pas a la surface. 

Une surface est non prolongeable lorsqu’elle ne posséde pas de points- 
bordure réguliers. 

2. L’ensemble des surfaces auxquelles s’applique le théoréme que nous 
nous proposons de démontrer est formé des surfaces 4 courbure négative 
constante égale 4 —1 non prolongeables dites sans ramifications. La dé- 
finition de cette derniére appellation nécessite les deux remarques prélimi- 
naires suivantes: 

1— Il est aisé de voir que, sur une surface K = —1 non prolongeable, 
seules des singularités de la surface peuvent arréter l’extension d’un quadrila- 
tére asymptotique donné: si tous les points de l'un des cétés J”, extrémités 
comprises, d’un tel quadrilatére Aj appartiennent 4 la surface, le voisinage 
de chacun d’entre eux peut, selon les propriétés établies au § 1, étre recouvert 
d’un réseau asymptotique de coordonnées; l’ensemble de ces réseaux locaux 
forment une extension du réseau défini dans Aj. Il est alors possible de 
déplacer, sans quitter la surface, le cété J” tout entier vers l’extérieur de Ao. 

2— Si l’extension d’un quadrilatére asymptotique Aj ne peut étre em- 
péchée que par la présence de singularités, il résulte d’autre part du lemme I 
traitant de la régularité de la fonction , (u, v) sur la frontiére d’un domaine 
caractéristique, que les 4 cétés restent, tout au long du processus d’extension, 
des courbes réguliéres, que ces cétés atteignent ou non des singularités de la 
surface: 

Puisque v mesure la longueur d’are le long des lignes asymptotiques 
u = const., chacune de ces lignes posséde, pour v = 6, un point limite dans 
Vespace. L’image sphérique du réseau formant lui aussi un réseau de TcHEBY- 
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CHEFF, le vecteur normal  admet pour la méme raison le long d’une ligne 
asymptotique u = const. une position limite pour v = 46. Considérons dans 
Ag un ruban asymptotique u = u, et le long de ce ruban la suite (pour v crois- 
sant) des triédres de Frenet des rubans v = const. De cette suite prenons 
une suite partielle convergente pour v = 6. A chaque triédre de la suite 
partielle correspond un ruban asymptotique v = const.; celui-ci posséde les 
invariants 


a4,=+1 
b= 0 
C= — o,,. 


La surface étant supposée de classe C*-!, c.a.d. la fonction génératyjce de 
classe C*-? dans le systéme asymptotique de coordonnées u, v, ces invariants, 
en particulier la courbure géodésique c,= — w,, sont de classe C*~*(q— 3 
= 0,1,..., 00, 2) dans Aj; ils admettent donc tous trois, suivant le Lemme I 
une valeur limite pour v = 6, valeur étant de classe C¢-* (¢ — 3 = 0, 1, 2, . . .,0o) 
sur le bord v = 6%). Puisque les solutions d’un systéme d’équations diffé- 
rentielles linéaires — dans notre cas les équations de FreNet (6) des rubans 
asymptotiques v = const, — dépendent de fagon continue et du paramétre 
v intervenant dans ces équations par |’intermédiare des invariants a,, 5, et c,, 
et des triédres initiaux u = up, la suite partielle de rubans posséde un ruban 
limite. Ce ruban limite, enfin, ne dépend pas du choix de la suite partielle 
convergente: les lignes asymptotiques u = const. et v = const. formant un 
réseau régulier, les rubans de la suite partielle induisent sur une queleonque 
des lignes asymptotiques u = const. une suite de points qui, elle, ne posséde — 
comme indiqué plus haut — qu’un seul point limite pour v = 6; le méme 
raisonnement est valable pour les images sphériques de ces rubans asympto- 
tiques. 

Sur la base de ces deux remarques, il est possible de définir ce que nous 
entendons par la notion de surface & courbure négative constante sans rami- 
fications. Soit Ap un quadrilatére asymptotique ouvert quelconque, A, son 
image primitive dans le plan des u, v. Supposons que sur l'un des 4 bords J” 
de Aj, par exemple sur le bord v = 4, la fonction w(u, v) satisfasse aux mémes 
conditions de régularité qu’a l’intérieur de A, soit a 


w(u v) € c-2 (q—2 =1,2,..., 00, Q) 
sinw > 0. 


Soit P (uy, 6) un point tel que son image P’ soit située sur la surface. Remar- 
quons qu’un tel point existe toujours, car l’hypothése que tout point de J” 
est singularité pour la surface est incompatible avec les propriétés de pro- 
longement des fonctions w et par conséquent de la surface elle-méme. P’ étant 
point de la surface, la fonction «, définie dans le voisinage de P’ peut étre 
considérée comme une extension locale de w au dela du point-frontiére P’ 
de Aj. Cette extension locale définit de fagon univoque, suivant le théoréme 


*) C’est ici que nous utilisons Phypothése faite sur la surface d’étre au moins de classe C*. 


l7a 
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d’existence cité au §2, une extension réguliére w, de w non seulement au 
voisinage de P, mais encore au dela de chaque point de J’. A cette extension w, 
correspond dans l’espace une extension Aj du quadrilatére Aj, Aj; n’étant 
pas nécessairement située entiérement sur la surface. Nous dirons que la 
surface F’ est sans ramifications, s’il existe — quel que soit le quadrilatére Aj 
choisi sur F’ — autour de chaque point de J” appartenant 4 F’ un voisinage 
entiérement situé 4 la fois et sur F’ et sur A}. 

Notons que toute surface analytique est sans ramifications au sens ci- 
dessus: en effet, l’extension A; définie 4 partir du voisinage de P’ représente 
une extension analytique de Aj non seulement aux environs de P’ mais au 
dela de tout point Q’ de J” appartenant a la surface. L’extension locale (ana- 
lytique) au dela de Q’ que nous aurions pu définir directement a partir de la 
fonction w au voisinage de Q’ s’identifie bien avec Aj, puisque le prolongement 
analytique d’une fonction analytique dans un domaine simplement connexe 
est nécessairement unique. 

Voici un exemple simple d’un morceau de surface ne satisfaisant pas 4 la 
définition des surfaces sans ramifications, appartenant donc 4 ce que nous 
appellerons une surface ramifiée: soit, dans les 2°™*, 3°™¢ et 4°™¢ quadrants 


du plan des u, v, w,(u, v) la solution de l’équation (4) se réduisant & = + ut 


sur l’axe des u et a = + v* sur l’axe des v, w,(u, v) la solution dans le méme 


domaine déterminé par les valeurs initiales sur les axes > —u‘, respecti- 


vement = -—v*; les solutions @,(u, v), respectivement w,(u, v), déterminées 
ri 4 


dans le premier quadrant par les valeurs -; + wu‘ et +- vt, respectivement 


. ye 4 suni i 
par les valeurs -;-— wu‘ et -5 + v* sur les axes, réunissent les deux fonctions w, 


et m, en une fonction w(u, v) ramifiée 4 l’origine, analytique dans tout le 
plan, excepté sur les demi-axes positifs ot elle n’est que de classe C*. A l’ori- 
gine, la seconde condition de régularité sin w > 0 étant remplie, une étude 
un peu approfondie indique qu’il est possible de faire correspondre a la fonc- 
tion ramifiée @(u, v) dans le voisinage de l’origine, une surface K = — 1 rami- 
fiée, topologiquement équivalente & la surface décrite dans l’espace par le 
vecteur de composantes (u, v, w). 

3. Passons maintenant & la démonstration des théorémes énoncés dans 
Vintroduction, théorémes que nous rassemblerons en une seule proposition. 
que voici: 

La bordure d'une surface K = —1 de classe C%(q = 3,4, ..., 00, Q), non 
prolongeable et sans ramifications, comprend au moins un arc de courbe. En 
chaque point de cet arc, le plan tangent a la surface admet une position limite 
bien définie; V’'arc de courbe et l'ensemble des plans tangents limites le long de cet 
arc forment un ruban de classe C4-!(q = 3, 4, . . ., 00). 

Démonstration: Soit O’ un point d’une surface F’ satisfaisant aux hypo- 
théses du théoréme. Puisque dans tout systéme asymptotique de coordonnées 
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la fonction w, ne peut étre stationnaire le long d’une courbe v (w,,= sinw), 
supposons w,+ 0 en O’. Soient 1, et /, les deux lignes asymptotiques passant 
par 0’. Introduisons dans le voisinage de O’ un systéme asymptotique de 
coordonnées u,v, de fagon que l’on ait v = 0 sur /,, et u = 0 sur /,. Sur les 
lignes v = const. respectivement u = const. définissons les sens croissants des 
paramétres de maniére a avoir en O’ 


w,> 0 


sinw > 0%). 


Nous remarquerons qu’il y a exactement deux systémes satisfaisant 4 ces 
conditions, chaque systéme correspondant 4 une orientation de la surface; 
on passe de l’un des systémes 4 l'autre par le transformation a = — u, 0 = v. 
Les sens des v croissants dans ces deux systémes étant identiques, les deux 
inégalités ci-dessus définissent sur les courbes de la seconde famille, en par- 
ticulier sur 1, un sens privilégié d’orientation. Nous voulons démontrer qu’en 
nous déplagant sur la courbe /, dans le sens des v croissants — sens que nous 
appellerons sens privilégié de parcours — nous atteindrons |’arc de courbe dont 
fait état le théoréme a démontrer. 

Soit Aj un quadrilatére asymptotique entourant 0’ tel que, sur le segment 
qu’il intercepte sur l’axe des u, on ait w,> 0, soit A, l'image primitive de Aj 
dans le plan des u, v. Le choix du systéme de référence nous permet d’appli- 
quer le lemme II établissant l’existence des zéros de la fonction sin w. La 
conclusion 1 certifie la présence dans la direction des v croissants d’une sin- 
gularité de la surface, le premier zéro de la fonction sin w, si d’autres singu- 
larités n’empéchent au préalable |’extension suffisante de Ag. Soit 45*(«, 8) 
la limite supérieure des 6, c.a.d. la valeur de 6 pour laquelle l’extension de Aj 
prend fin dans la direction des v croissants (6* dépend éventuellement de « 
et de # fixant la largeur de Aj), Aj le quadrilatére semi-ouvert « < u < #, 
y S< v < 6*, A, son image primitive dans le plan des u, v. A l’intérieur de A,, 
respectivement Aj], la fonction w satisfait aux deux conditions de régularité 


a) w(u, v)¢€ Ct-2 


b) sinw > 0. 


Comme nous l’avons établi plus haut, les points-frontiére v = 6* de A; forment 
une courbe spatiale réguliére J”; soit S’ une singularité de la surface située 
sur J”. Montrons tout d’abord qu’en S’ |’une au moins des deux conditions a) 
ou b) n’est pas satisfaite. En effet, si en S’ la fonction w satisfait aux deux 
conditions a) et b), la premiére est, d’aprés les propriétés de la fonction w 
établies au § 2, remplie non seulement en S’, mais en tout point de J”, la 
seconde, par continuité, sur une portion J} de J” située dans le voisinage de 8’. 
Il existe alors, comme nous |’avons vu plus haut, sur J"; un point-frontiére P’ 
appartenant 4 la surface. L’existence d’un morceau régulier de surface dans 
le voisinage de P’ permet par conséquent de définir une extension de A} 





*) ef. Phypothése du lemme II. 
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au dela de J}, extension se «vitondant avec la surface F’, selon l’hypothése 
des surfaces sans ramifications, dans le voisinage de tous les points de JY 
situés sur F’. S’ ne peut par conséquent pas étre singularité de F’, ou alors F’ 
n’est pas non prolongeable comme nous |’avons supposé. 

En une singularité S’ située sur J” nous avons done deux possibilités: 

1— au point S du plan des u, v, correspondant 4 S’, la premiére condition a) 
n’est pas remplie. Des propriétés de la fonction w établies au § 2, il s’ensuit 
qu’elle n’est satisfaite en aucun point v = 6*, c.d.d. que dans l’espace chaque 
point de J” est singularité de F’. J” est le ruban singulier dont nous avons 
postulé l’existence dans le théoréme. Géométriquement parlant, le caractére 
singulier de la surface au voisinage d’un point de J” est fort peu prononcé; 
le plan tangent admet une position limite, comme si le point considéré était 
point de la surface. Remarquons aussi que, selon (3), les courbures princi- 
pales k, et k, appartiennent 4 la méme classe de différentiation C*-* que la 
fonction @ (u, v). 
2— En S la premiére condition a) est remplie tandis que b) ne lest pas: 
sinw(S)= 0. Cette condition entraine, suivant les équations (3), qu’en S’ 
lune des courbures principales de la surface est infinie. De la conclusion 2) 
du lemme II, S se trouve en l'une ou l'autre extrémité de I. Supposons S 
a l’extrémité u = f et appliquons le lemme: déplagons dans le plan des u, v 
le point de coordonnées (f, 0) dans la direction des u croissants; le sommet 
de coordonnée f et d* (a, 8) se déplace sur une ligne de niveau w = 2(mod2z2) 
— de classe C*-* comme la fonction w — pour laquelle on a 


(10) —cosdv:du<0. 


Soit G le domaine du plan des u, v délimité par les 4 caractéristiques u = 0, 
u= 6+ A £,v=0, v = & et un are de la ligne de niveau en question. Mon- 
trons qu’en chaque point R(u,v) de cette courbe de niveau les vecteurs r 
de la surface et de son image sphérique admettent des positions limites uni- 
voques. Soit P,, P,,... une suite de points convergeant vers R, P,, P,,... 
la suite obtenue par projection verticale de P,, P,,... sur Vhorizontale 
v = const. passant par R. Les vecteurs r(u, v) et &(u,v), lorsque le point 
(u,v) appartient 4 G, forment des réseaux de TcHéBycHEFF, le premier sur 
la surface F’, le second sur la sphére unitaire. Le point frontiére R considéré 
comme point limite de la suite des P; posséde dans l’espace un point image R’ 
univoque. De plus, la distance spatiale entre les images P; = r(P;) et P; 
= x(P,) étant inférieure ou égale a la distance de P; & P;, dans le plan des 
u,v (puisque P; est relié & P; par un arc de courbe de longueur égale a la 
distance de P, & P; dans le plan des 1, v), la distance spatiale entre l'image P; 
de P; et l'image R’ définie plus haut est majorée par la somme des distances 
P,P, et P,;R. Cette distance tend bien vers zéro lorsque P, tend vers R. 
Le méme raisonnement est utilisable pour démontrer |’existence du vecteur 
limite § en R, de méme que pour établir la continuité et la dérivabilité des 
vecteurs limites ¢ et € le long de notre ligne de niveau. Nous avons donc le 
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long de cette courbe 
dy = r,du + r,dv 
c.a.d., puisque nous avons supposé w = 2(mod 22) 
dy =(u'— v’) x, dv, 
ou, en utilisant (10) 
ds = |dz| = |u’— v'| - |d A| + 0, 
A étant un paramétre régulier sur la ligne de niveau. 
Un raisonnement identique nous aurait amené 4 la conclusion 
ds = |\dz| = |u’+ v'|-|d Al +0 

si la singularité au lieu de se situer au sommet supérieur droit du quadri- 
latére A,, s’était trouvée en son sommet supérieur gauche. Le point image S’ 
de S est donc, comme dans le premier cas, situé sur un arc de courbe, c.q.f.d. 

Un calcul élémentaire démontre enfin que le vecteur r(u(A), v(A)) et le 
vecteur §(u(A), v(A)) le long de la ligne de niveau considérée engendrent un 
ruban asymptotique de classe C*-!(q¢—1 = 2,3,...,00, 2) possédant une 
torsion géodésique a et une courbure géodésique c égales a 
u’ — cos @ - v” 
u’ + cos @-v" 
2 a a 
= |’ + cos w-v’| 


a@=+ 


(11) ou cos@ = + 1. 


4. Le développement du raisonnement qui nous a conduit au but fait 
ressortir le réle joué dans la démonstration par l’hypothése excluant les sur- 
faces avec ramifications: si l’agrandissement du quadrilatére asymptotique 
avait été rendu impossible au dela de sa frontiére v = 6* par la présence de 
ramifications, nous aurions été obligés de restreindre nos considérations 4 un 
quadrilatére plus étroit, prolongeable au dela de P’ dans la direction des v 
croissants, afin d’étre 4 méme d’utiliser le lemme II. La présence d’une seule 
et méme d’un nombre fini de ramifications de ce genre sur la frontiére des 
quadrilatéres asymptotiques considérés successivement n’entraverait donc 
pas essentiellement la démonstration, elle n’obligerait qu’dé rétrécir toujours 
plus le quadrilatére étudié. D’autre part, puisque le raisonnement peut étre 
effectué 4 partir d’un quadrilatére initial Aj quelconque sur la surface, il 
résulte que le théoréme sans l’hypothése excluant les ramifications ne peut 
étre démontré de cette maniére que dans le cas de surfaces sur lesquelles il 
n’est pas possible de trouver — du fait de la présence de ramifications — un 
quadrilatére asymptotique suffisamment étendu. Une définition des sur- 
faces K = — 1 excluant ce cas seul étant trop subtile et peu intuitive, il 
nous a semblé préférable de formuler le. théoréme pour l'ensemble des sur- 
faces sans ramifications. 

Si, dans le plan des wu, v, les images primitives des points de ramification 
d’une surface quelconque K =—1 sont nécessairement en nombre infini, 
il est néanmoins difficile de connaitre, par la méthode développée dans ce 
travail, leur répartition dans l’espace. 
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§ 4. Les réseaux de TcHeBycuerr du plan hyperbolique. 

Les démonstrations et raisonnements effectués sur les surfaces K = — 1 
de l’espace euclidien, en particulier sur les réseaux de leurs lignes asympto- 
tiques peuvent étre appliqués, sans modifications essentielles, aux réseaux 
de Tcutsycuerr du plan hyperbolique. Pour simplifier, nous ne traiterons 
que le cas des réseaux analytiques. 

Dans un domaine ouvert D du plan hyperbolique, nous appellerons réseau 
tout systéme de deux familles de courbes recouvrant D, tel que pour tout 
point de D, il existe un voisinage dans lequel les deux familles de courbes 
peuvent étre utilisées comme courbes de coordonnées u = const. et v = const. 

Un réseau du plan hyperbolique est dit non prolongeable s’il n’existe pas, 
dans le plan, de réseau plus étendu le contenant en entier. 

Un réseau est dit réseau de ToHEBYcHEFF si l’on peut exprimer la métrique 
du plan sous la forme 


I = ds*= du*+ 2 cosw(u, v)-du-dv + dv?; 


w(u,v) en est la fonction génératrice. Cette derniére fonction -posséde les 
trois propriétés reconnues 4 nos réseaux asymptotiques, 4 savoir 


a) w/(u,v) € C® si le réseau est de classe C® et inversément, 

b) sinw(u,v) > 0, 

c) [w],=ffsinwdudv, ot A représente un quadrilatére délimité par 
A 


4 arcs de courbes du réseau. 


Inversément, ces 3 conditions représentent les conditions locales suffisantes 
pour qu’une fonction univoque en u et v puisse étre considérée comme fonction 
génératrice (u,v) d’un réseau de TcoHEBYCHEFF recouvrant un domaine 
du plan hyperbolique. En effet, le voisinage d’un point P du plan (apparte- 
nant au domaine de définition de w) dans lequel est définie la métrique J de 
courbure K = — 1 peut, comme on le sait, étre appliqué isométriquement 
sur le plan hyperbolique. 

Nous voulons montrer que la bordure d’un domaine du plan hyperbolique 
recouvert d’un réseau de TcHEBYCHEFF posséde des propriétés semblables 
& celles de la bordure des surfaces K = — 1 plongées dans |’espace euclidien. 
La démonstration de l’existence d’une courbe-bordure se réduit ici au rai- 
sonnement suivant: en agrandissant une maille du réseau dans la direction 
privilégiée, il sera toujours possible d’atteindre sur son pourtour soit une 
courbe sur laquelle la fonction w(u, v) cessera d’étre réguliére, soit un point 
d’une ligne de niveau sinw = 0 pour laquelle les inégalités 

ds = |u’— v'| - |dd| +0 
respectivement ds = |u'+ v'|-|dd| +0 


intervenant en fin de démonstration restent valables. La régularité de cette 
courbe-bordure est une conséquence du fait que, dans le plan hyperbolique, 
un point et une direction déterminent univoquement une courbe de courbure 
donnée. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant: 
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La bordure dun domaine du plan hyperbolique recouvert d’un réseau de 
TcHEBYCHEFF analytique et non prolongeable comprend au moins un arc de 
courbe; parmi ces courbes il y en a toujours une au moins qui est dérivable 
autant de fois que l’on veut. 

§ 5. Exemples. 

Ezxemple 1. 

La solution de l’équation (4) se réduisant a 


(u,0) = > + e sin 5—~ # (0, v) => + e sin — 


i-# 

sur l’axe des u, respectivement sur l’axe des v est analytique 4 l’intérieur du 
carré unitaire |u| <1, |v| <1, satisfait, en prenant ¢ suffisamment petit, 
& sinw > 0 dans ce domaine. Sur la frontiére de ce domaine elle cesse d’étre 
réguliére. Elle engendre donc localement dans l’espace une surface K = — 1*) 
analytique et non prolongeable, délimitée par 4 arcs de courbe. En un quel- 
conque des points-bordure, la fonction w et par conséquent les courbures prin- 
cipales sont indéfinies (singularité du premier type). La premiére assertion 
du point 6 de l’introduction se trouve ainsi démontrée. 

Exemple 2. 

Les solutions connues les plus simples de |’équation (4) sont fonctions 
d’une seule variable intermédiaire, 4 savoir de la combinaison linéaire 1 = 4 u + 
+ wv+y(A, u,v constants). L’équation sous sa forme (8) se réduit dans 
ce cas 4 l’équation différentielle ordinaire 


, @&@o : 

Aaa = Sine, 
dont les solutions sont exprimables par des fonctions elliptiques ou exponen- 
tielles. A ces fonctions génératrices particuliéres corfespondent les surfaces 
hélicoidales de Minpinc [12], et, dans le cas™A = yu, les surfaces de rotation. 

Exemple 3. 

La méthode développée dans ce travail permet de construire un nouvel 
exemple simple de surface K = —1 non prolongeable. Les valeurs initiales 
w(u, 0) = w(0, v) = w_= const. définissent dans le plan des u, v une solution 
unique w(u, v) de l’équation w,, = sinw; cette solution est analytique dans tout 
le plan u, v. Au sujet des propriétés de cette fonction, remarquons tout d’abord 
que la fonction @(u,v) = w(Au, A-'v), o& A est une constante non nulle, 
satisfait a l’équation @,,= sin @ et admet les mémes conditions initiales pour 
u=0 et v=0. Selon la propriété d’unicité exprimée dans le théoréme 
d’existence cité plus haut, @(u,v) = w(u,v): les lignes de niveau de la fonction 
(u,v) sont ainsi des hyperboles équilatéres uv = const. 

Les lignes de niveau sinw = 0 nous intéressent spécialement. Si l'on s’en 
tient aux solutions pour lesquelles 0 < w)< 2, nous avons, d’aprés |’équation 
ce’) (§1, no 1), en un point du premier quadrant u> 0, v > 0 situé suffi- 
samment prés de l’axe des u 


r Tr 
@,, (u,v) = w,(u, 0) + f sinw dv = f sinw dv > 0. 
6 0 


‘) Respectivement un réseau de TCHEBYCHEFF dans le plan hyperbolique. 
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La direction des v croissants dans le premier quadrant est, selon le lemme II, 
direction privilégiée: il existe dans le premier quadrant une branche d’hyper- 
bole uv = const. sur laquelle sinw = 0. Soit uv =A, la premiére ligne 
sinw = 0 atteinte de cette facon; puisque w,> 0 sur tout segment d’hori- 
zontale compris entre l’axe des v et cette hyperbole, l’équation sin w = 0 
sur uv = A, n’admet que la solution w = z. La fonction w ne dépendant que 
du produit uv, la seconde branche de cette hyperbole, située dans le troisiéme 
quadrant du plan, est, elle aussi, ligne de niveau w = x. Dans les deuxiéme 
et quatriéme quadrants enfin, w posséde une ligne de niveau uv = A, sur 
laquelle m = 0: la transformation i = —u, 0 = +v et @ = 1—w applique 
les deuxiéme et quatriéme quadrants sur les premier et troisiéme et permet 
un raisonnement identique. Dans le domaine du plan des u, v délimité par 
les 4 branches d’hyperboles uv = A, et uv = A,, la solution w(u,v) vérifie les 
conditions w €c* et sinw > 0; elle engendre par conséquent dans |’espace 
une surface K = — 1*), analytique et non prolongeable. Cette surface posséde 
4 courbes-bordure, deux courbes w = 0 et deux courbes w = 2. Les lignes 
asymptotiques u = 0 et v = 0 sont rectilignes, du fait que sur les axes de 
coordonnées la courbure géodésique s’annule, c,= —w,= 0, c,= + w,= 0, 
donnant ainsi, d’aprés les équations de FrENeEt (6), une valeur constante au 
vecteur tangentiel t; w, représente en particulier l’angle formé par ces deux 
asymptotiques rectilignes. La surface posséde de plus une aire infiniment 
grande: l’aire hyperbolique du premier quadrant, délimitée par l’axe des u, 
les asymptotiques u = ts, V = Vg (Ug%= A,) et la courbe uv = A,, s’exprime, 
en utilisant la formule de StokEs, par 


f fsin wm dudv =[fa,, dudv =— fa,du 


2a _ , Slew) t . 
2 (uv) = const. v = const. r 


et puisque sur uv = A, : w= 
wo ' 
J fsin w du dv = x— wo+ const. / = = 1— @_+ const. log (“5"*), 
u 


expression tendant vers l’infini en méme temps que tw ou v9. 


La surface correspondant 4 la valeur initiale w,= > posséde des pro- 
priétés intéressantes. Dans le plan u, v, les lignes de niveau uv = A, et uv = A, 
sont symétriques: 4,= — A,. La surface dans l’espace (voir figure) posséde, 


puisque l’angle des deux asymptotiques rectilignes est droit | w= $) , toute 


une série de symétries spatiales. De plus cette surface est la seule, parmi 
les surfaces soustendues par deux droites, la seule surface K = — 1 aussi que 
nous connaissions, 4 posséder des quadrilatéres asymptotiques d’aire maxi- 
mum 2 2. Selon la formule d’Hazzipakis 


F =[fsinmdudv = jo), 
A 


reliant l'aire F d’un quadrilatére asvmptotique A & la somme alternée [@],. 
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F est en effet bornée par la valeur maximum que peut prendre [w], soit 
par 22. Du fait de A,= — A,, il existe sur la surface des quadrilatéres A dont 
les quatre sommets sont situés sur les lignes de singularités w = 0 et w = 2. 
Pour ces quadrilatéres la somme alternée est exactement égale 4 2 2. 





Fig. 1. Surface 4 courbure négative constante soustendue par deux droites se coupant a angle droit 
(vue axonométrique). 


Nous avons construit la figure représentée ci-dessus par |’artifice suivant, permettant 
d’éviter l’intégration numérique des équations différentielles partielles représentant le 
passage de la valeur w, = > a la fonction w(u,v) puis & Ja surface dans l’espace: 


Intégration de l’équation différentielle wy,= sinw, w(u,0) = w(0, v) = w, = const. 
La fonction (u,v), ne dépendant que du produit z = uv, satisfait & 


aw @ (dw @ (dw d*w dw 
dudv ¥ (32 *) 7 ae (ae*) Tara § Peewee, 

donc & l’équation différentielle ordinaire 

(@’ x)’ = sing, 
dont l’intégration numérique s’effectue sous la forme 

wo = - f sinw dz. 
Passage de la fonction w(u,v) a la surface dans l’espace: L’intégration des équations 
dx? = du*+ 2 cosw dudv + dv*® 
(dé dr) =+2sinw dudv 


peut étre évitée en intégrant la surface le long des lignes asymptotiques qui, elles, satisfont 
a des équations différentielles ordinaires (cf. l’intégration des équations aux dérivées 
partielles du type hyperbolique au moyen des caractéristiques). 

La troisiéme équation de Frenet (6) des rubans asymptotiques donne aprés diffé- 
rentiation et en utilisant la seconde équation (6) 


&=—an =—a(—ct +a&) =act—é (a*= — K = 1). 
t=(nxé)= — (xe), 

on obtient pour la normale é |’équation différentielle ordinaire (non linéaire) 

&+e(éxé) +E =0 


Puisque 
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ou c = —q@y sur une ligne v = const, c = + @,» sur une ligne u-const. Le vecteur r lui- 
méme se calcule par |’intégrale 


r(s) =f[tds = =| exe ds. 


L’intégration de ces équations est univoquement déterminée a partir des triédres initiaux 

(t, n, €) donnés sur les rubans rectilignes « = 0 et v= 0. Par ce procédé, nous avons 
. , =a 3 

obtenu les lignes asymptotiques u = |/A,(4, = 1,862...), u= 2, u= > et u = 22, 

permettant par symétrie de dessiner la surface entiére. Pour obtenir les courbes de singu- 

larités w = 0 et w = x, nous avons intégré numériquement leurs équations de FRENET 

en attribuant aux invariants a, b, c les valeurs données par les formules (11). 
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On Ordered Fields and Definite Functions 
By 
ABRAHAM Rosirnson in Toronto 


1. Introduction. HiLBERt’s problem on definite forms (ref. 1) was solved 
by E. Artin [1] by means of the concept of a formally real field [2]. The 
present paper contains alternative derivations of ARTIN’s main theorems. 
While still basing our analysis on the concept of a formally real field, we 
obtain various improvements and generalisations of ARTIN’s results (sections 3, 
4, 5). At the same time, we establish an embedding principle for mathematical 
structures which is of interest in its own right (section 2). 

It will be assumed that the reader is familiar with the notation and prin- 
cipal results of the lower predicate calculus. We use ~, V, A, >, = for the 
connectives of negation, disjunction, conjunction, implication and equi- 
valence, and (x), (y),..., (3 2), (3 y), . . ., for universal and existential quanti- 
fication, respectively. A well-formed formula (wff.) which contains free va- 
riables is called a predicate, any other wff. is a statement. We shall say that 
a wff. X which is of prenex normal form, belongs to the class 0 if it does not 
include any quantifiers, that it belongs to the class (A) if it does not include 
any existential quantifiers (ie. X includes only universal quantifiers, or it 
does not include any quantifiers at all), and that X belongs to the class (2) 
if it does not include any universal quantifiers. Finally, we shall say that X 
is of class (AZ) if it belongs to one of the preceding classes, or else if it is of 
the form 


X = (2,) . . - (Lm) (3 Ya) «~~ (Yn) Z(H, - «5 Lins Yas » «+> Yn) 
mal1,n2=1 


where the matrix Z does not contain any further quantifiers. Thus (AZ) 
comprises the statements of one of SKoLEM’s normal forms. We may define 
further classes of wff. in prenex normal form, according to the sequence of 
blocks of quantifiers of the same type in their prefix, but these will not be 
required here. 

[t is not difficult to verify that the concept of a commutative field can be 
expressed by a set of axioms (i.e. statements) of class (A Z) in terms of the 
relations E(x, y) — “‘x equals y”—, S(x, y, z) — ‘“‘z is the sum of x and y” —, 
and P(x, y, z) — “zis the product of x and y’’ — and in terms of the individual 
constants 0 and 1. For example, the existence and uniqueness of the product 
is expressed by 

(x) (y) (A z) P(x, y, 2) 


(x) (y) (2) (w) [P(x, y, 2) A P(a, y, w)> B(z, w)] 
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and the existence of the inverse by 
() (3 y) (B(x, 0) v P(x, y, 1)). 

A statement X is defined in a structure M if all the relations and individual 
constants of X occur in M. It is then possible to determine in the usual 
(not necessarily constructive) way whether or not X holds in M. The set of 
atomic formulae R(a,, . . .,@,) which hold in M, together with the negations, 
~ R(a,, . . ., 4), of those atomic formulae which are defined in M but do not 
hold in it is called the (complete) diagram of M. 

A statement X is defined in a set of statements KX if all the relations and 
individual constants of X occur also in statements of K. K is called complete 
if for every statement X-which is defined in K either X or ~ X is deducible 
from K. K is said to be model-complete if for every model M of K, the set 
K UN is complete, where N is the diagram of M. 

Let M,, M, be two structures and N,, N, their diagrams. If N,C N, 
then M, is, by definition, an extension of M,. A set of structures {M,} is 
said to be monotonic if the corresponding set of diagrams {N,} is monotonic, 
ie. if either N,¢ N, or N,,¢ N, for any two elements of {N,}. Then the union 
of {M,}, U {.M,}, is the structure whose diagram is U {N,}, the union of all N,. 

2. A general embedding principle. A statement X in the lower predicate 
calculus is persistent with respect to a set of statements K if whenever X 
holds in a model of K then X holds also in all extensions of M which are mo- 
dels of K. If X is persistent with respect to the empty set than it is said to 
be absolutely persistent. 

2.1. Lemma. If X belongs to the class (Z), then X is absolutely persistent. 

The proof is straightforward and may be omitted. 

2.2. Lemma. Let T= {M,} be a non-empty monotonic set of structures, 
and let X be a statement of the class (A #) which holds in all the elements 
M, of T. Then X holds also in the union M of 7, M = U {M,}. 

Proof. For every element M, of 7, M is an extension of M,. Thus, for 
X « (£), 2.2 follows directly from 2.1. In the alternative case, let 


X =(g,) . . . (a) F(a, . . -» Me), n=l 
where Y(z,,..., 2%) belongs to (Z). We have to show that for any set of 
constants of M, a,,...,a,¢ M, the statement 


Y (a,, . . ., &) 

holds in M. Now since the set {a,, . . ., a,} is finite, there exists a structure 
M,eT which includes all the constants of this set. But X holds in M,, by 
assumption, and so Y (a,, .. ., a,) holds in M,. Furthermore, Y (a,, . . ., a,) be- 
longs to (Z), and so it holds also in M, by 2.1. This proves 2.2. 

Let K be a consistent set of statements. The statement X will be said 
to be model-consistent with K if for every model M of K, the set KU NW {X} 
is consistent, where WN is the diagram of M. (Compare ref. 4 for a cognate 
concept.) Thus, X is consistent with respect to K if and only if for every 
model M of K there exists a model M’ of K which is an extension of M such 
that X holds in M’. 











ir 
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2.3. Theorem. Let K be a consistent set of statements which belong to 
the class (A Z), K ¢ (AZ), and let X e (A £), 


X =(z,)...(z,) Y(a, : . .. Za), Ye(£), n2=0. 


In order that X be model-consistent with K it is necessary and sufficient, 
that for every model M of K and for every set of constants a,,..., a, of 
there exists a model M’ of K which is an extension of M such that 


Te: «ee 
holds in M’. 

Proof. The condition is necessary. Let M be a model of K, and let a, . . .,a, 
be a set of constants of M. If X is model-consistent with respect to K then 
there exists an extension M’ of M which is a model of K such that X holds 
in M’. But 

A> F Gay. - Ge) 


is a provable statement, and so Y (a,,...,4@,) also holds in M’. This shows 
that the condition of the theorem is necessary. 

The condition is also sufficient. Suppose that it is satisfied, for given K 
and X, and let M be a model of K. Let S be the set of all statements 


Fos... = te 


where a, ..., 4, is any n-uple of constants of M, and let N be the diagram 
of M. In order to establish the fact that K. NWS is consistent, we only 
have to show that K\ Nw S* is consistent, for any finite subset S* of 8S. 
Thus let 

§* = {Y,,..., ¥_} 
where ‘ 

Y,= Y(ai,..., a3), j=1,...,.™m 


and where the a’ are constants of M. Then K UW Nu { Y,} is consistent accord- 
ing to the condition of the theorem. ; 

Let M' be a model of KU NW {Yj}, and let N’ be the diagram of M’. 
Then KW N'U{Y,} is consistent according to the condition of the theorem. 
Let M? be a model of this set and let N* be the diagram of M*. Then KU N?U 
U {Y,} is consistent and possesses a model M*. Continuing in this way, we 
obtain a monotonic set of m models of K, {M', M*,..., M™}, such that Y, 
holds in M,,7 = 1,...,m. But M™ is an extension of M’,j = 1,...,m—1, 
and so it satisfies also Y,, by 2.1. This shows that M™ is a model of KU Nu 
U{Y, ..., ¥_} = KUN S* and implies that KU N U S*, and hence KU 
J NWS, is consistent. 

Let M, be a model of KU NWS, with diagram N,, and let S, be the set 
of all statements Y(a,,...,a@,), where a,,...,@, is any n-uple of constants 
of M,. We show as before that KV N,U S, is consistent. Let M, be a model 
of KU N,U S,, with diagram N, and let S, be the set of all statements 
Y (a, . . ., @,), where a,, . . ., a, is any n-uple of constant of M,. Then KU N,U 
U 8, is consistent, as before, and possesses a model M,. Continuing in this 
18* 
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way, we obtain an infinite monotonic sequence of models of K, 
= {M,, M,, ..., M,, . “a 

such that M,, is an extension of M, for «=v. Let M, be the union of T. 
Then M, is a model of N since it is an extension of M; and, by 2.2 M, is a 
model of K since all the elements of 7’ are models of K. Now let a, .. ., a, 
be constants of M,. Then there exists an M, «7 which contains these con- 
stants. The statement Y(a,,...,a,) holds in M,,,, by construction. It 
therefore holds in M,, by virtue of 2.1. We conclude that 


X = (a)... (a_) F(a, « » «5 &q) 
holds in M,, M, is a model of KU NW {X}, X is model-consistent with K. 
This completes the proof of 2.3. 

By way of illustration, we may apply the theorem to the embedding of 
any given commutative field M in an algebraically closed field. Let N be 
the diagram of M and let H be a set of axioms of class (A Z) for the concept 
of a commutative field, as indicated in section 1 above. Construct a sequence 
of statements X,, n = 2, 3,... such that X,, affirms 

“For any given 2p, 2;, .. ., Z,, the polynomial equation 

Soy* + Hy + +++ + MHi1y¥ + %=0 
possesses a root y, or else y= 2, = *** = %~,= 0.” 

It is not difficult to see that X,, can be formulated as 
2.4. (aig) (aq) - .. « Cam) Ei (tees Sys « « +> Be) 
where Z,,(%p, 21, ..., Z) is a wff. of class (Z). For example, for n = 2, X, 
may be taken as 

(aq) (2%) (22) (Ay) (A yn) (3 ye) (3 ys) (3 ya) [L Ply, y mn) A 
\ PY, Xo» Y2)\ P(Y, 2» Ys) \ S(Ya Ys» Ya) \ S(Y¥u XZ, 0)) V 
V [E (2, 0) A E(2,, 0))}]. 
Thus, we may assume that the statements X,, belong to the class (A £). 

In order to establish the existence of an algebraically closed field which 

is an extension of M, we only have to show that the set 
HUNU{X,, Xz, ...,Xy;.- +} 
is consistent, and this in turn will follow if we can prove the consistency of 
HUN U{X,, Xz, .. ., Xn} 
for all x > 2. But X,,>X,,, is deducible from H for all m< n, and so it only 
remains for us to prove the consistency of 
HINU{X,} 
for n = 2,3,... 

Let M* be a model of K = HUN and, for given n, let ay, a,, ..., a, be a 

set of constants of M*. Then Z, (ay, a,,...,@,) states that the polynomial 


© 


2 


5. Ay y" + ayy"-1+ +++ + ady-1y¥ + a, 
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has a root, or else aj= a,= +++ = a,_,= 0. If the latter alternative applies, 
or if 2.5 possesses a linear factor in M*, then Z,, (ao, a,, . . ., @,) holds already 
in M*. If this is not the case, let p(y) be an irreducible factor of 2.5 in M*. 
Then the familiar Kronecker-Srerirz construction establishes the exis- 
tence of an extension M’ of M* in which p(y), and hehce 2.5, has a root. 
It follows that in any case M* possesses an extension M’ which is a model 
of K such that Z, (a), a,, . . ., @,) holds in M’. Theorem 2.3 then shows that X,, 
is model-consistent (hence, consistent) with K. This completes our argument, 
which may therefore serve as a substitute for the usual procedures involving 
Zorn’s lemma or the well-ordering theorem. However, if we wish to prove 
that there exists an algebraically closed algebraic extension of M, then we 
require additional results from field theory, i.e. that the sum, difference, 
product, and quotient of elements which are algebraic (with respect to M) 
are algebraic and that the root of an equation with algebraic coefficients 
is again algebraic. 

3. Formally real fields. Let H be a set of axioms for the concept of a com- 
mutative field, as above, and let G be the set of axioms 


A(1) 
~ A(0) 
(x) (y) (2) [A(z) A Aly) A P(z, y, z)> A(2)). 

Let M be a model of the set H U G, and let C be the set of constants of M 
which satisfy the relation A( ). Then @ states that C is a multiplicative 
set which contains 1 but which does not contain 0. C will be called the core 
of M. 

For any positive integer n, let Y,, be a statement which affirms, for any 
model of H UG, 

“For any 2,,..., %,¢C, the equation 

nwt mubt---+ m= 0 
entails 
w= Y= "°° = y= 0". 
We may suppose again that all the Y, belong to the class (AZ). For example, 
for Y, we may choose 


(21) (2) (Ys) (Ye) (21) (2p) (2) (%4) [A (ay) A A (aq) A PY, Yr %) A 
A P (Ye, Ya, 2) \ P (2, 24, Ys) P (ae, 2 Ys) \ S(Y¥s, Yo 0) A B (yy, 0) A 
A E(y,, 0)). 
Put F ={Y;, Y,, Y,,..-}- 
Any model of K = HUGwF will be said to be formally real with respect 
to its core, C. If M and M’ are models of K and M’ is an extension of M, 
then the core of M consists of just those constants of M which belong to the 
core of M’ 
Let 


3.1. Z = (x) (y) (A z) (S(z, y, 0)> Plz, z, x) v Piz, z, y)). 
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Z affirms that for any given x, either z or — z possesses a square root. A field 
which satisfies Z will said to be square-root closed. 

3.2. Lemma. Let M be a model of K, i.e. a field which is formally real 
with respect to its core, C, and let d be-a constant of M such that 


—d + a,b} + a,b5 +--+ + a,b 
for all n, where a,,@3,...,@,¢C. Then there exists an extension M’ of M 
which is a model of K, such that d possesses a square root in M’. 

Proof. If d possesses a square root in M, then we set M’= M and there 
is nothing left to be proved. In the alternative case, we take for M’ the field 
which is obtained by adjoining /d to M, and we define that the core of M’ 
coincide with the core of M, i.e. C. Suppose that 


n 
BY a, (6; -+- Cy V d)?= 0, a;é C," ‘= 1, oo og M. 
i=1 


Expanding, we obtain 
>» 4; (b} + c? d) + 2Vay a,b,c,= 0 
i=1 i=1 
and hence 
3.3. Sy a,b? + dD=0 


t=1 
where 


D=S a¢. 
t=1 


Suppose that D +0. Then 3.3 implies 


—d= 5, Yat} = DE a, (b/D}, 
t=J i=1 
or 
3.4. — d = Ps a;a; (c;b,/D)?. 
ij=1 


But the products a,a, all belong to C, which is a multiplicative set, and so 
the representation of —d by the right hand side of 3.4 is contrary to assumption. 
We conclude that 


n 
i=1 
and hence, c,= ¢,= ++: = ¢,= 0, since M is formally real with respect to C. 
Moreover, 3.3 now yields 
n 
» a,bj = 0 
i=1 
and hence 6, = 6,= -- - = b,= 0. Combining the results, we obtain 
b+ ¢, Vd = 0, 6.00 Bow aieg ® 
and this shows that M’ also is formally real with respect to C. 











3.5. Theorem. Let M be a model of K (as in 3.2) and let d be a constant 
of M such that 


—d + a,b} +--+ + a,b3 


tor all n, where a,, @, .. .,@,¢C. Then there exists a square root closed exten- 
sion M* of M which is a model of K such that d possesses a square root in M*. 

Proof. We first define an extension M’ of M in which d possesses a square 
root, as in 3.1. Let N’ be the diagram of M’. To prove 3.5, we only have 
to show that Z, as given by 3.1 is consistent with KW N’. We write Z as 


Z = (zx) (y) W(z, y) 
where 


W (x, y) = (3 2) (S(z,y,0)> P(z,z,x) v P(z,z,y)). 


Let M"’ be a model of KU N’, and let a and b be constants of M’’. We pro- 
pose to show that there exists an extension M** of M’’ which is a model 
of KU N’ such that 


W (a,b) = (3 2) |S(a,b,0) > P(z,z,a) v P(z,z,6)) 


holds in M**. Indeed, if a + 6+ 0, then M**= M"’ may be taken as the 
required structure. If a + b = 0,b=—a, then a and b cannot both be represented 
by sums of the type 


3.6. a, bf + --- + a,b? 


where a,,...,@, belong to the core of M’’ since this would contradict F. 
Suppose, for example that — a cannot be represented by any expression 
of this type. Then the lemma 3.2. applies, there exists an extension M** 
of M"’ which is a model of K and (being an extension of M’) also of N’ such 
that a possesses a square root in M**. It follows that W (a, 6) holds in M**. 
Referring to 2.3, we conclude that Z is model-consistent, hence consistent, 
with Ky N’. This proves 3.5. 

3.7. Theorem. Let M be a square root closed model of XK, and let d be 
an element of the core of M. Then d possesses a square root in M. 

Suppose, on the contrary, that d does not have a square root in M. Then 
—d must have a square root in M,'b say, since M is square root closed. Thus, 
d-1*+1-b8=0 

which contradicts F. We conclude that d has a square root in M. 

Let M be a square root closed model of K. If we define that any constant 
a+ 0 of M be called positive, a > 0, if it possesses a square root in M then 
this definition yields an ordering of M which satisfies the usual axioms (tri- 
chotomy, positivity of the sum and product of positive elements). 

Let M be a model of the set HU G, i.e. a commutative field with a core C 
which satisfies 3.1. If there exists an ordering of M in which the elements 
of the core are all positive then M must at the same time satisfy the axioms of F, 
ie. M must be formally real. An element a of M is called totally positive with 
respect to the core C if a is positive for all orderings of M for which the ele- 
ments of C are positive. Then — 
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3.8. Theorem. Let M be a formally real field with core C. Then every 
element a of M which is totally positive with respect to C, can be represented 
in the form 


3.9. a = a,b? + ---+a,02, a,eC,+=1,...,n. 


Indeed, if this were not possible then, by 3.5, there would exist a square 
root closed model M* of K such that M* is an extension of M and such that 
—@ possesses a square root in M*. In the corresponding ordering of M* 
(which induces an ordering in M) all the elements of C would be positive 
by 3.7, while a would be negative. This is contrary to the assumption that a 
is totally positive with respect to C, and proves 3.8. 

For formally real fields, theorems 1 and 2 (HitBERT-LANDAU-ARTIN) of 
ref. 1 can be obtained from 3.8. by specialisation, the former for a core which 

. includes only unity, the latter for a core which consists of all the positive 
elements of a specified ordered subfield of M. The statement of theorem 1 
in ref. 1 includes also fields which are not formally real respect to their speci- 
fied core. In this case, all elements of K are totally positive, vacuously, and 
place of 3.8, we obtain 

‘3.10. Theorem. Let M be a field of characteristic + 2 such that M is not 
formally real with respect to the specified core, C. Then every element a of 
M can be represented as in 3.9. 
Proof. (Compare ref. 1). By assumption there exists a relation 


C,4f ...¢aG=0, ceC, t=1,...,m, d, +0. 
"Then a representation of a of the required form is 


0= (EY eae SEY esac”) 


since 1 e C and ¢;c,,¢ C,i = 1,...,m—1. 

4. Totally definite functions. In order to obtain a set of axioms for the 
concept of an ordered commutative field we add to H the following axioms, 
which involve the relation Q(z) — read “‘z is positive, z > 0’ — in addition 
to the relations previously included in H. 

(x) (y) [S(z, y,0) > Q(z) Vv Q(y) V £(z,0)) 
(x) (y) [S(z,y,0) A Q(2)> ~ Q(y) A ~ E(z, 0)) 
(x) (y) (2) [S(z,y,2z) 4 Q(z) A Q(y)> Q2)] 
(x) (y) (2) [P(x,y,2z) 4 Q(z) A Q(y)> Q()). 
Let J be the union of H and of 4.1, and let M be any model of J with 


diagram N. Let f(z,,..., 2%), m= 1, be a rational function with coefficients 
in M, which does not vanish identically. The condition 


4.2. f (2, .. -, Xm) L 0 


conveys that either the denominator vanishes for the z,, . . ., x, in question, 
or {(2,,..., Z,) 20. 4.2. may be regarded as a predicate of z,, . . ., Z,, and it 
is not difficult to formulate it as a wff. of class (A), Q,(z,, ..., %,) say. For 


4.1. 
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example, if 


%4%,+a 
4.3. Hp 2p %) = = 


where a and b are elements of M, we put 


Qy (©, Ly, Ly) = (Ys) (Yo) (Ys) (Ya) (Ys) [P (2% 1) A P (a, xy, ¥9) A 
\ S(Ys» Ya Ys) \ S(b, 22,44) \ P( Ys, Ya Ys) > ~ Q(¥s) A 
A ~ E(ys,0)). 
Consider the statement 


4.4. Xz = (2) . . . (%q) Qy (Hy, - « +» Zp): 
X, holds in M if and only if the condition 4.2. is satisfied for all 2,,..., 2, 
in M. In that case we say that the function f(z, . . ., z,) is definite. If, more- 
over, 4.2. also holds for every 2,,..., 2, in any extension M’ of M which 
is a model of J, then /(2,,..., 2) will be said to be totally definite. In that 
case, X, is deducible from JU N. 

Now let C = {9,(2,,..., 2m), Ge(%p -- -» Z),---} be a (countable or non- 
countable) set of rational functions with coefficients in M such that the follow- 
ing conditions are satisfied. 





4.5. 0eC 
aeC for alla > 0 in M 
geC, gseC entails g,g,e C. 
The set C is said to be finitely generated if there exists a finite subset C’ of C, 
4.6. O" ax (9, (Sq, . « +» Badr + = «> Fy lBgs - - > Sad} 
such that every g(z,, ..., Z,) ¢ C can be represented in the form 


9 (24, - « +» Sq) = OCG, (Hy, . . -» Zq))™. - « (Gul, . - -» Ze) 
where m,> 0, i=1,...,%4 and a>0O in M. C’ will be called a base of C. 
We say that the rational function f(z,,...,2,) is definite with respect. 
to a specified set O if 4.2. holds for z,, ..., x, in M whenever 
4.7. 9; (2, .. +» %) > 0 for all g,e C; 


and we say that /(x,,..., %,) is totally definite with respect to C if 4.2. holds 
whenever 4.7. holds, for all 2,,..., 2, in any extension M’ of M which is a 
model of J. 


The last pair of definitions reduces to that given previously if C contains 
only the positive elements of M. 

For any rational function /(x,,..., z,) we may formulate the condition 

f (2, . . +» &) > O 
as a predicate Qf (z,, ..., x,) of class (Z). For example, if f(x,,2,, 23) is given 
by 4.3., then we put ' 
Qf (%, %q,%3) = (3 yy) (A ye) (A ys) (3 ye) (3 ys) (P (21,22 %1) A 
A P(Q, X, Ye) \ S(Y1, Ya Ys) \ S(b, Xa, 4) \ P (Ys, Yas Ys) > 

> Q(y¥s))- 
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Now suppose that C is finitely generated, with base C’ as given by 4.6. Then 
4.7 holds for all g,e C if and only if it holds for all g,¢ C’. It follows that 
in order that the function /(z,...,z) be definite or totally definite with 
respect to C it is sufficient that the required conditions be satisfied for all 
g,¢ C’. Hence, defining the statement X? by 


4.8. XP = (xy). - (an) [O9, (%r «22 Ba) AA OF (Ray «+» Ta) D Qp (Zp «+ +» Mn)] 


we find that /(z,, . . ., z,) is definite with respect to C if and only if Xf holds 
in M, and {(%,.. ., z,) is totally definite with respect to C if and only if X} 
is deducible from JU N. 

4.9. Theorem. Suppose that the rational function /f(z,,...,z,) with 
coefficients in an ordered field M, is totally definite with respect to a set of 
rational functions C which satisfies 4.5. Then there exists an identity 


k 
4.10. F(a. - «+» Be) = DF Gi; (2p. - - +» Bn) (Aj (1, - - +» Ze)? 
j=1 
where g,,¢ C, 7 = 1,..., & and the h, are rational functions with coefficients 
in M ; 


Proof. Consider the field M (x,, ..., z,) which is determined by the sym- 
bolic adjunction of the indeterminates x,, . . ., z, to the field M. The specified 
set C may be regarded as a core in the sense of section 3. since it satisfies the 
axioms of 3.1. Suppose first that M(z,,..., z,) is not formally real with 
respect to C. M(z,,..., 2Z,) is of characteristic 0 since it is an extension 
of an ordered field. Theorem 3.10 then shows that in this case all rational 
functions with coefficients in M can be expressed in the form 4.10. 

Assume next that M(z,,..., z,) is formally real with respect to C. We 
are going to show that /(z,,..., z,) is totally positive with respect to C. 
Suppose on the contrary that there exists an ordering of M(z,,....,2,) in 
which all the elements of C are positive while / is negative. We may regard 
this ordered field as a model of J and as such denote it by M’. M’ is an ex- 
tension of M,,as a field, and the ordering of M’ is a continuation of the 
ordering of M since C includes all the positive elements of M. Now /(2,,..., X,), 
regarded as a function in the ordinary mathematical sense, takes the functional 
value /{(2,,..., Z,) < 0, for the argument values z,,..., z,, where f is now 
regarded as an element of M’. At the same time, the functions of C take posi- 
tive values in M’, and so f(z,,...., Z,) is not totally definite with respect 
to C, contrary to the assumption of the theorem. We conclude that f(z,, . . ., x,) 
must be totally positive in M(z,,..., 2,). The existence of an identity 4.10 
now follows directly from theorem 3.8. 

5. Definite functions. In order to pass from theorem 4.9. to ARTrIN’s re- 
sults on definite functions, we have to consider under what conditions the 
assumption of 4.9 that /(z,, ..., 2,) is totally definite with respect to C can 
be replaced by the weaker assumption that /(zx,,...,2z,) is definite with 
respect to C. As a first step, we shall investigate this problem for the case 
that M is a real closed field. 
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For our purposes, a real closed field may be defined as an ordered field 
in which every polynomial of odd degree has a root and every positive number 
has a square root. By adding to J further axioms of the class (A Z) in terms 
of the relations Z, S, P, and Q, it is not difficult to obtain a set of axioms J* 
for the concept of a real closed field. In developing the general theory of such 
field we may again make use of the embedding theorem 2.3. However, since 
nothing essentially new is added by this procedure, we shall rely here on the 
analysis given in ref. [2] and reproduced in ref. [7], sections 70, 71. Accord- 
ing to a result of A. Tarsxr [6], the set of axioms J* is complete, and a slight 
modification of Tarsk1’s method, or alternatively, the application of a general 
criterion for model-completeness [5], shows that J* is also model-complete. 
It may be of interest to mention here that Tarsk1’s result was, in a sense, 
anticipated in ref. [2] by the formal statement that the theorems of real 
Algebra, e.g. the theorems of Rotte and Sturm hold in all real closed fields. 
This does not detract from the importance of Tarsk1’s achievement since, 
in the absence of a precise definition of the notion of “a theorem of real al- 
gebra’’, the statement in ref. [2] possesses only heuristic value. 

Now let M be a real closed ordered field with diagram N, and let /(z,,..., 2) 
be a rational function with coefficients in M, Suppose that /(z,,.. ., 2) 
is definite in M. The statement X, as defined by 4.4. holds in M, which is 
a model of J*\WN. It follows that ~ X, cannot be deducible from J* U N. 
But J* is model-complete, and so X, must be deducible from J*\ N. Thus 
f(x, ..-, %) is totally definite. Applying 4.9. for a set C which consists of 
the positive elements of M only, we see that there exists an identity 


k 
5.1. f(dq - - +» Bq) = J O;(h;j(2,, . . -» Z))* 


j= 
where the c,; are positive elements of M and the A, are rational functions wih 
coefficients in M. Since c; possesses a square root d,, we may absorb c; in 
the square, c,h? = (d;h,;)*. Thus we have established 
5.2. Theorem. Suppose that the rational function /(z,;...,z,,) with coefficients 
in a real closed otdered field M, is definite in M. Then there exists an identity 


k 
lags « « +» Be) ~2 (Aj (a), . . ., Z))* 


where the h; are rational functions with coefficients in M. 

The following example shows that 4.9. does not carry over to definite 
functions for arbitrary C. Let M be the field of real numbers, and let C be 
the set of polynomials 

g(x) = a(z—a,)... (x—a) 
where a > 0 in M and a,, .. ., a, are positive integers. Let 
f(z) =— 2. 
Then /(x) is definite with respect to C in M, vacuously, since there does not 
exist a real number z for which the polynomials 


Im (x) = 2—™M, m=-1,2,... 
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which are included in C, are all positive. On the other hand, every rational 
function which can be represented by the right hand side of 4.10. is positive 
for sufficiently large positive z, while f(x) is negative for all positive x. 

Now let M be a real closed ordered field with diagram N, as before, and 
let C be a finitely generated set of rational functions which satisfies 4.5. with 
a base C’ as given by 4.6. Suppose that a rational function /(2,, . . ., x) 
with coefficients in M is definite with respect to C’ in M. Then X7, as given 
by 4.8., holds in M. We conclude as before that X? is deducible from J* U N. 
It follows that f(z,, ..., 2,) is totally definite with respect to C and hence, 
that f(x, . . ., Z,) can be represented in the form 4.10. Now the functions g,, 
in 4.10 can be written as products of positive elements of M and of powers 
of elements of C’ and of the latter, the even powers may be included in A?. 
Thus, we obtain the following representation for f(2,, . . ., 2) 


6.3. f(a, ..-.%) = a (9, (2, 7% ,)™) P (oy (x, ey x,)"*) (k; (x, . - - Z»))? 
i 


where the h,(z,, . . ., z,) are rational functions with coefficients in M and the 
m} stand for either 1 or 0. 

5.4. Theorem. Let f(2,,...; Xn), 9y(y ~~ +> Un)s- + +> JulMp - ++» Za) be ra- 
tional functions with coefficients in a real closed ordered field M which do not 
vanish identically. Suppose that f(z, ..., x,) < 0 
(i.e. either /(z,, ..., Z) is meaningless or f(2,, ..., Z,) =) for all 2,,..., 2, 
in M for which 

Gy lag, «sp Me) > O54 Gale: - 4m) > O 
Then there exists an identity 5.3. for f(z, .. ., %,). 
For g,= 1, k = 1, 5.4. reduces to 5.2. Other interesting cases are given 





by g,= 1—23—---— 22, k = 1, and by g;= z;,j =1,...,n. 
Now let - “ 
o i s<c0 ae 
f(a, . . +» Z_) = aa 


be a rational function whose numerator and denominator are the general 
polynomials of a specified degree «. Let y,,..., y, be the coefficients of 
these polynomials, ranged in an arbitrary but definite manner. For given 
91; -- +> 9x, the existence of an identity of the type of 5.3. may be regarded 
as a property of y,, .. ., y;, but in this form the property cannot be expressed 
as a predicate of y,,..., y, in the lower functional calculus. However, some 
reflection shows that the assertion that an identity 5.3. exists with a specified 
upper bound {4 on the number of summands in 5.3., and a specified upper 
bound yu on the degrees of the numerators and denominators of the functions 
h;(x,, ..., Z), cam be so expressed. For every positive A and yu, we choose 
a predicate of the required type and we denote it by R,[A, u] (y;, - - -; ¥)- 
At the same time we regard 4.8. as a predicate of y,,..., y,, and as such 
denote it by XF(y, . . ., y:)- 

Let 5,,...,6, be a set of constants which are not contained in M and 
let B be the set of all statements 


~R, [A, 4) (6, sey b,), 
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Consider the set 
D=JI* NU BU {KF (b,, . . ., &)}- 


If D is consistent then it possesses a model M*. M* is a real closed field 
which is an extension of M such that the hypothesis of 5.4. is satisfied for 
the particular function f,(z,,...,z,) which is obtained by replacing the 
indeterminate coefficients of f, y,,..., y;, by 6,,..., b,, respectively. On the 
other hand, no identity 5.3. can exist for f = f, since M* is a model of B. 
This is contrary to the conclusion of theorem 5.4. and shows that D must 
be contradictory. It follows that there exists a finite set of statements 


~ RB, [A;, My) (5,, a | b,), j = 1, coal 
such that 


5.5. ~~ [XP (6, ey b,) A ~R, [Ay 4] (b,, eee b,) ArerA 
 —~e [A,, Hr] (6,, ths. b,)) 

is deducible from J*\v N. Moreover, 5.5. can be replaced by 

5.6. x? (b,, sen b,)> [R, [Ay My) (b,, eee b,) Vesey 


Ry [Ags Mr] (Oy, - - -» y)) 
and if we put 
Ag= max A;, fyo= max yp; 
1sisar lsisr 
then 


Ry [Ay oy] (by « «5 By) V+ V Ry [Ays oy] (Op - - - By)D 
> R, [Ao, Ho] (5,, ee) b,) 
is deducible from J*\v N. Combining 5.6. and 5.7, we find that 


5.8. XF (by, « « -5 ,) > Ry [Ag, fo] (by, - - -» By) 


is deducible from J*\U N. But the constants 6,,..., 6, are not included in 
J* UN, and so 5.8. entails that 


(ya) - - - (Ye) (XP (yp -- -» Yr) > Bylo Mo] (Ya. -- > Yr) 


is deducible from J*\U N. We have obtained the result — 

5.9. Theorem. Suppose that the conditions of theorem 5.4. are satisfied, 
and that the functions g,,...,g, are kept fixed while the coefficients of 
f(a, ..., %) are allowed to vary subject only to the condition that the de- 
grees of the numerator and denominator of {f do not exceed a certain specified 
positive integer «. Then there exist positive integers A, #, which depend 
on » and « but not on the further choice of the coefficients of f(2,, .. ., 2) 
such that the number of summands in 5.3. and the degrees of the numerators 
and denominators of the functions h;(zx,,...,2,) may be taken to be bounded 
by A, and pp respectively. 

We note that theorem 5.2. (i.e. theorem 5.4. for g,= 1, k = 1) is proved 
in ref. [1] on the assumption that the ordering of M is Archimedean. It is 
not possible to make use of the completeness of the concept of real closed fields 
in order to infer that the result holds also for non-Archimedean ordered fields 


5.7. 
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since the conclusion of 5.2. as such cannot be formulated within the lower 
predicate calculus. Theorem 5.9 shows that the conclusion in 5.2 can be 
reinforced so as to become eligible for formulation in the lower predicate 
calculus, but in order to prove 5.9. we had to know first that 5.2. (or 5.4.) 
is valid for all real closed ordered fields. 

Next, we consider ordered fields which are not real closed. In this case it is 
indeed possible that a function be definite in the field without being totally 
definite. Thus consider the field M = R(t) which is obtained by adjoining 
to the field of rational numbers FR the transcendental element ¢. We order M 
by the condition that ¢ is infinitely large compared with all the rational num- 
bers. Then it will be seen that the function 

f(x) = (2*7—#) ((x—1?°—?4) 
is definite in M. However, f(x) is not totally definite since it takes the nega- 
tive value 1 —¢ for x=} + V t in the field M’ = RV) which is an extension 
of M. 

However, we still have 

5.10. Theorem. Let f(2,,..., Zn), Gi(®p -- ++ Zn)> - + +> Gulp, ---» Z_) be ra- 
tional functions with coefficients in an Archimedean ordered field M. Suppose 
that 

Fides «: > fab 4 


(i.e. either f(z,, ..., 2,) is meaningless or f(z,,.... 2,) 20) for all z,,..., x 


in M for which 


iia, 5 09 MED >:D 5s np Dalley ©-.-» Bq) > ©. 
Then there exists an identity 
faqs « «> Bn) = 3S )(Gy (ay, «+ «+ Zp))™-- « 
5.11. j 


Gu lays «<5 Za)" (hy (ay, - - «5 a)? 
where the c; are positive elements of M while the h; are rational functions 
with coefficients in M and the m/ stand for either 1 or 0. 
Proof. According to the assumption of the theorem, the statement X?, 
as given by 4.8. holds in M. Since ¥ is Archimedean, it can be embedded 
in the field of real numbers, M*. Suppose that Xf does not hold in M*. 


Then there exist real numbers é,, . . ., &, such that for z,= §,,..., ,= &, 
5.12. Itt, -. .. &) <0 

but 

5.13. Galas -.<5Mg) > O, % « 25: Gg les « -.05'M) > O. 


Then 5.12 and 5.13 would hold also for all rational numbers which are suffi- 
ciently close to &,,..., &,, contrary to the assumption that X? holds in M. 
We conclude that X7 holds also in M*. But the concept of a real closed field 
is model-complete and so X? holds also in any other real closed ordered field 
which is an extension of M. (Compare the argument used to prove 5.4.) 
Suppose now that Xf does not hold in some ordered field M’, where M’ is 
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} an extension of WV. Then M’ can be embedded in a real closed ordered field 
in which X} does not hold either. But this is impossible and so X} holds in 
. all ordered fields which are extensions of M’, f(x, ..., x,) is totally definite 
with respect to the set C which is generated by g,,...,g,. The existence of 
an identity 5.11. now follows immediately from theorem 4.9. 
If the ordering of M is unique (e.g. if M is the field of rational numbers) 
: i then every positive element in M is totally positive and can therefore be 
} represented as a sum of squares. It follows that in this case the coefficients c; 
) in 5.11 can be omitted. For g,= 1, k = 1, theorem 5.10 then reduces to theo- 


rem 4 of ref. [1]. If the ordering of M is not necessarily unique then g,= 1, 
k = 1 in 5.10 yields theorem 6 of ref. [1]. Since we have derived the principal 
theorems of ref. [1] by alternative methods and have at the same time pro- 
vided some additional results, it is natural to ask whether it would not be 
possible to prove these by the original methods of ref. [1]. The answer appears 

L to be that indeed some but not all of the results in question can be so derived. 
In particular, the present author is unable to prove theorem 5.9 without the 
use of the predicate calculus even when M is the field of real numbers and 
y=1,k=1. 
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Uber meromorphe Modifikationen 


V. Die Erzeugung analytischer und meromorpher Modifikationen 
durch 6-Prozesse') 


Von 
Witnetm Srout in Tiibingen 


In dieser Arbeit wird gezeigt werden, wie sich eine beliebige analytische 
bzw. meromorphe Modifikation aus o-Prozessen aufbauen lat. In einem 
Spezialfall ist das schon in Teil IV geschehen. Zuniichst mége an einige 
wichtige Begriffe erinnert werden”). 

Eine Modifikation M = om (Ff ? : ‘) zwischen 4-dimensionalen kom- 
plexen Mannigfaltigkeiten G und H liegt vor, wenn 1 die offene Menge A ¢ G 
pseudokonform auf BCH abbildet und die Umkehrung v = rt hat und 
wenn dabei M = G— AC M* sowie N = H — BC N* sind, wobei M* 
und N* in geeigneten Umgebungen von M bzw. N analytische Mengen mit einer 
Dimension kleiner als 4 sind. Mit M ist auch M- = M Ca a - ‘) eine 
Modifikation, nimlich die inverse. M heiB®e offen, wenn mit jeder offenen 
Menge UC M auch t(UMA)UN offen ist. Sind M und M- offen, so 
heiBe M beiderseits offen. Streut die Abbildung rt lings jeder 2-dimensionalen 
komplexen Mannigfaltigkeit L ¢ G, die M nur in einem Punkt trifft, nicht, 
so heiBe M@ meromorph. Mit M ist auch M-! meromorph. Ist v in N regular, 
so heiBe M analytisch. Eine analytische Modifikation ist offen und mero- 
morph. Eine offene Modifikation 6 = Gp, = 1 (j7' 4" ‘y’ o/) ist ein o-ProzeB 
im Punkt P, € G dann und nur dann, wenn M = {P,} und N eine 2-dimen- 
sionale, irreduzible, kompakte analytische Menge ist. M ist beiderseits offen 
und bis auf analytische Aquivalenz eindeutig durch G und P, bestimmt. 
N ist dann eine Sphire, die sog. Trigersphire*). 

Man kann auch einen g-ProzeB in einer beliebigen abgeschlossenen Teil- 
menge von G (als simultanes. Einsetzen von Tragersphiren) erkliren. Jedoch 
sind diese o-Prozesse in Mengen zur Erzeugung beliebiger analytischer bzw. 


1) Unter dem gemeinsamen Titel ,, Uber meromorphe Modifikationen“ sind eine Reihe 
von Arbeiten erschienen, und zwar in der Mathematischen Zeitschrift: Teil I (§ 1—§ 3) 
Bd. 6i, 8. 206—234, Teil IT (§ 4—§6) Bd. 61, S. 467—488, Teil III (§ 7—§9) Bd. 62, 
S. 189—210; in den Mathematischen Annalen: Teil IV (§ 10—§ 12) Bd. 130, S. 147—182. 
Die Literatur und eine ausfiihrliche Einleitung findet sich in Teil I. 

*) Zur Bezeichnungsweise und weiteren Begriffsbildung sei auf die Teile 1—IV ver- 
wiesen. 

*) H. Hopr [9], [9a] definiert den o-ProzeB explizit und zeigt aber (in [9a]), daB die hier 
gegebene Definition aquivalent ist. Man vergleiche auch die Definitionen (10.1) und (10.2), 
sowie die Satze 10.5 und 11.3 in Teil IV. 
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meromorpher Modifikationen wenig geeignet. Zu Beginn des § 13 wird nim- 
lich in einem Beispiel gezeigt, daB sich nicht jede analytische Modifikation in 
eindeutiger Weise durch eine Folge hintereinander ausgefiihrter o-Prozesse 
ergibt. Dies veranlaBt.die Konstruktion eines ,,c-Baumes iiber einer Mannig- 
faltigkeit G‘‘ sowie einer Grenzmannigfaltigkeit zu diesem o-Baum. Der 
o-Baum ist eine teilweise geordnete Menge von o-Prozessen, die man erhilt, 
wenn man in gewissen Punkten von G einzelne o-Prozesse ausfiihrt und dann 
dieses Verfahren iteriert. Die so erhaltenen Mannigfaltigkeiten ,,konvergieren“ 
gegen die Grenzmannigfaltigkeit, die durch eine Projektion in natiirlicher 
Weise in G analytisch abgebildet wird*). 

Wie in 14 gezeigt werden wird, liBt sich jede analytische Modifikation 
M= M ( pe fo rs ‘) gewinnen, indem man iiber G einen geeigneten c-Baum 
konstruiert, dessen Grenzmannigfaltigkeit F die Mannigfaltigkeit H als offene 
Teilmenge enthalt, wobei auf H die Projektion von F auf G mit v iiberein- 
stimmt. Beschrainkt man sich dabei nicht auf eine sparsamste Verwendung 
von o-Prozessen, so kann man F = H erreichen, was bei beiderseits offenen 
analytischen Modifikationen sowieso der Fall ist*). 


In $15 wird zu einer beiderseits offenen und meromorphen Modifikation 


G, A, 
M=M io B. . *) ie ein o-Baum iiber G und H konstruiert, deren Grenz- 


mannigfaltigkeiten bis auf analytische Aquivalenz iibereinstimmen. Sind 
@ und @, die natiirlichen Projektionen der Grenzmannigfaltigkeit F auf @ 
bzw. H. so ist t(P) = @) ,'(P) fir P€ A. Man beachte, daB mw». und mw» 
Abbildungen ,,auf sind*). Wiirde man nur ,,in“ verlangen, so wire das 
Ergebnis trivial, man hatte F = A und @, = rt. 

Haben G und H je eine abzaihlbare Basis der offenen Mengen, so werden 
gemaB § 16 keine o-Biume benétigt. Man kommt im Falle einer beiderseits 
offenen. meromorphen Modifikation mit je einer Folge von o-Prozessen in 
Mengen aus und im Falle einer beiderseits offenen, analytischen Modifikation 
mit einer Folge allein. Fir eine beliebige analytische Modifikation braucht 
das aber nicht mehr richtig zu sein, wie gerade das Beispiel in § 13 zeigt. 


§ 13. Der g-Baum 
Um die Ergebnisse von § 11 und § 12 (Teil IV) nun auch fiir den allgemeinen 
Fall zu beweisen, muB eine andere Art des Zusammenbaues der o-Prozesse 
gewahlt werden. Das zeigt das folgende Beispiel: 
Es sei G der Raum der komplexen Vektoren 4 = (z,, z,) und 


(13.1) S,-6 (5° aw) 


‘) Auf den Zusammenhang mit den Limesraumen inverser Systeme wird in 13 hin- 
yewiesen. 

5} Man vergleiche die Satze 14.1, 14.2 und 14.3. Die obige Formulierung ergibt sich, 
wenn man vermége der peeudokonformen Abbildung 2 die Mannigfaltigkeit H mit 
2(H) CF identifiziert. 

*) Man vergleiche Satz 15.1. Die obige Formulierung ergibt sich, wenn man dort F 
mit F vermége der Abbildung 2 identifiziert. 


Math. Aun. 130 19 
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ein o-ProzeB im Ursprung. Da die Punkte 4, = (z,,0) auf der komplexen 
Kurve L = {j\z, = 0} liegen, strebt Q, = o(3,) > o9(0, L) = 0, ¢ Ny fiir 


y—cc. Die Menge M, = U {Q,} ist abgeschlossen und liegt in der zwei- 
v=0 


dimensionalen analytischen Menge o,(L, L) aus Hy. In M, werde ein 


o-ProzeB 
aa Hy, A,, My, om, 
(13.2) o.= S B,, Ni, tee 


ausgefihrt. Durch t = oy, 0g wird A = {4|34 +0 4+4,} pseudokonform auf 
Bc B, abgebildet; die Umkehrung sei v. Es ist N = H—B eine rein 
2-dimensionale analytische Menge aus H, deren irreduzible Teile 

(13.3) N* = ay, (Ng AA) UZ (No, No), 

(13.4) N’ = vy! (Q,, A) (» = 0,1,2,...) 


sind. Die Umkehrung v von rt laBt sich auf H analytisch zu v(Q, 1) fortsetzen. 
Ihre Vielfachheit (Q) ist 


0 fir Qe B, 
1 fiir Q « N” mit y>1, 
mn ¥(@) =) ) fir QeN*— N°, 
2 fiir Q« N° 
Setzt man M = G — A, so ist 
(13.6) m= m(P 3 x, ‘) 
eine analytische Modifikation, wobei 
(13.7) v(N’, H) =4, fir» =1,2,.... 
(13.8) v (N°, H) = {0}, 
(13.9) v(N*, H) = {0}, 
ist. Ubt man in M den o-ProzeB 
(8.10 (in, an Neew) 


aus, so laBt sich o,,v auf {Q|0 < ~(Q) 1} = H— N® awar zu einer Ab- 
bildung y, analytisch fortsetzen, aber nicht auf ghnz H, da y, auf N® nur 
Liicken hat, wie sich aus der Identifizierungsvorschrift von Definition 10.2 
ergibt. (Ein dem Punkt Q, in H, entsprechender Punkt fehlt.) Damit ist 
zuniachst das im Anschlu8 an Satz 10.6 Bemerkung 2 versprochene Beispiel 
aufgestellt. Die Modifikation M ist auch ein Beispiel einer meromorphen 
Modifikation zwischen komplexen Mannigfaltigkeiten mit abzihlbarer Basis 
der offenen Mengen, bei der sich die Singularitéten von t haufen. Daher ist 
in den Sitzen 9.3 und 9.4 die Voraussetzung ,,beiderseits offen’ nicht ent- 
behrlich. 

Die Abbildung y, ist auf H — N, pseudokonform, auf N, nicht erklarbar, 
damit bricht das Verfahren von Satz 11.1 ab, bevor die Modifikation M 
erzeugt ist. Die damalige Methode ist also im allgemeinen Fall nicht anwendbar. 
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Man hatte vielmehr nur in Teilen der Menge der singuliren Punkte von r 
bzw. Oy, ---Gy,t (@=9,1,...) die o-Prozesse auszufiihren, wobei diese 
Teilmengen sich in einer gewissen ,,Fernwirkung (im Beispiel vom Nulli- 
punkt her) bestimmen, und zwar nicht einmal eindeutig. (Man kann ja im 
Beispiel zunichst in M, = {0} U_ {P,} einen o-ProzeB ausfiihren und dann 
ls*se 

in Oy,,(4 — M,) noch einen, um die Modifikation M zu erhalten; dabei ist 
pe < ce ganz willkirlich wahlbar.) 

Um diese Schwierigkeiten zu umgehen, wird zunichst in jedem Punkt 
fiir sich ein o-ProzeB, in gewissen Punkten der eingesetzten Trigersphiren 
wieder ein o-ProzeB eingesetzt. So entsteht ein Baum von o-Prozessen. 
deren zugehérige Mannigfaltigkeiten geeignet identifiziert werden. Dies soll 
nun genauer ausgefiihrt werden. 

Definition 13.1. Der Indexbaum. 

Es seien Mengen I* und AP CI* « -++ x I® fiir v=0,1,... gegeben. 
Jedem p¢ A” sei eine Menge M,C I**! zugeordnet. Es bestehe 1 = A® aus 
einem einzigen Element, das mit 0 bezeichnet werde. Es gelte 


(13.11) lr 
Ar*) = {p| p = (P, q) mit P « M, und q < A’} firyv>0. 
Dann und nur dann sei q < p, wenn p= (P,,.... P,..3, 4) mit v > p gilt. 


Es heiBe (I*, A”, M,) ein Indexbaum. Ist p © A’, so heife v die Stufe von p. 
Ein Indexbaum ist durch die Relation < teilweise geordnet. Zwei Vek- 
toren p, t haben einen gemeinsamen unteren Nachbar q = pr\r. Es ist 


q=Pp wenn p < t ist, 
q=t wenn t S p ist, 
(13.12) P R 
p-(P,,.... Fat eT i ma] 
mitjy > u20 


, Wenn p $t, t ¢ p ist. 
ee me | 


e>p20 
Alle drei Falle kann man zu. 


p= (P,,..., Pus) 


13.13 mit P,., + R,,. 0 
( ) t= (R,,..., Rus) pt pri (uS ) 
zusammenfassen. 

Ist p S q, t Sq, so ist p Sr oder t S p wegen 
(13.14) G = (Q,,-- +5 Quay P) = (Q, --- + Qasr f)- 
(Im Falle u = » bedeutet (Q,,..., Q,.1,P) = Pp.) Fiir alle p ¢ A” mit vr>0 
ist 0 < p. 


Definition 13.2. Der o-Baum’). 
Ein o-Baum B = [H,, Ay, 'A,, By, Ny] mit dem Indexbaum {I*, A’, M,) 
liege vor, wenn gilt: , 





) Bei H. Horr [9], [9a] und F. Hirzesrucn [7] S. 4 wird der Begriff des o-Baumes 
etwas anders gefaBt. Dazu und zum Zusammenhang mit Limesriéumen direkter und 
inverser Systeme vergleiche man die Bemerkung am Ende des Paragraphen. 

19* 
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1. Zu jedem p< A” mit v>0 ist eine 4-dimensionale komplexe Mannig- 
faltigkeit H,, gegeben, die M, als abgeschlossene Teilmenge enthilt und wobei 
A, = H, — M, ist. 

2. Fiir p = (P, q) € A” und vy 21 ist 

Ha, ‘A 9 P, op 
(13.15) S,= 6 ( Hp. Bp, Np. nt 
ein o-ProzeB im Punkt P « M,. 

3. Fiir p ¢ A” mit vy >1 ist N, 2 M,. 

Zu einem o-Baum werde ein j-Operator fiir jede Teilmenge S ¢ H, erklart. 
Es sei naimlich 





(13.16) T,=9 fiir »y = 0 
Ty = op (T,U M,)O'A,) fiir p = (P, q) < 4 mit y= 1. 
Dann sei 


Ist S offen, so ist auch jS offen. Es ist 
(13.18) jS=SojH,, jS=S fir SCH,. 


Nun wird gezeigt, daB ein o-Baum gegen eine Grenzmannigfaltigkeit kon- 
vergiert. 

Satz 13.1. Grenzmannigfaltigkeit eines o-Baumes’). 

Voraussetzung. Ein o-Baumd = [H,, Ay, ‘Ay, By. My) mit dem Index- 
baum <I*, A", M,) und dem j-Operator jS = S—T, sei gegeben. Die ab- 
geschlossene Teilmenge M, von H, habe eine offene Umgebung U, in der eine 
héchstens 2-dimensionale analytische Menge liegt, die M, umfaBt*). 

Behauptung. Es gibt eine 4-dimensionale, komplexe Mannigfaltigkeit F, 
yenunnt Grenzmannigfaltigkeit von B, so daB gilt: 

1. Eine pseudokonforme Abbildung +, bildet jA, pseudokonform auf C, ¢ F 
th, wobei 


13.19) ty (P) = 1, on (P) 


tiir P €jA, und t = (R, p) € A” ist. 
2. Eine analytische Abbildung w, bildet F, = U C, in H, ab, wobei C, © F, 


pseudokonform auf jA, abgebildet wird. Dabei ist 

(13.20) Wy (Q) = ty (Q) fiir Q eC, . 
Setzt man vp (Q. H,) = by (Q) fiir Q@ © Ay, 80 ist 

(13.21) wy (Q) = Bz om, (Q) 


fiir Q € F, und ct = (R, p) ¢ Ar". 
3. Die Menge N, = F,—C, ist analytisch und rein 2-dimensional in F,, 
und in F regulir oder leer. 


*) Ein ahnlicher Satz gilt, wenn M, nicht Teilmenge einer solchen 2-dimensionalen 
analytischen Menge ist. Nur braucht dann M, keine Modifikation zu sein. 
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4. Fiir p < ¢ ist 


(13.22) F=FP,2F,2F,., 
(13.23) N,2N,25,, 
(13.24) Cy Cp SC,. 

5. Fiir p <A” mit vy = 0 ist 

Hp, jAp, Mp, UV Tp, tp 

95 mM. = M ~ 
(13.2 ») My r | Fp. Cp. Np, a] 
eine analytische Modifikation®). 

Beweis. a) Es wird 
(13.26) j) By = op (jAy) fiir p = (P,q). 1 


behauptet. 
In ‘A, ist (T,\. M,)\'A, abgeschlossen. Daher ist o, ((7',\.) My) Ay) 
in B, abgeschlossen, also 
jB, = B, —op((T, My) \'Ay) 
= B,—op((T, My) Ay) 
= op(‘A,— (T,U M,)) 
= op(A, — T,) = op(jAq) . w. z. b. w. 
b) Fir p= (P,,..., P,,q) € A” mit A=1 ist die Abbildung Op... Op, 
auf jA, erklart und pseudokonform. Ist t = (P,, q), so wird auBerdem : 





(13.27) 


(13.28) op, see op, (jA;) = op, “* -Op, (‘A,) = Op. o-* ‘Op, (A,) . /B, 
behauptet. 


Ist naimlich »y = 4, so ergibt sich aus a) und der Definition des j-Operators 


Op (jAq) = By = jop, (Ay) = jap, (Ag (My ‘Ay)) 


(13.29) = ilop, (Ag) op (M, ‘Ay)] 
= op (Ag) . 

Ist die Behauptung fiir » — 1 = A richtig und ist p = (P,...., Py, q) © a’, 
so wird n= (P,.,...., Pa, q) gesetzt. Wegen Op, --- Op, (jAq) Sj7B, S‘Ay 
ist op Op __...@p, aul jA, erklart und pseudokonform. Es gilt 

op,... Op (jAq) Op) op, ,° °° OP, ("A,) 
(13.30) op, lop , see Op, (‘A,) (T,, M,,) "Ay] 


Op.::- op, ("A,) op, (( T, M,) ‘Ay) ; 
Da op (M,\/ Ty) © Ay) in B, 2op_...op,('A,) abgeschlossen ist, folgt 
(13.31) op: ° - Op, (jAg). jop,. ‘ - Op, ('A,) jB, . 


Indem man ‘A, durch A, ersetzt, folgt ebenso 


(13.32) Gp ..-Gp (jAq) = jap. -- - Op (Aq) (BR, , w.z. b. w. 











278 WILHELM STOLL: 


ce) Fiir p= (P,,..., Pa, q) € 4" mit A211 ist jA, —Op.. - Sp, (jAq) eine 
analytische Menge aus jA,, die entweder leer oder rein 2-dimensional und in H, 
regulér ist. 

Wenn nimlich y—1 = 4—1 ist, so ist p = q und jA, — ji, = 9; also ist 
fiir » —1 = A—1 die Behauptung richtig. Ist sie nun fiir y—1 > 4—1 be- 
wiesen und ist p= (P,,..., P,,q)€4’, so werde r=(P,.,,..., P,,q) 
gesetzt. Entweder ist jA,— Op, ---Op, (jA,) leer oder eine rein 2-dimensionale 
analytische Menge, die in H, regular ist. Wenn S die minimale Fortsetzung 
in H, ist, so erhailt man in S* = dp (8) eine leere oder rein 2-dimensionale 
analytische Menge aus H,, so daB gilt : 

(13.33) jB, \ S* = Sp, (jA,) f\ op (S t\ A}) = op (JA, c S) : 

woraus 

jA, — Op,--- op (Aq) = (f(A, — B,) VU jB,\—op op, +++ Op, (jAq) 

= (N,jA,) v (7B, — Op Op, -- - Op, (jAq)) 

ee - Fp (Aq) 

= (V, C\ jAy) VU op, (jA, f\ S) = (N, (\jAy) VU (S* i jB,) 

=[(Np U S*) jp] — [8* (Ap — By) — Ny Ap] 

= (N,U S*) \jA, 


folgt. Also ist jA, — op .. Op, (jA,) leer oder eine rein 2-dimensionale analy- 


aga 7 Ae 0740) Von, Ge— oe 


tische Menge aus jA,, die durch NV, S* in H, fortgesetzt wird, w. z. b. w. 
d) Sind r € A” und p € 4’, ist q = rp, gilt also 


t= (R,,..., Rays, 9) 


13.35 mit R,., + P,.,. 
( bP. 64 P,.,. 9) pes gin 
so werde 
{ Op ..-Op. (jAy) fir p > q, 
3. D.» = ° ath 
(13.36) me | ja, pee 


gesetzt. Durch 
(13.37) Yep (P) = ORn,--- FR, vp, (P) fir P € D,, 


wird D,, © jA, pseudokonform auf D,, abgebildet. Von Satz 10.1 sind daher 
die Voraussetzungen | und 2 erfiillt, wie die Ubersetzungstabelle : 


Satz 10.1) » N Oy site. | Se hs H, |H 

; - ae 4 ‘nen ; ; 

Hier | p Ui” jAy | Dep Yep | Tp Cp |F 
= | 


zeigt. Wegen D,, = jA, und y,,(P) = P sind auch (10.3) und (10.4) erfiillt. 
Die Umkehrung von y,, ist yz,'(P) = yp,(P) fiir P € D,,. Die Richtigkeit der 
Aussagen (10.1) und (10.2) ist leicht nachzupriifen. Die etwas lingere Rechnung 
werde hier weggelassen. 

Um die Voraussetzung 4 nachzupriifen, werden die Punkte P, ¢jA, und 
Qy €jA, beliebig gewahlt, wobei jedoch im Falle P, ¢ D,, noch y,(Po) + Qo 
vorausgesetzt werde. 








st 
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1. Fall: Es ist P, € D,,. Dann ist Q, = y,p(P») € D,, und Q, + Qo, folglich 
gibt es Umgebungen V, von Q, und V,¢ D,, von Q,, deren Durchschnitt 
Vo V, leer ist. Durch U, = y,,(V,) wird eine Umgebung von P, in D,, 
gegeben. Es ist 
(13.50) Yep (Uy Dep) 0 Vo = Yep (U1) 0 Vg = VN Ve = 98. 

2. Fall: Es ist P,¢€jA,—D,,. Es ist p = (P,,..., Py, q) und 
t = (R,,..., Ry, q) mit R, + P, und A421. Wire p = q, so wiire D,, = jA,, 
was falsch ist. Es folgt » > 2 und man kann ¢ = (P,, q) setzen. Die Menge 
A, —Op,.. - Op ("A,) ist analytisch und rein 2-dimensional. Durch dp, ++ Op, 
wird A, analytisch in H, und gp .. - Op ('A,) pseudokonform auf ‘A, ¢ H, 
abgebildet. Daher ist 


(13.51) "A... - Op (Ay — ap... - op (AQ = 0. 
Wegen 'A, = H, — { P;} ist also 
(13.52) Up,--: vp (P)= P, fiir PE A,—ayp .. - Op (A) . 


GemaB b) ist nun 
Py <jAy — Dyy = JAy — Op, - - Op (j ’A,) 
= jA, —)op,. op, ('A,) 


(13.53) , ' 
=j(A, —Gp.- . Op, ( A.)) 
“ A, ae op, oo Gp, ('A.) ’ 

woraus P; = vp ... vp (Po) folgt. Nun werde 

(13.54) S = UR, +>: vp, (Qo) 


gesetzt und P, + S behauptet. Fiir Q, ¢ D,, ist nimlich S €jA,. also S + P,. 
Fiir Qo € jAg — Dep ist S = Ry + P,. 

Die Punkte S und P, lassen sich durch Umgebungen U, von S und U, 
von P, trennen: U,7\ U, = 8. Durch dp} i - Op (U,) \jA, = U wird eine 
Umgebung von P, und durch dR! oat Op} (U,) \jA, = V eine Umgebung von 
, gegeben. Es ist 
Op, - ; On (Yep (UA Dy) OV) 

= Op, - . Op, Or,---OR, Up,--- vp (UO Dey) Op, - - -Op(V) 
= Op, - : Op (UN Dy) O8R, - .4 Op (V) 
CU,NU, =9. 
Daher ist yy (U Dey) V leer. Die Voraussetzungen des Satzes 10.1 sind 
erfiillt. 

e) Nach Satz 10.1 erhailt man gema&B der obigen Ubersetzungstabelle 
eine 4-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit F und zu jedem p ¢ A’ fir 
y= 0,1,2.... eine pseudokonforme Abbildung 1, von jA, auf C, ¢ F, wobei 


(13.55) 


F=U_ U OC, ist. Fir P¢ D,, ist t-' 1, (P) = yep (P) oder ty (P) = T, Yep(P). 


v=0 ped’ 
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Ist insbesondere r = (R, p) ¢ A”*!, so gilt: 
(13.56) Ty (P) = t% op (P) fir P ¢jA, = D,,. 
Die 1. Behauptung von Satz 13.1 ist erfiillt. 
3. Die Menge F, = U C, ist offen, wahrend N, = F,—C, in F, ab- 
p st 
geschlossen ist. Es sei t = (R,,..-., R,.;,p) =p beliebig gewahit. Dann ist 
N, . C, - C, 7 Cy = Ty (jA,) — Tp (jAy) 
Wy (jA,) a (Dep) 
sai (jA,) — Tr Yep (Dr») 
= Ty (jA, ~— oR, ese oR,,, (jAy)) 


gemaB c) leer oder eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus C,. Also 


(13.57) 


~ 


ist N, leer oder eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus F,. Fir 
rt > p gibt Satz 10.1 die Beziehung 


(13.58) C,2 0, AC, = t(D.) = Tt, (JAp) = Cy - 
»p 2Cy Wegen Fy = U C,=F2F, erhalt man 


O<t 


Insbesondere ist C, 
N, = F,—C, © Fy—Cy= Ng. Da No eine rein 2-dimensionale analytische 
Menge aus F, = F ist, verhalt sich N, in F regular. Fiir t > p ist auBerdem 


(13.59) F,= UC,2UC,,=F,, 
rPsm rsm 

(13.60) N, = F,—C,2F,—C,=N,, 

womit zugleich die Behauptungen 3 und 4 bewiesen sind. 

2. Ist t = (R,,..., R,.,,P) € A", so wird C, durch t>' pseudokonform auf 
jA, und jA, durch On aa Op analytisch in H, abgebildet. Also bildet 
Opn, --- On Tt ' analytisch C, in H, ab. Fir P ¢ C,¢ C, ist 
(13.61) tp (P) = ype t, '(P) = On, OR ae“. 


Daher laBt sich t>1(P) analytisch auf C, fortsetzen. Weil N, = FP, — C, leer 
oder eine rein 2-dimensionale analytische Menge ist, laBt sich t>'(P) aus C, 
analytisch zur Abbildung @, fortsetzen, die F,, in H, abbildet. Ist speziell 
t = (R, p) < A’*?, so gilt m,(P) = 0pm,(P) fiir P ¢ F,¢ P,. 

5. Fiir p ¢ A®, also fiir p = 0 hat M, eine offene Umgebung U,, in der 
eine héchstens 2-dimensionale analytische Menge N, liegt, die M, = MM, T, 
umfaBt. Ist p = (P,q) ¢ A” mit y>1 und M,UT,¢ N,, wobei Ny, in einet 
Umgebung U, von M,\ T, analytisch und rein 2-dimensional ist, so ist 
(13.62) M,U T, Sdp' (M, VT.) ¢ Op! (Ng) = N 


wobei N, in der offenen Umgebung #p 1(U,) = U, von M,UT 


p> 
» analytisch 
mit dim N,, < 2 ist. Mit den schon bewiesenen Behauptungen.| bis 4 ergibt 
sich, daB 


(13.63) M 


y mM Hp, jAp, Mp», VU Tp =~ 


Fy, Cp, Np, wy 
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eine analytische Modifikation ist. Die Behauptungen 1 bis 5 sind richtig, 
w. 2. b. w. 
Insbesondere ist also 
Hy, Ag, Mo, To 

(13.64) M, = M2" o" 9”) 

eine analytische Modifikation, und es wird spiiter bewiesen werden, daB man 
auf diese Art jede analytische Modifikation erhalt, bei der die Abbildung m, 
in jedem Punkt von N, die Mannigfaltigkeit F andert. Nun soll noch unter- 
sucht werden, unter welchen Voraussetzungen ,(F,,) 2jH, und insbesondere 
oF) = H, ist. 

Satz 13.2. Voraussetzung. Hin o-Baum B = [H,, Ay, Ay, By. My) 
mit dem Indexbaum (I*, A”, M,) und dem j-Operator jS = S — T, sei gegeben. 
Die abgeschlossene Teilmenge M, von H, habe eine offene Umgebung U, in der 
eine héchstens 2-dimensionale analytische Menge N,2 M, liegt. Jede Kette 
P; <P. < +++ breche nach endlich vielen Schritten ab. 

Behauptung. Konstruiert man geméf Satz 13.1 die Grenzmannigfaltig- 
keit F, so gilt in der Bezeichnungsweise dieses Satzes: 

(13.65) my (Fy) 27H, fiir p <A” mity=0, 
(13.66) w,(F) = H,. 

Beweis. Ist p = (P,q) € A’ mit P<jM,, so besteht NV, 7, héchstens 

aus endlich vielen Punkten.. Wegen P ¢ 7, = 7, ist nimlich 


(13.67) N, Nop (T,1\'Ap) = Ny ap(TeA Ap) = 9. 


») = 


/ 


woraus 





Ny AT, = Ny Gp ([T4U Ma] Ap) 
(13.68) = NA [op (147 'A,) U op \M,'A,)] 
¢N,r\op (N,1’A,) 





folgt. Da N, im Falle q = 0 eine héchstens 2-dimensionale analytische Menge 
aus U und im Falle q>0 eine kompakte komplexe Kurve ist, besteht 
Ny Oop(N,°.'A,) aus héchstens endlich vielen Punkten, was dann auch fir 
die Teilmenge N,, ~ T, gilt. 

Wenn P,., jm. und p, ¢ A” ist, so werde p,., = (P,.;. p,) gesetzt. Es ist 
P,..1 €A”*? und T, Ny. besteht aus héchstens endlich vielen Punkten. 
Nun werden der Reihe nach p,,,,....p,... konstruiert, so daB nach Kon- 
struktion von p, gilt: 

1. FirA>uwSv+1 ist p, = (P,. Ppa) € A" 
2. FirA> w2av+ ist P, ¢ iM, , % 
3. FirA> wey +1 ist ‘Ny, = M, . 


4. Entweder ist Np, = My, oder Ny, r\jA >, * 0. 
Fiir 4 = vy | 1 sind die Aussagen 1 bis 3 erfiillt. Da P,.,, ¢ jm, ist, enthalt 
N, ke T,. héchstens endlich viele Punkte. Ist V,, +M also Ny, a My 


Pra 
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so ist N, A, eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus A, . . 
Also ist Ny jAp, = Np Ap, — Np, OTe, #8 Fir A=7+1 
gelten die Aussagen 1 bis 4. 

Sind sie fiir p, erfillt und ist Ny, nN jAy, + 8, so mége die Konstruktion 
abgebrochen werden. Ist aber Ny OIAp, leer, so ist M = Ny, +9. Wegen 
Pa = (Py. pia) mit P, € iM, besteht N, p, Ty. aus héchstens endlich vielen 
Punkten. Also ist jM, =jN, =N,.—N, T,, nicht leer. Man kann 
einen Punkt P,,, ¢ jM,, wahlen. Es ist py,, = (Pa... pa) € 4**?, und die Aus- 


sagen | bis 3 sind fiir 2 + 1 statt. A erfullt. Ist Ny, + M,, , So ist Ny, a M, 


und VN, OA, jay Cine rein 2 -dimensionale enalytiouhe Monge aus A, Pas’ Wegen 
Piié iif r, bestcht N,,, aA T,. aus héchstens endlich vielen Punkten. Daher 
ist NV, if jAy, = N, “ay \Ay - Ny, r\ Ty. nicht leer. Die Aussagen 1 


bis 4 pa a fir i - 1 statt 2. 

Nach endlich vielen Schritten bricht die monoton ansteigende Folge 
P.-- Pea <*** mit p, ab. Folglich ist VN, ™jA, +9. Es gibt einen Punkt 
Ret (N, Ap, ) mit REC © Fo, und Q = Tp, 1 (R) € N, 0 An, . Also ist 
(13.69) @, (R) = Op, +> Op, Tp, (R)= Op... Op, (Q) = 
Da P,,, €j7M, _ beliebig cova war, ist w, (Fy )2 iM, ,, Woraus 
(13.70) jy. = jAy, jm, S Wy (C, Up, (F, = Wy, (F, ) 
folgt, w. z. b. w. 


Es seien noch 2 Bemerkungen zum Begriff des o-Baumes und seiner 
Grenzmannigfaltigkeit gestattet. 


1. Ist die Menge U A” endlich, so ist N, kompakt und besteht aus den 
r=0 


irreduziblen Teilen N} = 1,(N,jA,) mit p>. H. Horr’) definiert als 
o-Baum den Nerv von Ny das ist der Streckenkomplex S, dessen Ecken 
(0-Simplizes) die irreduziblen Teile N} und dessen Strecken (1-Simplizes) die 
Paare (Nf, NJ) mit N} Nj +9 sind. Dann und nur dann ist N} > Nf + 8, 
wenn p und q Nachbarn sind. Jedem Indexbaum ist ein Streckenkomplex J 


zugeordnet, dessen Ecken die Indizes p ¢€ U A” und dessen Strecken die 


v=l 
Paare (p.q) von Nachbarn p.q sind. Beide Streckenziige sind isomorph 
vermége der Abbildung p + N}. Insofern stimmen beide Begriffe des c-Baumes 


iiberein. Ist aber U A” unendlich, so kénnen die analytischen Mengen N* 


r=(0 
reduzibel oder gar leer sein. Dann brauchen also J und S nicht mehr isomorph 
zu sein. Hier unterscheiden sich die beiden Begriffe. 

Jeder der Streckenziige J und S enthalt keinen Zyklus und kann daher 
Baum genannt werden. Zu einem Streckenkomplex S ohne Zyklus kann es 
immer noch verschiedene Indexbiume geben. Der Indexbaum wird erst 
eindeutig bestimmt, wenn man in jeder Komponente von S ein und nur ein 
Element als Element von 4! auszeichnet. 





el 











Uber meromorphe Modifikationen. V 283 


2. In der Topologie werden Limesriume gerichteter und inverser Systeme 
eingefiihrt *). Die Grenzmannigfaltigkeit F eines o-Baumes |H,, A,,'A,. B,, Ny] 
mit dem Indexbaum (J’,, 4’, M,) ergibt sich als Limesraum des gerichteten 
Systemes (jA,, 7p), némlich als der jA,-ale Limes im Sinne von FreuDENTHAL. 


a 

wenn man voraussetzt, daB je zwei Elemente von U A’ — A auch einen ge- 
r. © 

meinsamen oberen Nachbarn haben. Das ist dann und nur dann der Fall. 


wenn jedes A’ héchstens aus einem Element besteht. In allen anderen Fiillen 
ist das nicht mehr richtig, da dann A beziiglich der gegebenen Teilordnung 
nicht mehr gerichtet ist. Man kénnte versuchen, in A eine andere Quasi- 
ordnung, etwa nach der Stufe einzufiihren, die dann gerichtet ist. Dann 
miiBte aber fiir Stufe r > Stufep auch y,,(jA,)CjA, sein. was wegen 
0 + Yew (JAy — Dey) & 7, im Falle t7\ p + t unméglich ist. Ebenso fiihrt die 
Einfiihrung einer Teilordnung r < p, wenn p--r. nicht zum Ziel. Dann 
wire zwar (H,, y,,) (oder auch (jB,, y,,)) ein gerichtetes System. aber der 
Limesraum ware H, (bzw. Ag), hatte also nichts mit der Grenzmannigfaltig- 
keit F zu tun. 

Ebenso iiberlegt man sich, da®B F nicht in natirlicher Weise Limesraum 
eines inversen Systemes ist, selbst nicht im einfachsten Fall. in dem jedes A’ 
genau aus einem Element besteht. Ein inverses System wiirde man dann 
nur durch H,,, y,, (mit t S p) erhalten. Der Limesraum )' wiire der H,-adische 
Limesraum von FREUDENTHAL. Man kann einen Teil von ) in natiirlicher 
Weise mit F identifizieren, so daB Y = F WU P ist, wobei P ~ (Py. P,... = P,,...) 
mit P, € M, und p ¢ A, ist. (Zu jedem vr gibt ex genau einen solchen Punkt P,.) 
Die irreduziblen Teile von N, haufen sich in P?. weshalb Y keine komplexe 
Mannigfaltigkeit ist. 


§ 14. Die Erzeugung analytischer Modifikationen 
Der Satz 11.1, also der Satz von H. Horr iiber die Erzeuguny analytischer 
Modifikationen durch o-Prozesse, kann nun ohne Einschriinkung bewiesen 
werden. 
Satz 14.1. Die Erzeugung analytischer Modifikationen. 


, oboe 5s G, A, Mor) 
Voraussetzung. Die Modifikation M =~ M hs BX ») 


Behauptung. Man kann einen o-Batm B - |H,, Ay. Ay. By. Ny} mit 
dem Indexbaum (I*, A’, M,) und dem j-Operator jS — S- T, angeben und 
zu thm nach Satz 13.1 die Grenzmannigfaltigkeit F mit den Mengen F,. Cy. N, 
und den Abbildungen t,, w, bestimmen. xo dap gill: 

1. Es ist Hy = G, A,g> A und M,© M. 

2. Ist p € A” mit y= 0, so wird H durch eine analytische Abhildung y,. mit 
der Vielfachheit p, in H, abgebildet. Entweder ist Ny — {Q\qylQ) 0} leer 

®) Man vergleiche: H. FreupENTHAL, Entwicklungen von Raumen und ihren Gruppen. 
Compositio Math. Bd. 4, 146—238, 1935. Zum Begriff der inversen und gerichteten 
Systeme vergleiche man etwa 8S. Lerscnaetz: Algebraic Topology. A.M.N. 1942, Kap.1 7 


und Kap. II 3 und 8. Eitenperc — N. Steenrov: Foundations of algebraic topology, 
Kap. VII. 1952. 


sei anal ytisch. 
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oder eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus H, die in N enthalten ist. 
Durch y, wird A, = H —N, pseudokonform in jA, abgebildet. Es ist 

My = yo(Ny)» 
(14.1) _ 
M, = yp(Np) ON, fiir p € A’ mity=1. 
3. Fiir Q ¢H ist 


(14.2) vo(Q) = v(Q, H). 


Ist p = (P,q) CA mit v>1 und setzt man Op(Q) = vp(Q, H,) fiir Q¢ Hy. 
so ist 


(14.3) yp (Q) = op ¥q(Q) fiir Q Ay, 
(14.4) ¥q(Q) = Op yp (Q) fir QcH. 
4. Kine pseudokonforme Abbildung 2 bildet H auf H¢F ab, wobei gilt : 

(14.5) Seu wd, 

r=0 pea 
(14.6) 1 (Q) = Ty 7p (Q) fiir Q € Ay, 
(14.7) 2(A,)<C,, 
(14.8) a(N,)SF—C,. 


5. Netzt man B= a(B) und N - a(N), so ist die analytische Modifikation 
om More 
wo A. BX, co 
fikation. 


Beweis. I. Die Konstruktion des o-Baumes. 

Der o-Baum B mit dem zugehérigen Indexbaum werde durch Induktion 
nach der Stufe » schrittweise konstruiert. 

a) Formulierung der Konstruktionsvorschrift: Ist man bei der Konstruktion 
his zur Stufe » gelangt, so soll gelten: 

1,. Essind Mengen /™®,...,/* und A" CI® x --- x I° fir =0,1,..., Y 
gegeben. Fiir 0 <u <y ist jedem p ¢ A” eine Menge M, ¢ J” zugeordnet. 
Es besteht /" — A® aus einem einzigen Element, das mit 0 bezeichnet werde. 
Fir 0 <p - r gilt: 

(14.9) ''—{p|p=(P.q) mit Pe M, und q¢JA*}. 


2,. Zu jedem pc A“ mit 0< us» ist eine 4-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit H, gegeben, die M, als abgeschlossene Teilmenge enthiilt, 
und wobei A, — H, — M, ist. Fiir vy = 0, also p = 0 ist dabei H, = G, M,° M 
und A,> A. Fir p — (P, q) € A” mit 0 < pw < » ist dabei 


Hg, ‘Ap, P, op 
Hy, Bp,Np, up 


) vermége der Abbildung x diquivalent der gegebenen Modi- 


(14.10) S, - &( 


ein o-ProzeB im Punkt P ¢ M 





a 
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3,. Ist p €4* mit 0 < uw < », so wird H durch eine analytische Abbildung 
Yp mit der Vielfachheit , in H, abgebildet. Entweder ist VN, = {Q| Pp (Q) > 0} 
leer: oder eine rein 2- dimensionale analytische Menge aus H, die in N ent- 


halten ist. Durch y, wird A, = H— Ny, 2 B pseudokonform in A, abgebildet. 
Fir uv = 0, also p = 0 ist 


(14.11) My = Yo(No) - 

Fir 1 Ss yu S » ist 

(14.12) My = Yp (Ny) ON, - 
4,. Far Q ¢ H ist 

(14.13) ¥o(Q) = v(Q, A). 


Ist p = (P, q) € 4* mit y > w ]1 und setzt man #p(Q) = vp(Q, H,) fir Q € Hy, 
80 ist 

(14.14) Yp (Q) = op ¥q(Q) fir Q€A,, 
(14.15) ¥q(Q) = Op yp (Q) fir Q¢H 

b) Die Konstruktion werde fiir v = 0 durchgefiihrt. 

1,: Es sei [® = A® = {0}. Durch y(Q) = v(Q, H) wird H analytisch in 
H, = G mit der Vielfachheit ~,(Q) abgebildet. Es werde N, = {Q | go(Q) > 0} 
und M, = y_ (Np) gesetzt. 

2,: ‘Die abgeschlossene Menge M, liegt in H,=G. Da o(Q)=0 fir 
Q¢ B ist, ist, ergibt sich Ny, CN und y, (N o) <M; weil M abgeschlossen ist, folgt 
M,= ¥9 (No) SM und A, = H,—M,2G—M=A. 

3,: Als Teilmenge von N hat N, = {Q| go(Q) > 0} keinen inneren Punkt. 
Nach Satz 7.1 ist N, leer oder eine rein 2-dimensionale analytische Menge 
aus H und A, = H— N, wird durch y, pseudokonform auf die offene 
Teilmenge y, (A,) CA, — Yo (N,) abgebildet. Also ist yp (Ay) £ Hy — ve (No) 
= H,— M,= Ag. Wegen N,CN ist A,2 B. 

4, ist schon bewiesen. 

c) Ist die Konstruktion bis » durchgefiihrt, so werde sie bis zu v +1 weiter- 


— 
1,,,: Es werde 
(14.16) rm vu M,, 
qe a 
(14.17) Art? = {p| p = (P, q) mit P € M, und q € 4”} 


gesetzt. Die Mengen M,, mit p ¢ A’** werden spiter konstruiert. 
2,43: Zu jedem p = (P, q) € 4’*' wird H, durch den o-ProzeB 
Hy, ‘Ap, P, xt 
04 e,-0(fe tn 
im Punkt P ¢ M, definiert. Die Voraussetzungen von Satz 10.16 und seiner 
Anmerkung 1 sind erfillt, wie die folgende Ubersetzungstabelle zeigt. 
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N | M |Sw| ow| # 
Nq | (P} | Sp» | op | Hp 
Setz10.16 | B | ¥ | wm | ™ | | y | 9, | 

1 Py 


Hie | 8 | %,| op | Mel || ol 








Durch y, wird H analytiseh in H, mit der Vielfachheit y, abgebildet. Es ist 


(14.19) ¥p (Q) = op ¥q(Q) fir Q¢ Ay, 
(14.20) 1 < 9» (Q) < 4 (Q) fir Q¢ H, 
(14.21) Pp (Q) < Pq (Q) fir Q¢H mit P = y,(Q), 
(14.22) Pp (Q) = a (Q) fir Q< H mit P + y,(Q). 


Die analytische Menge N, = {Q| @p (Q) > 0} liegt in N a und ist entweder 
leer oder rein 2-dimensional. Es ist 


(14.23) M, = yp (Np) ON, 
eine abgeschlossene Teilmenge von H,. Die Aussagen 2,,, und jetzt auch 
1,,, sind bewiesen. 

3,11: Ist peAr*?, so wird A,=H—N,28 durch y, pseudokonform 
in H,— y,(N,) abgebildet. Da y, (A,) offen ist, wird A, sogar in 
H — y,(N,) CH, — M, = A, abgebildet. Die itibrigen Behauptungen von 
3,.; wurden schon vorher bewiesen. 

4,,,: Ist p = (P, q) ¢ A’*! und setzt man #p (Q) = vp (Q, H,) fir Q € A,, 


so wird 

(14.24) Yp(Q) = op ¥q(Q) fir Q € A, 
oder 

(14.25) ¥q(Q) = Op. yp (Q) fir Q ¢ Ay. 


Da aber y, und #, y, auf H analytisch sind und H — A, keinen inneren 
Punkt hat, gilt sogar 

(14.26) ¥q(Q) = Op yp(Q) far Q¢H. 
Die Konstruktion ist damit einen Schritt weitergefiihrt. 

d) Somit ist ein o-Baum B = [H,, A,,’A,, B,, N,] mit dem Index- 
baum </*, A’, M,) konstruiert. Ihm ist eindeutig der j-Operator 7S = S— T, 
zugeordnet. Da M,¢ M ist und M eine offene Umgebung U hat, in der es 
eine héchstens 2-dimensionale, M umfassende, analytische Menge gibt, sind 
die Voraussetzungen von Satz 13.1 erfillt. Zu@ kann man also die Grenz- 
mannigfaltigkeit F, ihre Teilmengen F,, C, und N, » sowie die Abbildungen rt, 
und w, bestimmen. 

II. Die Behauptvngen | bis 5 werden bewiesen. 
1. ist schon bewiesen. M 
2. Durch Induktion nach der Stufe v von p werde y,(A,)ojA, bewiesen. 
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Fiir » = 0, also p = 0, ist y9(4,)¢ Ay = jd. Ist die Behauptung fir »—1 
bewiesen und ist p = (P, q) € A’, so gilt: 

(14.27) Ye (A,) = Op Vq (A,) Sop (jAq) = jB,¢ jA, . 


Wegen N,< N. ist A,2 4, und auf A, — A, hat y, die positive Vielfach- 
heit py, (Q), wahrend Yp die Vielfachheit p, (Q) = 0 hat. Wegen y,(Q) = Ppy,(Q) 
hat #, auf y,(A,— A,) eine positive Vielfachheit. Also ist 
(14.28) ¥p(4,— Ay) ¢ Np, 
(14.29) Yp (Ap) 0 By = yp(Aq) 0 By = Yp(Ag) - 
Setzt man 7} = op ((T7,.U M,) \'A,), 80 ist 
TS ¥p (Ap) = TEO By ¥p(Ap) = THO yp (Aq) 
TS \Gp yq(Aq) ST» \ op (jAq) 
T, \jB, = 9. 
Da ¥p(Ay) offen ist, erhalt man 


(14.30) 


(14.31) TA Yp(Ap) = TEA y9(Ay) TEA yp(Ay) = @ 
oder 
(14.32) ¥p(Ay) S Ay — Ty = jAy - 


Damit ist die 2. Behauptung durch Induktion bewiesen. 

3. ist schon bewiesen. 

4. Zuniichst wird H= U U A, behauptet. Ist namlich Q ¢ H beliebig 

v= 0 ped 

gewahlt, so ist go(Q) = 0. Ist ~y(Q) positiv, so ist Q ¢ N,, also P, = yo(Q) € My, 
woraus sich p, = (P,, 0) € A’ und o(Q) > »,(Q) = 0 ergibt. Hat man Aaa 
0 < py <+++ < py = (Py, Pas) € 44 mit g(Q) > +--+ > p,(Q) > 0 konstruiert, 
und ist »,(@) positiv, so sei P,,, = Yp, (Q). Wegen Op Yr, (2) = Yp,_,(@) 
und wegen Pr, ,(@) > Pp, (@) hat Op, in Yp,(Q) = P,_, positive Vielfachheit, 
weshalb P,,, € Ny, ist. Weil auBerdem Pp, (2) > 0 ist, gehért P,,, zu M, . 
woraus sich p,,, = (Pj,,, Py) € 4*** und go(Q) > *** > %p,(@) > p,,,(@) 20 
ergibt. Nach opiteatens %o(Q) Schritten bricht das Verfahren mit Pe, (Q) =0 
ab. Es ist Q ¢€ Ay, , womit die obige Behauptung bewiesen ist. 

Ist nun p =(P,,..., P,,0)€ A", 80 werde P= (Py - .., P,,0) fir 
2=0,1,...,» gesetzt. Fir Q¢A,C...¢ 4, if ny ist yp (Q) €i4y., 
woraus 
Tp ¥p(Q) = eu Yp,(@) = Tp, Sp, Ye,_,(@) 


orn Yp,_,(@) = °°" = T ¥o() 


Pp 1 


folgt. Daher ist t, 7, in allen Punkten von N, la U U A, =-NV,H= N, 
v= 0 pea 
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regular, laBt sich also aus A, in ganz H zu einer analytischen Abbildung 2 
von H in F fortsetzen. Ist Q¢H, so ist Q¢ A, fir ein p€A” mit »>0. 
In Q hat x die Vielfachheit g,(Q) = 0. Auf A, ist x pseudoform, also bildet 
a sogar die ganze Mannigfaltigkeit H auf H = a(H)¢C F pseudoform ab. 
Far Q ¢ A, ist 


(14.34) 1(Q) = T Yp(Q), 
(14.35) (Ay) = tp ¥p(Ap) S trliAy) = Cy - 
Da N, = H — A, keinen inneren Punkt hat, ist 
(14.36) w, 2(Q) = yp(Q) fir Q ¢ H mit 2(Q) € F,, 
womit sich 
(14.37) a, (Cy \2(N,)) = jp 0 yp (Np) ¢ Ap My = @ 
ergibt. Es ist 
(14.38) n(N,) <F—C,. 

5. Wegen 
(14.39) H =x(H), B=x2(B), N = x(N), 
(14.40) @oX%(Q) = ¥o(Q) = v(Q) fir Q« B, 
(14.41) a 14(Q) = r(Q) fir Q€ A 
ist die analytische Modifikation M, = M ( ; we) vermége der Abbildung z 


aquivaient der gegebenen Modifikation, w. z. b. w. 

Eine gegebene analytische Modifikation erhailt man also, indem man in 
eine gewisse Teilmenge M, von M einen o-Baum einsetzt und aus dessen 
Grenzmannigfaltigkeit in der eingesetzten Menge einen gewissen iiberfliissigen 
Teil (F —2(H)) wieder weglaBt. Man erhilt also (wenn man mittels der 
Abbildung z identifiziert) eine Fortsetzung von H, wihrend sich v(Q, H) 
zu w, fortsetzt. Die Modifikation wird durch den o-Baum nicht genau ge- 
geben, sondern der o-Baum gibt eine ,,etwas zu groBe Modifikation. wie das 
auch bei Satz 11.1 der Fall war. 

Nun kann man aber die Operation ,,Weglassen einer abgeschlossenen 
Menge“ auch durch o-Prozesse bewirken. Will man beispielsweise die ab- 
geschlossene Menge Mc @ beseitigen, so iibt man nur in jedem Punkt P 
von M einen o-ProzeB aus und in jedem Punkt eines jeden N, wieder einen 
o-ProzeB usw. aus. Immer wird M, = N, gewahlt. Die Grenzmannigfaltigkeit 
des entstehenden o-Baumes ist G— M. Dies ist der Grund dafiir, daB es im 


allgemeinen Fall auch gelingt, eine analytische Modifikation M = M by r i. ‘) 


genau durch o-Prozesse nachzukonstruieren; d.h. man kann durch andere 
Wahl des o-Baumes erreichen, daB die Grenzmannigfaltigkeit F = 2(H) ist: 
Satz 14.2. Die Erzeugung analytischer Modifikationen. 


Voraussetzung. Die Modifikation Mm = M n > 7 ‘) sei analytisch. 
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Behauptung. Man kann einen o-Baum B = [H,, A,,'A,, B,, Ny] mit 
dem Indexbaum (I*, A’, M,) und dem j-Operator jS = S—T,, angeben und 
zu thm viach Satz 13.1 die Grenzmannigfaltigkeit F mit den Mengen F,, C,, N, 
und den Abbildungen t,, w, bestimmen, so da gilt : 

1. Es ist H, = G, A,2 A und M,C M. 

2. Ist p € A” mit »y > 0, 80 wird H durch eine analytische Abbildung y, mit 
der Vielfachheit p, in H, abgebildet. Entweder ist N, = {Q| ~,(Q) > 0} leer 
over eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus H, die in N enthalten ist. 
Durch y, wird A, = H — N, pseudokonform auf jA, abgebildet. Es ist 


(14.42) M, - G— (A), 

(14.43) M, = N,— (Ay) fiir p € A? mit v1. 
3. Fiir Q € H ist : 

(14.44) vo(Q) = v(Q, H). 

Ist p = (P, q) € A’ mit vy >1 und setzt man #,(Q) = vp(Q, H,) fiir Q € H,, 80 ist 

(14.45) ¥»(Q) = op yq(Q) far Q¢ A,, 

(14.46) ¥q(Q) = Op ¥p(Q) fir Qe H. 
4. Eine pseudokonforme Abbildung x bildet H auf F ab, wobei gilt: 

(14.47) 1(Q) = ty ¥p(Q) fiir Q ¢ A, , 

(14.48) n(A,) =C,, 

(14.49) n(N,) = F—C,. 
5. Setet man B = a(B) und N= a(N), 8o ist 

(14.50) B=1%(A)CC,, N= aws'(M)2 we (M,) 


G, A, M, 
und die analytische Modifikation M, = M (; BR *) vermoge der Abbildung x 
dquivalent der gegebenen Modifikation M. 
Zusatz zu Satz 14.2. 
Andert die Abbildung v die Mannigfaltigkeit H in jedem Punkt von N, 
so tst A = Ay, M = M, und 


(14.51) B=2(B)=1,(A)=C,, N=2(N) = we'(M)=Ny. 


Die analytische Modifikation M, = M os “ n by 
Modifikation M. 

Mit Satz 14.2 und seinem Zusatz ist die im AnschluB an Satz 13.1 auf- 
gestellte Behauptung bewiesen. 

Der Beweis fiir Satz 14.2 wird ganz ahnlich wie der Beweis von Satz 14.1 
gefihrt. Es sind nimlich nur die folgenden Anderungen vorzunehmen: 

Math. Ann. 130 20 


ist dquivalent der gegebenen 
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In I a) 3, muB es statt »,Fiir p= 0 also... N,“ heiBen >» Fir w=. 
also p = 0 ist M, =.G4 — ¥9(Ay). Fir 1 < p< » ist M, - ‘Ny — yp (Ap). 
In Ib) ersetzte man in 1g: My = yo(Ng) durch M, = G— Yo(-Ay) und : 0 


durch 2,: Auf A, ist y, pseudokonform, also ist ¥o(Ay) offen und M, = G—y(Ay ) 
ahgeschlossen i in H, = G. Es ist 


(14.52) M, = G— ,(4,) & @— y,(B) =G-A=M. 

InI b) 3, muB es statt ,,Also ist ... = A,“ heifen ,,Es ist »(A,) = H,— M,- 
_ Ag.“ 

In I c) 2,41 muB es statt ,,Es ist M, =... von H,* heiBen . -Durch Yy 


wird A, = H— N, 2B pseudokonform auf die offene Menge ¥v (Ay) ab- 
gebildet. Also ist 


(14.53) M, = Ny — yp(Ay) 
eine abgeschlossene Teilmenge von H,,.“ 

In I c) muB 3,,, ersetzt werden durch: ,,Es ist 
(14.54) Ye (Ay) © Hy —(Np— ¥p (A,)) = H,— M, = A, 

Die iibrigen Behauptungen von 3,,, wurden schon bewiesen.* 

In II 2. muB es in der ersten Zeile statt ,,y, (A,) CjA,” heiBen 
Vp (A,) =jA,“. AuBerdem muB .es statt ,,Fir »=0 also p=0 ist 
Y¥o(Ap) C A, = jA,* heiBen »Vo(Ag) = A,=j7A,*. AuBerdem muB es statt 
+2 %p (Aq) =-++:CjA,“ heiBen 
(14.55) »¥p (Ag) = op ¥4(Aq) = op (JAq) = 1B, SIA, 

AuBerdem muB es statt ,,Damit ist die 2. Behauptung ... bewiesen™ heiben 
,,Andererseits ist . 
Ny VjAp = j(Np — My) = i(Ny— Wp — 70 (Av))) 


(14.56) 
= j(N,n yp (Ap) ¢ S Pp ( Ay) 


also 
(14.57) fA, = BB, U (JA, ON) S yp (Aq) U ¥p (Ap) = Yp (Ay) - 
Insgesamt folgt jA, = y, (A,), womit die 2. Behauptung durch Induktion 
bewiesen ist.‘ 

In II 4im 2. Abschnitt muB es statt ,,bildet 2 sogar ...H auf H = a(H)<F 
pseudokonform ab‘ heiBen ,,bildet 2 sogar... H in F pseudokonform ab‘. 


In Il 4 im 2. Abschnitt muB es statt .m(Ay) =.. n(N,)¢ F--C,” 
heiBen 
(14.58) (Ay) = Ty Pp (Ap) = Tp(JA,) = C 


(14.59) a(H)=2( UU A)- UU a(dy= UU C,=F. 


r=0 pel’ r=0 pe” r=0 ped” 


Da a die Mannigfaltigkeit H pseudokonform auf F abbildet, ist 
(14.60) a(N,) = 2(H — A,) ~ 2(H)— 2(A,) = F--¢, * 
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In II ist 5 zu ersetzen durch: ,,Wegen 


(14.61) 'F=2(H), B=2(B), N=2(N), 
(14.62) @_o2(Q) = 7¥o(Q) = v(Q) fir Q° B. 
(14.63) a t(Q) = t(Q) fir Q€A 


. . s ifi j : 4, he 
ist die analytische Modifikation M, = M r FB, ¥, 


dung x ary zur gegebenen Modifikation. Es ist 

(14.64) = 2(B) = to) ¥o(B) = t9(A)& To(Ag) = 

iis = wp (G— A) = we '(G) — we '(A) = es - 
= F— B=2(H)—2(B) =2(H— B)=a(N)=N, 

womit alle Behauptungen von Satz 14.2 bewiesen sind. 

Beweis des Zusatzes zu Satz 14.2. Andert v die Mannigfaltigkeit H in jedem 
Punkt von N, so ist Po(Q) positiv fir Q<«N, dh. N= N, und B= Ay. 
Es folgt A = y)(B) = Yo(Ao) = A, und M = M,, woraus sich 
(14.66) B= x(B) = 2(A,) = C, = t9(Ay) = (A). 

(14.67) N= a(N = (No) = F— Cy = wo *(M) - op (M,) ~ Ny 

G, Ao, Mo, 
ergibt. Die analytische Modifikation M, = M ( F.C, Ny 
Abbildung 2 aquivalent zur gegebenen Modifikation M, w. z. b. w. 

Ist die analytische Modifikation M beiderseits offen, so fallen die beiden 
Konstruktionen zusammen: 


Satz 14.3. Beiderseits offene, analytische Modifikationen. 


Voraussetzung. Die Modifikation m = am (F's y'.) si analytisch 


und beiderseits offen. 
Behauptung. Die Aussagen von Satz 14.1 lassen sich verschiirfen durch 


2 der Abbil- 


(14.65) 


‘*) ist vermége der 


(14.68) a(H)=F 
(14.69) Yp (A,) = jA, fiir p <A mitry=0. 
(14.70) 2(A,) = C, fiir p <A mit y>0. 
(14.71) a(N,) = F—C, fiirp €¢ A” mity=0. 
(14.72) M, = N,—y,(A,) fiir p € A” mit y= 0. 
(14.73) M, = G— y,(4,) . 

Beweis. Man setzt 
(14.74) B; = yp(B), Nj = H,—B;. 
Es ist BY < y,(A,) <jAy also Nj} 2H, —jA, 2M, und 
(14.75) By =o, (Bi) far p = (P,q) <A’ mit v= 1, 
(14.76) ¥p(Q) = op ya(Q) fiir QB, p=(P,q) €A' mit y=1. 
(14.77) yp '(Q) = yq*vp(Q) fiir Q¢ B,. p = (P,q) <A mit r=1. 


20* 
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Durch Induktion nach der Stufe » wird nun bewiesen, daB die analytische 
Modifikation 


H . B3, N3, —1 
si M, = M(H" By, ye ) 
beiderseits offen ist. Fiir vy = 0 ist 

G. A, M, 
(14.79) M, = M ( HBN. ‘) 


beiderseits offen. Ist die Behauptung fiir die Stufe yv richtig und ist 
p = (P, q) € 4”*}, so sind die Modifikationen 


- H, B, N, Yq Hg, "Ap, P, op 
1 i 
Gee Me, ~ m (a. Ba, Na, ) und S, ‘, 6 la Bp, Np, nt 


beiderseits offen und ©, analytisch. Nach Satz 5.9 und seiner Anmerkung 1 
ist auch die zusammengesetzte Modifikation 
sa H, B, N, opyq 
— My = War, Be. NEsyerer) 
also auch M,, beiderseits offen. 
Daraus folgt y,(H) = H,. Nun wird durch Induktion nach der Stufe » 
auch y, (A,) = jA, bewiesen. Zuniichst ergibt sich aus Satz 7.1 die Beziehung 


(14.82) ¥p(Ap) = Hy — yp (Np) - 

Also ist y,(N,) abgeschlossen, woraus 

(14.83) My, = yo(No), My = y9(Np) ON, ! 
folgt. Fir » = 0 ist 

(14.84) Yo(Ao) = @ — vo(No) = G— My = Ag = jAQ- 


Ist die Behauptung fiir die Stufe » richtig und ist p = (P, q) ¢ A’*!, so gilt: 
¥p(Aq) = op Yq(Aq) = op (JAq) = 1B, 
(14.35) N, jA, = 1(Np— M,) = 7(Np— vy (Np) =7(N pO Yp (Ap) 


=] ¥p(Ap) \ Np = ¥p(Ap) VN, - 
Also ist 


Yp(Ap) S9Ay = 7B, U (Ny IAQ) 
= ¥p(Aq) U (yp (Ap) VN) & yp (Ap), 
woraus y,(A,) = jA, folgt. Es ist 


(14.86) 


(14.87) M, = N,1\ y(N»p) = Np— vp(Ap) 
(14.88) My = Yo(No) = & — yo(Ao) ; 
(14.89) 2(A,) = ty ¥p(Ap) = Tp(JAp) = Cp » 
n(it) = a( UU A,) - U U 2x(A,) 
(14.90) r=0 pea” v=0 pea” 
=U UC, =F, 
y= 0 ped” 


(14.91) 2(N,) = 2(H — A,) = 2(H)—2(A,)=F—C,, — w.2.b.w. 
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Damit ist gezeigt, daB sich eine analytische Modifikation durch o-Prozesse 
nachkonstruieren l48t. Diese Erzeugungsméglichkeit wurde zuerst von 
H. Horr bewiesen, jedoch nur fir den Fall, daB M nur aus einem Punkt 
besteht. Seine Uberlegungen lassen sich aber, wie oben gezeigt wurde, auf 
den allgemeinen Fall einer analytischen Modifikation iibertragen. Wenn nun 
die Erzeugungsméglichkeiten meromorpher Modifikationen untersucht werden. 
so treten hier wesentliche Schwierigkeiten auf, die jedoch durch den Hauptsatz 
tiber meromorphe Modifikationen (Satz 9.4) im Grunde schon tiberwunden 
sind. 

§ 15. Die Erzeugung meromorpher Modifikationen 

Der Satz tiber die Erzeugung meromorpher Modifikationen’®) durch 

o-Prozesse kann nun ohne Einschrinkungen bewiesen werden. 


Satz 15.1. Erzeugung meromorpher Modifikationen. 


Voraussetzung. Die Modifikation M = mm (7 a he sei. meromorph 


und beiderseits offen. 

Behauptung. 

A. Man kann einen o-Baum B = [H,,A,, ‘Ay, B,, N,] mit dem Index- 
baum (I*, A’, M,) und dem j-Operator jS = S— T,, angeben und zu ihm nach 
Satz 13.1 die Grenzmannigfaltigkeit F mit den Mengen F,,C,,N, und den 
Abbildungen t,, w, bestimmen, so daB gilt: 

1. Es ist G = Hy, Ag2.A und M,c M. 

2. Ist pA” mit »>0, 80 wird jA, durch eine analytische Abbildung 4, 
in H abgebildet. In jedem Punkt von H, —jA, ist die Abbildung 5, singuléir. 
Es ist 
M,= M—jA,= M—A,, 


= M,=-N,—j4,=N,—A, fir p€4° mit v21. 
3. Fiir Q¢ A ist 

(15.2) 69(Q) = r(Q) . 

Fiir p = (P, q) € A” mit »y >1 ist 

(15.3) 8,(Q) = 94 vp (Q) fiir Q € iB, , 

(15.4) 84(Q) = by op (Q) fiir Q€ IA, . 


4. Die Grenzmannigfaltigkeit F wird durch eine analytische Abbildung 7 
auf die Mannigfaltigkest H abgebildet, wobei 
(15.5) 4(Q) = 46, w,(Q) fiir QeC, 
mit p € A’ und v= 0 ist. 

B. Man kann einen o-Baum B = [H,, Ay, Ap, By, Np] mit dem Indezx- 
baum (I*, A’, M,) und dem j-Operator 5S = S— T,, angeben und zu thm nach 
Satz 13.1 die Grenzmannigfaltigkeit F mit den Mengen F,,C,,N, und den 
Abbildungen t,, w, bestimmen, so da gilt : 

1) Man vergleiche Satz 12.1 in Teil IV. 
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2. Ist p € A” mit »>0, 80 wird jA, durch eine analytische Abbildung 6, 
in @ abgebildet. In jedem Punkt von H,—jA, ist die Abbildung 4, singuliir. 
Es ist 

M,=- N—j4,-N—Ay, 


or M,-N,—jdy-N,—A, fiir pdr mit vz=1. 
3. Fiir Q ¢ Bist 

(15.7) 89(Q) = v(Q). 

Fiir p = (P, q) € A” mit vy >1 ist 

(15.8) 8,(Q) = 44 vp (@) fiir Q {By 

(15.9) 8,(Q) = 8 op (Q) fiir Q jg 


4. Die Grenzmannigfaltigkeit F wird durch eine analytische Abbildung 
auf G abgebildet, wobei 
(15.10) 1(Q) = 9, w»(Q) fiir Q€C, 
mit p € A” und vy = 0 ist. 

C. Die pseudokonforme Abbildung tyta,. von t,(A)CF in F lapt sich zu 
einer pseudokonformen Abbildung x von F auf F fortsetzen, so.daB gilt: 

1. Ist die Menge der Punkte aus G, in der die Abbildung t nichts dndert, E, 
und E die Menge der Punkte aus H, in der die Abbildung v nichts dndert, und sind 


13som 


(15.11) E = 1(E) tind E = 1,(E), 
so gilt 
(15.12) n(B) = E, 
oy - P 
(15.13) a(P) EoSyene(F) tx(") “ eS 
=x @(P) = 47165 x4(P) fir Pek. 


2. Entweder ist N = F —E leer oder eine rein 2-dimensionale anal ytische 
Menge auf F. Entweder ist ¥- F —E leer oder eine rein 2-dimensionale 
analytische Menge aus F. 

3. Ist wo(P) die Vielfachheit der Abbildung 6, und wo(P) die der Abbil- 
dung 6, und wird 


(15.14) K,={P|(P)>0, PEA} SG, 
(15.15) Ky={Plyo(P)>0, Pé Ag} CH 
gesetzt, so ist 

(15.16) N = w(K, M,), 

(15.17) N = (Kyu M,), 
(15.38) n(N) = N. 


Zusatz zu Satz 15.1. 
Haben G und H eine abzahlbare Basis der offenen Mengen, so haben M,  T, 
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und M, T, keinen Hiufungspunkt. Es ist 


(15.19) T, = op ((7,U M,) N’A,) fiir p = (P,q) € 4’, 
(15.20) T, = op ((Z, UV My) Ay) fir p = (P,q)€ 4". 
Beweis. A. a) Es sei *A, die gréBte Menge aus H, jn der v regular ist. 


Setzt man *N = N\*A, = *4,— B, 80 ist M(, 1" 9's) eine analytische 


Modifikation. Auf sie wird Satz 14.1 angewandt mittels der Ubersetzungs- 
tabelle 


Satz 14.1 





A|M\+t|H| B|N| wv || Hp! 4p|*4y| Bp| Np 
A|M|t |*4,| B!*N| » |B | Hp| 4p|’4p| Bp| Np 
Satz 14.1 IF’ | 4° | Mp | Tp |§8=S8—T,| F | Fp | Cy | My | tp 


Hier | 1° | 4 | Mp | Tp |j8=S8—T,| F | Fp | Cp | Mp | % 








Hier | w | » | o | Np | 4p | Op |x| | 





Ox be 
= = 


Damit ist der c-Baum % konstruiert. 

b) In jedem Punkt von A,2 A ist t reguliir und in jedem Punkt von M,¢ M 
ist r singular. 

Ist naimlich t in P, singular, so gibt es nach Satz 9.3 eine rein 2-dimen- 
sionale analytische Menge C aus H und eine Punktmenge DCC ohne Hiu- 
fungspunkt, so daB v auf BW (C — D) regular ist und y,(Q) = v(Q, H) = P. 
fir Q¢C—D gilt. Also ist C— Din *A, enthalten. Auf C — D hat y, eine 
positive Vielfachheit; daher ist C— D¢ N,, woraus 


(15.21) P, € v(C — D, H) = yo(C —D) < yo(No) 5 My 


folgt. 

Ist umgekehrt P, € yo(Nq), so ist nach Satz 7.1 die Teilmenge yg '(P,) 
von *A, analytisch und rein 2-dimensional. Weil y¢'(P,)¢2,(P,) ist, ver- 
hilt sich ys! = rt in P, nicht bestimmt. Es ist t in P, singular. 

Die Menge der singuliren Punkte von rt ist abgeschlossen. Also ist r dann 
und nur dann in P, singulair, wenn 


(15.22) Py yo(No) = yo(N,) = M 
ist, w. z. b. w. 

c) Setzt man 
(15.23) B = y,(B), N3= H,—B;, 
so ist 


(15.24) Bs¢y,(A,)Sj4,,. Ng2H,—jA,2H,— A, = M,. 
Durch Induktion nach der Stufe v von p wird nun bewiesen, daB die Modifikation 


H, B, N,y, 
(15.25) M, = m (7 Bj, won’) 
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beiderseits offen und meromorph ist. Wegen 
H,=G, By=v(B)=A, No=H,—Bi=-G-—A=M, 
yo(P)=v(P) far Pe B, yo'(P)=r1(P) fir PEA 


H, B,N,t 
G A,M,v 


(15.26) 


ist die Modifikation M, - m ( 
morph. 

Ist die Behauptung schon fiir » bewiesen und ist p = (P, q) ¢ A”~', so sind 
die Modifikationen 
(15.27), = m( 


)- M-1 beiderseits offen und mero- 


H, B, N, Ya Hg, ‘Ap, P, *) 
Hg, Bi, Ni, v4 Hp, Bp, Np, Up 


beiderseits offen und meromorph. Es ist ©, analytisch. Folglich ist wegen 
(15.28) PeM,CN;, 'A,= H,—{P}2H,—M, = A,2 B;, 


: und S, - 6( 


(15.29) ¥p(Q) = op ¥4(Q) fir Q< BC Ay, 
(15.30) B; = yp(B) = op yq(B) = op(B3), 

(15.31) N; = H,— Bs, 

(15.32) Ye '(Q) = vq? vp(Q) fir Q¢ B; 


nach Satz 5.9 und seiner Anmerkung | die zusammengesetzte Modifikation 
H, B, N, Yo 

em My = (i, 35. N5. 78) 

beiderseits offen und meromorph, w. z. b. w. 

d) Es gibt eine grote offene Menge *A, mit B[C*A,CH,, in die sich 
yp ' analytisch zur Abbildung 6, fortsetzen lapt, die *A, in H abbildet. In *A, 
ist y, | regulér, in H, —*A, singulér. Durch Induktion nach der Stufe v wird nun 
(15.34) *A,=jA,, H,—*A,=M,T, 
bewiesen. 

Fir » = 0 ist die Behauptung in b) bewiesen worden. Ist sie fiir die Stufe » 
richtig, so werde p = (P, q) € 4’*" beliebig gewahlt. 

Ist y;' im Punkt P, ¢€ B, reguliir, so ist vp(P,) = Q,¢€'A,. Die Abbil- 
dung y,'op ist in einer Umgebung U von Q, regular. Auf U — B> ist 
Yp ‘Op = Yq also ist 6,0p — 6, auf U und ya! verhilt sich in Q, regular. 
Es ist Q,€jA, und Py = ap (Qo) € op (jA,) = 7 By. 

Umgekehrt wird jB, durch 6,vp(Q) analytisch in H abgebildet. Auf 
jB, — Nj ist 


(15.35) ¥p '(Q) = vq vp(Q) = d,vp(Q) - 
Daher verhialt sich y;>‘ auf jB, regular. 

Insgesamt folgt 
(15.36) *A,7\ B, = jB, . 


Ist y;' in einem Punkt P, singular, so gibt es nach Satz 9.3 eine rein 
2-dimensionale analytische Menge C aus H, die in N liegt, und eine Punkt- 
menge DCC ohne Haufungspunkte, so daB y, auf BW (C — D) regular ist 
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und y,(Q, H) = P, fir Q¢C—D ist. Setzt man 
(15.37) p= (Py, P,...., Py) p,=(P,---, Py, 0) (Isosv+l), 
(15.38) Op (2) = vp (@, i, fiir Q « Hp, > 


so wird B\ (C — D) durch @p, . . Op yp(Q, H) analytisch in G abgebildet, 
wobei fiir Q ¢ B ¥ 


et «3 ., Ye(Q, H) = Op,.-- Op, yp, (Q) 
= Op, .. Op Op, Yp, (9) 
(15.39) = Op, -- Op, vp, (Q) = 
- dp, Yp,(Q) 
= v(Q). 


Auf C — D ist v regulir, also ist C— Din * A, enthalten. Weil y,(Q, H) = y,(Q) 
auf C—D konstant ist, hat y, dort eine positive Vielfachheit; also ist 
C— DCN,, und man erhiilt 
(15.40) Po € vp (C — D) S yp (Ny) - 

Ist umgekehrt P, < ¥p (Np). so ist nach Satz 7.1 die Rp Yp '(Po) 


von *A, analytisch und rein 2-dimensional. Da y, auf y;'(P,) analytisch ist, 
verhalt ‘sich die Abbildung y,;' in P, nicht bestimmt, ist also in P, singular. 


Insgesamt ergibt sich H, — *A, = vp (N,)- Also ist vp (N,) abgeschlossen. 
Fiir die reguliren Punkte auf N. , folgt 
(15.41) *A, AN, = N,—yp(Np) = Np— ¥p(Np) Np = Np— My = Ap... 


Angenommen, es ist P, € N, > A, > T,, 80 gibt es eine Folge P” = ap(Q") 
mit Q €(T,U My) Ay, “die gegen P, strebt. Weil y;' in P, regular ist, 
so auch in P* fiir y > v9. Also ist P” € B, \*A, = jB,, woraus 


(15.42) Q” € up (jB,) = jA,g = H,—T,—M, 
folgt, was falsch ist. Daher ist NV, ~ 7’, > A, leer und 
(15.43) *A, 0 N, = AZON, = (JA, Np) UU (Ap OT, ON,) = jAp ON, - 
Die Menge der reguliren Punkte von y,' ist also 
*A, = *A, 4, = (*A, 1 B,) VU (*A, 0 Np) 


= jB JA, ON, 
(15.44) a e- « 
_ (jAy— N,) \ (jAy ( Ny) 
= jA,, w. z. b. w. 


ce) Nun werden die Behauptungen A bewiesen. 

A 1 ist richtig. 

A2: Fir p <A” wird jA, analytisch in H durch 6, abgebildet, wobei 6 
in H, — jAy singular ist. Es ist © 
My = ¥o(No) = M —Ag= M—jAg, 
M, = Ny y(N,y) = Ny — Ap = Np —jAy - 


' 


(15.46) 








A3: Fir Q¢A ist 


(15.47) 59(Q) = vo *(Q) = v4(Q) = r(Q). 
Fir p = (P, q) € A’ mit y= 1 ist 
(15.48) 6,(Q) = yo "(Q) = vq! vp(Q) = 5, vp(Q) 


zunachst fir Q ¢ Bj, dann durch analytische Fortsetzung auch fiir Q.¢jB,, 
woraus . 


(15.49) 64(Q) = 4, op (Q) fiir Q «7A, 
folgt. 

A 4: Ist Q € C,, soist Q € C, fiir p € A” mit y > 0. Essei p = (P,, P,_,,..., P,) 
und p, = (P,,..., Po). Dann ist 


(15.50) dy Wy (Q) - dp my (Q) - oy Up, op, Wp, (Q) > dy Mp. (Q) = bo @5(Q). 


Also verhilt sich 6,w, inU UC, =F regular und wird durch cine Ab- 
»=0 pea” 
bildung x analytisch in F fortgesetzt. 
Ist Q € *Ag, so ist Q ¢ A, fiir ein p € A” und R = x(Q) € C,, woraus nach 
Satz 14.1 und der Ubersetzungstabelle folgt © 


(15.51) x(R) = 6, Wy x(Q) = 6, Dy Tp ¥p(Q) =Q. 


Also ist *A, in x(F) enthalten. 

Ist Q ¢ H — *Ag, so verhalt sich die Abbildung v in Q singular. Also gibt 
es eine rein 2-dimensionale analytische Menge C aus H und darauf eine Punkt- 
menge D ohne Hiaufungspunkte, so daB + in A\/(C — D) regular ist und 
t(P, @) = 6,(P) = Qfiir P ¢ C— Dgilt. Es ist C— D¢jA,undr,(P) = R<C,. 
Es gilt 7(R) = dy wo(R) = 59 yg To (P) = 59(P) = Q, womit sich y(F') 2H —*Ay 
ergibt. Insgesamt folgt 


(15.52) H 2 4(F) 2(H —*A,)U*4A, =A, also 7(F) = H, 


w. z. b. w. 

Da die Voraussetzungen symmetrisch sind, gelten auch die Behaup- 
tungen B, wobei *A, = Ay = jA, ist. 

f) Nun werden die folgenden Induktionsbehauptungen aufgestellt. 

1,: Fir jedes p¢ A” mit »>0 1aBt sich die pseudokonforme Abbil- 
dung 7, @9(Q) von Cy in H, analytisch in die ganze Mannigfaltigkeit F zu 
einer Abbildung x, fortsetzen, deren Vielfachheit &,(Q) sei. 

2,: Die Menge S, = {Q| &,(Q) > 0} ist leer oder eine rein 2-dimensionale 
analytische Menge aus F. Die offene Menge U, = F — 8, wird durch z, 
pseudokonform in H,, abgebildet. Es ist 


(15.53) x(4g) = U.S U, CU, firq<p, 


(15.54) mp(U,) SjAy, m(S,)2 TU M,. 
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3,: Ist p = (P, q) € A” mit yj 1, so gilt: 


(15.55) m(Q) = x(Q) fir Q¢F, 

(15.56) %(Q)=op7q(Q) fir QEU,, 

(15.57) £(Q) < &4(Q) fir QeF, 

(15.58) &,(Q) < §&,(Q) fir Q ¢ F mit P = %q(Q). 


g) Die Induktionsbehauptungen werden fiir p = 0 bewiesen: 

1h: Fir Q€C, ist 7(Q) = 59 wo(Q) = Yo @o(Q). Durch a, = x wird 
Yo My analytisch in F fortgesetzt. Die Vielfachheit der Abbildung 2, sei &,(Q). 

2: Es enthilt w>*(M) keinen inneren Punkt. Auf w>'(A) = F — w>(M) 
ist 7 = 5) @) = Tt wy pseudokonform. Also ist S, ein Teil von w;'(M) und 
hat keinen inneren Punkt. Nach Satz 7.1 ist S, leer oder eine rein 2-dimensio- 
nale analytische Menge aus F, und U, = F — S, wird durch x, pseudokonform 
in H, abgebildet, wobei 


(15.59) Mo (U 4) \ %9(Sq) = 9 
ist. Nach Satz 14.1 und der Ubersetzungstabelle ist 
(15.60) To(Q) = 4(Q) = by w9(Q) = yo to*(G) = x1(Q) 


fiir Q € t)(A), wobei x die offene Menge *A, = A,¢ H pseudokonform in F 
abbildet. Daher ist 

(15.61) My(Q) = x*(Q) fiir Q € x(Ay) , 
woraus U, 2 x(A,) folgt. 

Angenommen, es gibt einen Punkt P, ¢ U,— (Ay), 80 ist Yy = x(P,) & 
€ H— A, = M,. Also gibt es eine rein 2 dimensionale analytische Menge 
CcCG@ und eine Punktmenge DCC ohne Hiaufungspunkte, so daB + auf 
C—D regular ist und 6,(R) = 1(R, G) = Q, fir RE C—D gilt. Also st 
C — D in A, enthalten. Fiir R* €t,(C — D)¢C, ist 


(15.62) Mo(R*) = dg W(R*) = Qy 


konstant, weswegen &,(R*) positiv fiir R* ¢ 7,(C ct D) ist. Es liegt 1,(C — D) 
in Sy, woraus 


(15.63) (Po) out Vo € o(U 5) \ 7q(So) =0 


folgt, was falsch ist. Also ergibt sich U, = x(Ay). 

3, ist auch erfillt. 

h) Ist die Behauptung fiir alle p « A" mit 0 < wu < v bewiesen, so werde sie 
fiir p = (P, q) € A” bewiesen. 

1,: Durch 2, ‘wird F mit der Vielfachheit £, auf die Teilmenge 2,(F) 
von H, abgebildet. Durch a, wird dabei U, in jA, © ’A, abgebildet. Die 
Menge S, = F — U,, auf der &(Q) > © ist, hat keinen inneren Punkt. Im 
Punkt P wird der o-ProzeB 


Hq, ‘Ap, P, op 
(15.64) S,=S os By, Ny», of 
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ausgefiihrt. Die Voraussetzungen von Satz 10.16 und seiner Anmerkung 1 
sind erfiillt, wie die folgende Ubersetzungstabelle zeigt : 


Satz 10.16 H| x | g | H | @ | B| A | N | M 


Hier |F 1 | & |nq(F)| Ha Uq | ‘dp | Sq  (P}| & | F 
| 2 Vl wl ry lw | 


B 
By | Ny | 





Satz 10.16, Sy | oy | 


A 
Hier Sp Op | Hy | 





vp | a | gp | 

Durch x, wird F analytisch in H,, abgebildet. Die Vielfachheit von 2, 
in Q sei €,(Q). Fir Q€ C0, U, ist 
(15.65) Tp(Q) = op %q(Q) = Sp Yq o(Q) = 7p Mo(Q) - 


Durch o, wird C, analytisch in A, und durch y, wird A, analytisch in H, 
abgebildet. Daher ist y, w. auf C, analytisch und es gilt: 


(15.66) My(Q) = Yp o(Q) fir QEC,. 

2,: Es ist 
(15.67) E,(Q) => &,(Q) fir Q¢«F, 
(15.68) &,(Q) > &(Q) fir Q € ay *(P). 


Also ist S, — {Q|&(Q) > 0} CS, eine rein 2-dimensionale analytische Menge 
aus F oder leer. AuBerdem folgt 


(15.69) U, - F—S,2F—S, = U,2 U, = x(Ay). 
Fir Q € 2, (Cg U,) ist 
(15.70) Og Mp '(Q) = Wo we yp '(Q) = 5p(Q) - 


Die Abbildung w, z,' ist auf x,(U,) erklart und analytisch, also verhilt sich 
dort 6, regular und es ist 


(15.71) ty(Uy) S jAy - 


Nach d) ist einerseits MU T,, andererseits ¥p(N,) die Menge der singularen 
Punkte von 0,. Weil auBerdem N, ¢ Ag ist, folgt 


(15.72) M, YU yi = p(Np) SY p t(N,) = Xp t(N,) . 


Auf N,, hat , eine positive Vielfachheit, also hat auch y, m) = 2, auf t9(N, ») 
eine positive Vielfachheit, woraus t,(N,y) ¢ S, und M,U T, C2,(S,) folgen. 

3p: Nach Definition von x, ist 2,(Q) = op 2,(Q) fiir Q€ U,. Die tibrigen 
Aussagen von 3, sind schon bewiesen. 

Damit ist die Induktion durchgefiihrt. 

i) Fiir p < Av mit vy = 0 wird V, = ay" (jA,) gesetzt und 


(15.73) F=U UV, 
v=0 pea” 


behauptet. Ist niimlich R ¢ F -- U UV,, so ist R¢U, fiir alle p <A” und 


r-0 pea” 
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v=0,1,..., weil V, die Menge U, umfaBt. Es ist 
(15.74) P, = 1(R) < H—jAyg= H—A,= My, 


womit sich p, = (P,,0)¢ A" ergibt. Wenn schon p,= (P,, p,.,) 4” mit 
P,= my, (R) € M, konstruiert ist, so werden P,,, = a, (R) und p,,, 
= (P,,,, P,) gesetzt. Nach 3, erhalt man wegen P, = Tp (R) die Abschatzung 


(15.75) &, (R) < & (R). 
Andererseits ist 
(15.76) Op (P,,,) = Op, mp (R) = ay (R)- 


Daher hat Op. in P,,, eine positive Vielfachheit, weswegen P,,, ‘ Ny, ist. 
Man erhilt 
(15.77) Py ia = My (R) € a, (F)— ay (Vy) C Hy —jAy 
zusammen 
(15.78) P,41 € Np, 0 (Hy, —i4y,) = Np, —idy, = Np, — dy, ~ My, 
gemaB B 2. Es folgt 
(15.79) Post = (Pri Py) CA. 
Man hat eine unendliche Folge p, < --- <p, ~-+-- mit 


&, (R) > &, (R) >+++> &, (R) >> 0 


konstruiert, was unmdglich ist. Daher ist F= U U V., w.z. b. w. 
v=0 pe d*® 
j) Durch a, wird V, analytisch in jA, und durch 1, wird jd, pseudo- 
konform auf C,¢F abgebildet. Also wird V, durch t, 2, analytisch in 
C, ¢ F abgebildet. 
Fir Q ¢ U, und p = (P,, .. . , P;, 0) ist 


(15.80) Op, ee Op 2,» (Q) ad o(Y) €j7Ag . 
woraus 
To (Q) = IpOp,---Op, eo (Q) 
(15.81) = Tp Op, - .- Op, Op, . ° - Op 2,(Q) 
= Tp My (Q) 
folgt. Eine eindeutige analytische Abbildung 2 wird also von F.- U UV, 
r—-0 pa’ 
in F durch 
(15.82) a(Q) = Ty 2,(Q) fir Y« V, mit p « A” 
definiert. Fiir Q ¢ t,(A) ist 7(Q) ¢ BC jAg also 
(15.83) 1(Q) = To Ay(Y) = Ty Oy (QO) = To T Mo (Q) - 


Damit ist die Abbildung 2 gefunden. die in den Behauptungen ( auftritt. 
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Entsprechend JaBt sich t,v @, analytisch zu einer Abbildung z von F 
in F fortsetzen. Auf t,(A) ist 


(15.84) 1 Ty(A) = ToT Wo To(A) = T) t(A) = To (B) 

also 

(15.85) 2% 2(Q) = TV Wo ToT Wo(Q) = Q 

fiir Q € ty(4). Da F — t)(A) = m; '(M) keinen inneren Punkt enthiilt, ist sogar 
(15.86) az2n(Q)=Q fir Q¢F 
und entsprechend 

(15.87) x2z(Q)=Q fir Q¢F 


Also wird F durch 2 pseudokonform auf F abgebildet. 

k) Nun werden die Behauptungen C bewiesen. 

C1: Ist # die Menge der Punkte aus G, in denen die Modifikation M 
nichts aindert, und # die Menge der Punkte aus H, in denen die Modifikation M@— 
nichts andert. so ist nach Satz 5.7 


(15.88) E — 1(E,@) = 5,(B), E = v(E, H) = 6,(B). 
Auf E baw. E sind 4, bzw. 6, pseudokonform. Man setzt 
(15.89) E=1(E) und E=1,(Z). 

Fiir Q € t,(A) ist 

(15.90) 1(Q) = ToT Wo(Q) = To Jo wo(Q) - 


Wegen wo (B) = EC jAg, 59(B) =.£ S Ag, T(Z) = E erhalt man fiir Q¢ BE 
durch analytische Fortsetzung 
2(Q) = To 5q Wo(Q) 

(15.91) = To £(Q) 

= £71 wo(Q) = 47 65 ' x(Q) 
und 
(15.92) m(E) = t, b9 (EZ) = £. 
Damit ist C 1 bewiesen. 

C 2: Ist wo(P) die Vielfachheit der Abbildung 4,, so ist 

(15.93) K,= {P| Wo(P) > 0, PéeA CoM 
eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus A, oder leer. Die abgeschlossene 
Menge M umfa8t K, und hat eine Umgebung U, in der eine M enthaltende, 
héchstens 2-dimensionale analytische Menge M* liegt. Da M* 2 K, ist und 
K, in Ag abgeschlossen ist, wird K, durch K, analytisch in @ fortgesetzt. 
Es ist K, eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus @ oder leer. Also 
ist », '(K) eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus F oder leer. Nach 
Satz 13.1 ist wm, '(M,) = F — w>'(Ay) = F — Cy = N, ebenfalls leer oder eine 
rein 2-dimensionale analytische Menge aus F. Es ist 


(15.94) G—E-—(A,—E)U(M,—E) = Ky M,= Kyu M,. 
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Nun erweist sich 
N = F—B = w21(@)— w2"(B) = wz (G— E) 

= w5'(KyU My) = w5' (Kyu My) = w5*(Ky) Uw! (M,) 


entweder als eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus F oder als leer. 
Ist entsprechend w,(P) die Vielfachheit der Abbildung 6, und wird 


(15.95) 


(15.96) K,={P|y(P)>90, P«€ Ao} 
gesetzt, so ist 
(15:97) N = F—E = "(Kyu My) 


entweder eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus F oder leer. AuBer- 
dem ergibt sich 

(15.98)  2(N) = 2(F—E£) =2(F)—2(£)=F-—E-= 5 

Die Aussagen C, und C, sind bewiesen. Damit haben sich alle Behaup- 
tungen des Satzes als richtig herausgestellt, w. z. b. w. 

Beweis des Zusatzes. Die Mannigfaltigkeit H, = G habe eine abzihl- 
bare Basis der offenen Mengen. Ist nun schon bewiesen, daB H, fiir alle p ¢ A+ 
mit 0 < 4< v—1 eine abzihlbare Basis der offenen Mengen hat, und ist 
p = (P, q) € 4’, so geht H, aus H, durch einen o-ProzeB in P hervor. Also 
hat auch H,, eine abzihlbare Basis der offenen Mengen. Nach c) im Beweis 
zu Satz 15.1 ist 

H, B, Ny yp 
(15.99) mM, = M(H" Be ved) 
eine beiderseits offene und meromorphe Modifikation, bei der sowohl H als 
auch H, eine abzihlbare Basis der offenen Mengen haben und die Menge der 
singuliren Punkte von 6, die Menge H, —jA, = T, M, ist. Nach Satz 9.4 
hat 7’, M, keinen Haufungspunkt. Entsprechend hat auch M, 7, keinen 
Haufungspunkt. Es folgt 


(15.100) 7, = op((T, 0 M,) 0A, = op((T,U M,)'A,) fiir p = (P.q) €4", 
(15.101) Zp = op(Lq U0 My) Ay) = op (Lg My) Ay) fiir p = (Pq) € 4", 


w. z. b. w. 








Den obigen Satz kann man auch so formulieren: 
,»,Durch beiderseitiges Einsetzen eines o-Baumes 3 bzw. % bei der beider- 


‘ — G, A, M, 
seits offenen und meromorphen Modifikation M ( H. BN ‘ 


(bis auf analytische Aquivalenz) dieselbe Mannigfaltigkeit F.“ 
Achtet man bei dieser Formulierung aber nicht auf die Art, wie die 
o-Baume S und % aufgebaut sind, so wird der Satz trivial. Man hat ja nur 


bei einer beliebigen Modifikation ( 2 = es *) die o-Baume so zu wahlen, 
da8 immer M, = N, bzw. M, = N, mit M = M, und N = M, ist. Dann ist 
die Grenzmannigfaltigkeit F aquivalent zu B bzw. F zu A. Man hat also 
durch beiderseitiges Einsetzen von o-Baumen lediglich die Mengen M und N 


entfernt und so (bis auf analytische Aquivalenz) die gleiche Mannigfaltigkeit 


erhalt man 
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erhalten. Es kommt also darauf an, daB bei der Erzeugung durch o-Prozesse 
nicht M und N oder irgendwelche Teile davon ,,unnétig“ beseitigt werden. 
Man hat darauf zu achten, wie die o-Baume aufgebaut sind. Daher ist die 
Formulierung von Satz 15.1 so lang geworden. 

DaB die o-Biume Z und % sich in Satz 15.1 tatsichlich konstruktiv aus 
der gegebenen Modifikation aufbauen, daB keine Punkte unndtig entfernt 
werden und daB die Mengen M,, also die Anzahl der ausgefiihrten o-Prozesse 
méglichst klein gehalten werden, kommt in den folgenden Aussagen zum 
Ausdruck : 

1. Die Abbildung 64, ist in 7, M, singular, wobei 


(15.102) N,(T,U M,) = N,0M, = M, 
ist. 

2. Die Abbildung z bildet F auf (und nicht nur in) H ab. 

3. Die Abbildung 4, ist in 7’, M, singular, wobei 
(15.103) Ny,V(P, VU My) = Np, = Uy 
ist. 

4. Die Abbildung ; bildet F auf (und nicht nur in) G ab. 

Die Voraussetzung, daB die meromorphe Modifikation IM beiderseits 
offen ist, besagt nun gerade, daB bei den Modifikationen 2 und M-* keine 
Punkte ,,verloren‘“‘gehen. Es zeigt sich, daB diese Voraussetzung nicht nur 


des Beweises wegen erforderlich ist, sondern auch verniinftig erscheint, um 
eine nichttriviale Aussage zu erméglichen. 


§ 16. Die Erzeugung meromorpher Modifikationen bei abzihlbarer Basis 
der offenen Mengen 
Haben bei der  beiderseits offenen, meromorphen Modifikation 


M= M + - = ‘) die Mannigfaltigkeiten G und H je eine abzahibare Basix 


der offenen Mengen, so haben nach dem Zusatz zu Satz 15.1 die Mengen 
M,T, und M,UT, keinen Haufungspunkt. Dies legt die Vermutung 
nahe, daB sich dann die Modifikation M auch erzeugen laBt, indem man beider- 
seits je eine Folge von o-Prozessen in Mengen M, (bzw. M,) ohne Haufungs- 
punkte ausfiihrt, ahnlich wie dies in Satz 12.1 geschehen ist. Diese Ver- 
mutung wird sich bestatigen. 

Satz 16.1. Ein o-Baum mit Mengen M, ohne Hiufungspunkte. 

Voraussetzung. Beim o- Baum & = [H,, A,, ‘Ay, B,, N,] mit dem Index- 
baum <(I*, A”, M,) und dem j-Operator jS = S—T,, mégen die Mengen M, 
in H,, keinen Hiiufungspunkt haben. 

Behauptung. Auch die Mengen T,, haben in H, keinen Hiufungspunkt. 
Es ist 


(16.1) a = op((T, J M,) CN ’A,) fiir p= ‘te q) cA. 
(16.2) Ms Gl: 
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Beweis. Weil 7, leer ist, gilt die Behauptung fir p= 0. Ist die Bo- 
hauptung fir alle p ¢ 4* mit 0 < 4 < »—1 bewiesen, so werde sie nun fir 
p = (P, q) € A” bewiesen. Da T,\ M, keinen Haufungspunkt hat, so hat auch 
(16.3) T, 0 B, = op((T, My) \'A,) 


keinen Haufungspunkt in B,. Fiir eine offene Umgebung U von P ist 
(T,U M,)\'A, OU leer. Es ist V = vz'(U) eine offene Umgebung von N 
und 7’, B, 7 V leer. Folglich ist 

(16.4) T, - T,\B,°H,—V¢H,—N,=B, 

also 

(16.5) T, = op((T,U My) 'A,) 0 B, = op((T,\ Mg) \'Ap) 

und 

(16.6) M, = M,— B,° M,—T,=jM,¢ M,, 


Pp 


womit sich M, = jM, ergibt, w. z. b. w. 
’ Satz 16.2. o-Baum und Folge von o-Prozessen in Mengen. 
Voraussetzung. Hin o-Baum® = [H,, A,,'A,, B,, N,] mit dem Index- 
baum <I”, A", M,) und dem j-Operator 5S = S—T,, sei gegeben. Als Teil- 
menge von H, habe M, keinen Hiufungspunkt. 
Behauptung. Es gibt eine Folge 4-dimensionaler komplexer Mannig- 
faltigkeiten H’ (vy = 0,1, 2,...), 80 daB gilt: 
1. In H” liegt eine Menge M” ohne Héaufungspunkte und A’ = H’ — M” 
ist offen. 
2. Es ist 
(16.7) H°=H,,, M°=M,, A®*=A,. 


Fiir v > 0 ist 
(16.8) nn Ml an ee oP, cal 
ein o-Prozef in der Menge M”'. 

3. Fiir y>1 ist N” 2M’. 

4. Zu jedem p¢A” mit v>0 gibt es eine pseudokonforme Abbildung a,, 
die die offene Menge jH, auf H,¢ H” so abbildet, daB fiir » = 1 gilt: 


H’ = BU U,, H,7\M’ = 2,(M,), 
pear a 
(16.9) A’ = Bu U ap (94,), H, 7 B’ = «,(jB,) , 
pe as 
M’ = U ap(Mp) » H,\ N’ = a,(N,) . 
Pp LZ 
Fiir vy = 0 ist a,(Q) = Q die Identitat. Fiir p = (P, q) € A” mit »y2>1 ist 
(16.10) G,~1 &q(Q) = a» op(Q) fiir Q €7A,; 
wenn man ° 
(16.11) Op (Q) = vp (Q, H,) fiir Q € H, 4 
(16.12) 6,-1(Q) _ v,-1(Q, H’) fiir Qe H” 
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setzt, so ist 

(16.13) aq Op (Q) = 8-1 a (Q) fiir Q €jH, . 
5. Nach Satz 13.1 lassen sich die Grenzmannigfaltigkeit F und darin die 

Mengen F,,, C,, N, und die Abbildungen t,, w, bestimmen. Eine pseudokonforme 

Abbildung t, bildet A’ auf C’= U U C, ab. Fiir v = 0 ist t, die durch den 


p= 0 pea” 

a-Baum B gegebene Abbildung t,. Fiir v > 0 ist 
(16.14) t-1(Q) = 1, 0,-1(Q) fiir Q€ AP, 
(16.15) t,(Q) = T,-1 v,-1(Q) fir Qe B. 
Fiir p € A” und Q € a(jA,) ist 
(16.16) t,(Q) = t, a *(Q). 

6. Eine analytische Abbildung w, bildet F auf H” ab, wobei 
(16.17) w,(Q) = t;(Q) fiir Q EC", 
(16.18) w,-1(Q) = 8,-, w, (Q) fir Q€F mity=1, 
(16.19) w,(Q) = o,-, w,-1(Q) fiir Q¢ C’ mit y=1 
gelten. Fiir p € A” und Q € F, ist 
(16.20) Ay Wy(Q) = w,(Q) . 


7. Die Menge N’ = F —C” ist entweder leer oder eine rein 2-dimensionale 
analytische Menge aus F, auf der w, eine positive Vielfachheit hat. 

Beweis.* Die Behauptung werde durch Induktion nach » bewiesen. 

I. Die Behauptung ist fiir y = 0 richtig: © 

1, und 2,: Es sei H® = H,, M° = M, und A®= Ay. Nach Voraussetzung 
hat M, keinen Haiufungspunkt. 

3, ist die leere Aussage. 

4,: Die identische Abbildung «.(Q) = @ bildet jH, = H, pseudokonform 
auf H® ab. 

5): Da M, nur aus isolierten Punkten besteht oder leer ist, da also M, 
eine analytische Menge aus H, mit dim M, < 2 ist, lassen sich nach Satz 13.1 
die Grenzmannigfaltigkeit F und darin die Mengen F,, C,, N, und die Ab- 
bildungen t,,@, bestimmen. Die Abbildung 1, bildet A, pseudokonform 
auf C°= C, ab. Fiir Q ¢ A® ist t a> 1(Q) = t)(Q). 

6,: Durch w, wird F = F, analytisch in H® = H, abgebildet, wobei gilt: 


(16.21) w9(Q) = t*(Q) fir Q€C°, 
(16.22) A Wo(Q) = wo(Q) fir Q¢F = F,. 


Es ist (0°) = A, Fir P¢ M° = M, ist p = (P,0)¢A'. Da T,U M, nur 
aus isolierten Punkten besteht oder leer ist, gibt es einen Punkt Q ¢ NV, jAy,. 
Fir ihn ist P = #p(Q) und R = 1,(Q) €C, CF, ¢F. Also gehért der Punkt 
@(R) = bp w,(R) = bp w, t,(Q) = Bp(Q) = P zu w(F). Man hat 


@o(F’) 2 wo(C®) U w(F) 2 Ag My, = H® also w,(F) = H°. 
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7p: Auf N,- F—C,=F—C®* = N® hat a, eine positive Vielfachheit 
und N° ist entweder leer oder eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus F.. 
II. Ist die Behauptung fiir alle u in 0 < uw S v —1 richtig, s0 werde sie fiir 


pe = v bewiesen. 
Durch den o-ProzeB 
P H’-', A’-1, M’-), ed 
(16.23) S,1= 6( H’, Br, NY, =< 


werden H”’, B’, a,_,, v,-, und N” definiert. 
a) Die Abbildung a, werde fiir p = (P,q)¢A” konstruiert. Dazu wird 
Satz 10.16 mittels der folgenden Ubersetzungstabelle angewandt. 





Satz10.16 | H | x | HA 6] G@ | Bl AlN |shU 
Hier 


| {Hp |q0p| op | agOp(jHy) | H-*| jBp| Av*| Ny | Me 
Satz 10.16 | Sw | ow | # | B | ¥ | ow | | | y | & 
Hier | Ss (O,-, | 


a a 7 
Ne | wy Np | i Hp | %p | ¥p 





¥ 


Setzt man #p(Q) = vp(Q, H,) fir Q¢ H,, so wird jH, = 7B, U N, durch #» ana- 
lytisch auf jA,\/{P} abgebildet. Fir q = 0 ist jA,\/ {P} C H, = jH, = jH,, 
fiir q ¢ A”? mit »—1 > 0 ist 7, ¢jB, also 


(16.24) jAgU{P} $344U My = 94, VIM, = fH - 


Durch a, wird jH, pseudokonform in H’- abgebildet. Also wird jH,, durch 
%@p analytisch in H’-! abgebildet, und zwar mit einer Vielfachheit ¢,, die 
mit der Vielfachheit von #, tibereinstimmt. Also ist 


0 fir P¢jB,, 
aan %»(@) = i fir P< N,. 
Die offene Menge 7B, ¢jH, wird durch a, #p pseudokonform auf 
(16.26) tq Op (jBy) = &q vp (jBy) = aq(jAq) SA” 


abgebildet. Die Menge NV, = jH, —jB,, auf der y,(Q) = 1 ist, enthilt keinen 
inneren Punkt. In M’-! = H’-1 — A’- wird der o-ProzeB 


H’-1, AP, M’-1, @,_, 
(16.27) 61-6 ("pe BY, N, J 


ausgefiihrt. GemaB der Anmerkung 2 von Satz 10.16 sind die Voraussetzungen 
von Satz 10.16 erfiillt. 

Die Abbildung «,, die man als Fortsetzung von o,_, «, #p erhilt, bildet 
jH, analytisch auf H, ¢ H” ab, wobei ihre Vielfachheit 
(16.28) vp(Q)= 9(Q)=9 fir Q€7B,, 
(16.29) vp(Q) < vp(Q) fir Q € Op a= *(M’ 4 A) 
ist. Nun gilt «, ®p(N,) = a, ({P}) £ a4(M,) ¢ M’™, also ist 


(16.30) 0 < yp(Q) < y,(Q) =1 fir Q¢N,. 


21* 
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Folglich ist y, in 7H, identisch Null, d.h. 7H, wird durch «, sogar pseudo- 
konform auf H, ¢ H” abgebildet. Fir Q ¢jA, ist 


(16.31) O,-1 a4 (Q) = O,-1 % Op op(Q) = Lp op(Q) 
und 
(16.32) Xq Op (Q) = 0,-1 0-1 % Op (Q) = I,-1 a» (Q) . 


Vermége analytischer Fortsetzung gilt «, #p = 0,_, a, sogar auf jH,. 


b) Nun wird «,(jB,) = H, 0 B’ und a,(N,) = H,\N’ fir p = (P, q) € a” 
mit y=>1 behauptet. Es ist nimlich 


(16.33) O41 a» (N,) = aq Op(N,) = ag ({P}) C ag(M,) ¢ M’-', 


also 
(16.34) a,(N,) ¢d-',(M’-') = N’. 
AuBerdem ist 
(16.35) a» (jB,) = 0,1 % Pp (jB,) ¢ B’. 
Da jH, = 7B, N, durch a, pseudokonform auf H p abgebildet wird, ergibt sich 
(16.36) ay (jBy) = Hy \B", a(N,) = Hy AN’. 
c) Es wird H’= BPUU H, behauptet. Ist niamlich Q¢€N’, so ist 


pea” 
P=90,,(Q)¢M’-'= U a,(M,). Also gibt es ein q¢A’~' und einen 
qe4r-? 
Punkt R ¢ M, mit a,(R) = P. Es gehért p = (R, q) zu A’. Es ist {R} = 0,(N,), 
also 
(1637) {P} = a Op (Ny) = 4 ap (Ny) = 0,4 ( VN"). 
Es ist «,(N,) eine irreduzible analytische Menge der Dimension 2, die durch 


#,_, auf P abgebildet wird. Nach Satz 10.14 Behauptung 2 besteht aber 
6-1 (P) aus genau einem irreduziblen Teil. Dahér ist 


(16.38) 051, (P) = a(N,) = HAN’, 
also 
(16.39) Q € 0-1, (P) = a (N,) = HN’. 
Man erhiilt 
(16.40) 9-H’ = BUNS BO U(A,AN) ¢ BUUA, CH’, 
pea’ pea”. 
also 
(16.41) H = BUUA,. 
pe 4” 


d) Wenn p = (P,q)¢€A” und r=(R,n)¢€A” verschieden sind, so ist 
&q(P) + a,(R). Es sei nimlich m = p\t mit 


(16.42) p = (P,,..., P,, m) mit P,= P, 
(16.43) Pp. = (P,,.--, Pa, m) firAsusyr, 
(16.44) r= (R,,..., Ry, m) mit R,=R, 


(16.45) t, = (R,,-.., Ry m) fir A<psyv, 
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wobei R, + P, ist. Nun erhilt man 

G,-1..- BO, a(P) = 0.4... 8-2 ay (P,) 
= 0,,...0,5 Sp _. Op (P,) 
=0,,...8,, ay (Pa) moe a 
= O4 ty (Pa+1) 
= Om Op (Pass) 
= O&m(P,) . 


(16.46) 


Entsprechend erhélt man 
(16.47) O41 eee 0,-s a, (R) = Om (R,) ° 


Da R, € M,, und P,¢ M,, verschieden sind und da jH,, 2 M,, durch «,, pseudo- 
konform in H*-! abgebildet wird, ist 


(16.48) Oy (Ry) + Om (Ps) , 
also auch 
(16.49) ay (R) + a4 (P) . 


e) Setzt man M’ = U a,(M,), 80 wird H,-\ M’ = a,(M,) dehauptet. Sind 
€4” 


e 
nimlich p = (P, q) und r = (R, n) verschiedene Elemente von A’, so ist 


(16.50) B,-1 (p(y) \ a (Ne)) = {aq(P)} A (en (R)} = 8 

also 

(16.51) ap (N,)\ a,(N,) = 8 fiir p € A’, ¢ € A” mit p +r. 
Nun gilt 


tty (My) \ Hy ¢ a&p(Ny) 0 (ae(Ny) U ae (5B,)) 


aeaees = tiy(Np) A ¢(jB,) SN’) BY = @ 


fiir p + r, also 
(16.53) a,(M,) \H, = 8 fir p+r. 
Man erhalt “ Rs 
A,A\M’ =U [a,(M,) > Ay) 
rea” 
(16.54) = H,\a,(M,) 
= a,(M,). 
f) Es ist M’ = A a(M, ys J p(X > )cN’. 
g) Setzt man Y Bu } "ap ip), so ist A” offen und A” = H’ — M’. 


Da niamlich die offene Monee 44> durch «, pseudokonform auf «,(jA,) ab- 
gebildet wird, ist «,(jA,), also ondh B’ U a,(jA,)-= A” offen. Es gilt 
pea” 


A’) M? = APAN'OM’C UU [a (f4,) > ay (M,)] 
ped red” 


(16.55) -u (ap (jA,) A a» (M,)) 
P ’ 

= U a, (jA, M,) =9 
pcar 
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Der Durchschnitt A’ -\ M”’ ist leer. AuBerdem ist 
A UM > Bu U [a,(jA,) U a, (M,)] ( 
ped” 
BP U a,(jA,U M,) 
rea” 
BU a,(jA,UjM,) 
pear 


(16.55) 


ie ee 


i] 


B's VU a,(jH,) 
pea” 


= Bu A, = H’, 
pea” 

woraus H" = A’\) M’ mit A’, M’ = @, also A” = H’ — M” folgt. | 

h) Es hat M” keinen Héufungspunkt. Angenommen, Q, ist ein Haiufungs- 
punkt von M’. Dann ist Q,¢ M’, weil M’ = H’— A” abgeschlossen ist. 
Fir ein p € A” ist Q) € «,(M,) = HH, M’. Es gibt eine Folge Q* ¢ M” mit 
@ + Qo, die gegen Q, strebt. Als pseudokonformes Bild der offenen Menge 
jH, ist H, offen. Fiir A> A, ist also Q* ¢ H,7-\ M’ = a,(M,). Es strebt 
a? (Q*) > as *(Qy) fiir A— co, wobei as !(Q*) ¢ M, mit a>*(Q*) + a5 1(Q)) 
fiir A> A, ist. Daher hat M, einen Haiufungspunkt, was falsch ist. Folglich 
hat M” keinen Hiufungspunkt. 

Die Behauptungen 1, bis 4, sind bewiesen. 

i) Nun werde 5, bewiesen. Durch t,, v,; wird B’ pseudokonform auf 


v-1 
(16.56) Ty-1 v,-; (B") = T,-3(A’-*) = G- 9 U U Cy 

u=0 pea" 
abgebildet. Durch 1, a," fir p¢A” wird «,(jA,) pseudokonform aut 
t,(jA,) = C, abgebildet. Fiir p = (P, q) ist 


(16.57) B’r\ a, (jAy) = & (7B) = ap Gp (JAq) = 4,-1 %q(JAQ) . 
Es gibt zu Q ¢ B’r\a,(jA,) genau einen Punkt R €7A, mit 
(16.58) as? 8,-1(Q) = Op a (Q) = R, 

(16.59) 0,-1 %(R) = a, ap(R) = Q, 

(16.60) B,-1(Q) € aq (7AgQ) - 

Also ist 


(16.61) Tp by , (Q) _ Tp Op (R) = Tq (R) _ Tq ag? 0,-1(Q) = t,-1 8,-1(Q) 
fir Q ¢€ B’-\a,(jA,). Da N’ = H’— B’ eine héchstens 2-dimensionale ana- 
lytische Menge ist, wird A’ = B’\ U a,(jA,) durch 

pea” 


{ tT» ap *(Q) fiir Q € a(jA,), 

16.62 = 
=, HO Ve 8-10) fir Q¢ B 
pseudokunform auf C? = CL U C, = UU C, abgebildet. Es ist 

pea” u=0 ped” 
(16.63) t,(Q) a t,-1 8,-1(Q) fiir Q € B > 
(16.64) t,-1(Q) oe o,-1(Q) fiir Q € oe ’ 
(16.65) Tp % '(Q) = 1,(Q) fiir Q € %»(jA,y) mit p 


Die Behauptung 5, ist bewiesen. 
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j) Ist p € A” und t = (R,, .. ., Rysy, p) € A" mit w= v, 80 wird 
(16.66) Or +: - Ox (GH, ¢jH, 
behauptet. Fir uw =v, also r= p, ist die Behauptung jH, = jH, richtig. 


Ist die Behauptung schon fiir ~ —1 2 yv richtig und r = (R,,,. . ., R,,,, p) € 4 
gegeben. so wird q = (R,_,, .. ., R,.;, p) gesetzt. Es ist 


Op (Ay) - On GBLON,) = jA, U {R,,} 


16.67 ee Oe 
omer ¢ j4gU My = j4qUIM, = jH . 


womit 
(16.68) Op. a On On, GH) 4 Or, ‘4 Op, GH,) ¢ jay 


folgt. 
k) Es wird w,(F,) = jH, behauptet. Fir p ¢ A” ist nimlich, wenn man 
t= (Rt... ., R,.1. p) setzt, 


@,(F,y) = U w,(C,) = 4 Op, --- Px, o,(C;) 
tepP 


rap 
(16.69) = U Dr eee Op (iAd) 
r2P 
¢ Ud re Ox (JH) < jH,. 
t2Pp 
(16.70) (Fy) 2 wy(Cy) = JA, - 


Fir R ¢jH,—jA, = jM, = M, iste = (R, p) ¢ A” und C, ¢ Fy. Da M, keinen 
Hiufungspunkt hat, gibt es einen Punkt Q ¢ N,— M, = N, Ay = N,OjAp,. 
Fiir ihn ist R = 0p(Q) und P = 1,(Q) €C, ¢ Fy. Also gehért der Punkt 


(16.71) @,(P) = 0, 0,(P) = bp ©, t(Q) = On(Q) = R 
mM w,(F,). Man erhilt 
(16.72) (Fy) 2jAy~ GH, —jA,) = JH, - 


Insgesamt folgt w,(F,) = jH,. 

1) Nun wird 6, bewiesen. Fir p ¢ A’ wird F, durch , analytisch auf 
jH, und jH, durch a, pseudokonform auf H,¢ H” abgebildet. Also wird 
F,, durch «, w, pseudokonform auf H, abgebildet. Fir Q € C,, ist 


(16.73) Ay Wy(Q) = ay tT, '(Q) = 17 '(Q). 
Vermége analytischer Fortsetzung gilt 
(16.74) My Wy(Q) = t,*(Q) fir Qc FC". 


Da F—C’'C F—C®= N° eine héchstens 2-dimensionale analytische Menge 
ist, wird 


(16.75) CU UF,=U UC,UU UC,=F 
pea” w= O pest pm pest 
durch 
(16.76) w,(Q) = |" @,(Q) fiir Q < F, mit p ¢ A’, 


t, '(Q) fiir Q € C’ 
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analytisch auf A’ U H, = H’ abgebildet. Fir Q ¢ C’-? ist 


pe 4” 
(16.77) w,(Q) = 7 *(Q) = v4 1 (Q) = 6,1 o,1(Q) 
(16.78) o,-1(Q) = 8,-1 @, (Q) . 
Vermiége analytischer Fortsetzung gilt: 
(16.79) ,-1(Q) = 3, w,(Q) fir Qe F. 


Die Behauptung 6, ist bewiesen. 

m) Es werde nun 7, bewiesen. Es ist wi,(C”)=1;1(C’)= A’. Da 
N’ = F—C’cF—C%= N° keinen inneren Punkt hat, hat nach Satz 
7.1 jeder Punkt P¢ A” nur einen Urbildpunkt w;>'(P) in F, also ist 
w,(C”) A w,(N”) leer. Fir Q € N’ ist 
a» (Q) = ap * w,(Q) € ap * (w,(N") \ Hy) 

Ca;'(M’r\H,) = M, fiir ein p € A’; 
also hat w, in Q eine positive Vielfachheit, weswegen w, in Q eine positive 
Vielfachheit hat. Nach Satz 7.1 ist N’ eine rein 2-dimensionale analytische 
Menge aus F oder leer. 

Damit ist die Induktion durchgefiihrt, w. z. b. w. 

Zusatz zu Satz 16.2. 

Hat H, eine abzihlbare Basis der offenen Mengen, so bestehen die Mengen M” 
aus héchstens abzihlbar vielen Punkten und H” sowie F haben eine abzihlbare 
Basis der offenen Mengen. 

Beweis. Es hat H® = H, eine abzahlbare Basis der offenen Mengen. 
Da M® eine Menge ohne Haufungspunkte ist, besteht M® aus héchstens 
abzihlbar vielen Punkten. Ist die Behauptung schon fiir y —1 > 0 bewiesen, 
so hat M’~! héchstens abzihlbar viele Punkte und H’-! eine abzihlbare 
Basis der offenen Mengen. Da H’ aus H’~' durch einen o-ProzeB in der héch- 
stens abzihlbaren Menge M’~! hervorgeht, hat auch H” eine abzahlbare 
Basis der offenen Mengen und M” besteht als Menge ohne Hiufungspunkte 
aus héchstens abzaéhlbar vielen Punkten. 

Da A’ ¢ H” pseudokonform durch 1, auf C” abgebildet wird, hat auch C” 
eine abzihlbare Basis der offenen Mengen. Also hat 


(16.80) 


(16.81) uc’=U UC,=F 
v=0 w=0 pe 4 
eine abzihlbare Basis der offenen Mengen, w. z. b. w. 

Nun kann der Satz iiber die Erzeugung meromorpher Modifikationen 
zwischen komplexen Mannigfaltigkeiten, die eine abzaihlbare Basis der offenen 
Mengen haben, bewiesen werden. 

Satz 16.3. Die Erzeugung meromorpher Modifikationen. 


“— G, A, M, , 
Voraussetzung. Die Modifikation M= on (7 BN ‘) sei meromorph 


und beiderseits offen. Die Mannigfaltigkeiten G und H haben je eine abziéhlbare 
Basis der offenen Mengen. 
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Behauptung. 

A. Zu jeder Zahl v=0,1,2,... gibt es eine 4-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit H” und eine Menge M’ ¢ H’, so daf gilt: 

1. Es ist Hy = G und M,C M. Aus H’ wird H’*' durch einen a-Prozef 
in der abgeschlossenen Menge M’ gewonnen: 
(16.82) ©, <0 (Eo de kc 

2. Fiir y>1 ist M’C N” und B’C A’. Die Mengen M” haben fiir v= 0 
keinen Héiufungspunkt in H’ und sind héchstens abzihlbar. 

3. Fiir vy > 0 bildet eine analytische Abbildung 5,(Q) die offene Menge A’ 
in H ab. In jedem Punkt von M” ist 6, singulir. Fiir Q ¢ A ist 


(16.83) 6(Q) = r(Q) . 
Fiir Q « B’*' und » = 0 ist 
(16.84) 6,41(Q) a 6, v, (Q) . 


4. Es gibt eine 4-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit F mit abzdhl- 
barer Basis der offenen Mengen und fiir vy > 0 eine pseudokonforme Abbildung tr, 


von A’ auf C’C F, wobei F = U C” ist. Es gilt 


v=0 
(16.85) T,(Q) = T41 9,(Q) fiir Q¢€ A’, 
(16.85) Tr+1(Q) = t, v,(Q) firQc RB". 


5. Eine analytische Abbildung w, bildet F auf H’ fiir y => 0 ab, so daf gilt, 
wenn 0,(Q) = v,(Q, H”) fiir Q ¢ H” gesetzt wird: 


(16.86) w,(Q) = 7 *(Q) fiir QEC, 
(16.87) @,41(Q) =, w,(Q) fiir Q € C, , 
(16:88) w,(Q) - 6, @,+1(Q) fiir Q €F. 


6. Die Menge N* = F—C”, auf der w, eine positive Vielfachheit hat, ist 
entweder leer oder eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus F. 
7. Eine analytische Abbildung x bildet F auf H ab, wobei 


(16.89) — 2(Q) = 4, w,(Q) fiir Q € C” mit y>0 
gilt. Fiir Q € to(A) ist insbesondere 
(16.90) x(Q) = Tt w(Q) . 


B. Zu jeder Zahl v= 0,1,2,... gibt es eine 4-dimensionale komplezxe 
Mannigfaltigkeit H’ und eine Menge M’ ¢ H’, so da gilt: 

1. Es ist H, = H und M,CN. Aus H’ wird H’*' durch einen o-Prozp 
in der abgeschlossenen Menge M”’ gewonnen: 

. H’, A’, M’, 6, 

(16.91) ©, = 6 (gee geet, aes) 

2. Fiir v>1 ist M’CN” und B’C A’. Die Mengen M” haben fiir v>0 
keinen Héiufungspunkt in H’ und sind héchstens abzihlbar. 
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3. Fiir v > 0 bildet eine analytische Abbildung 6,(Q) die offene Menge A’ 
in G ab. In jedem Punkt von M’ ist 6, singulér. Fiir Q ¢ B ist 


(16.92) 5(Q) = v(Q). 
Fiir Q ¢« B’** und vy => 0 ist 
(16.93) 8,.1(Q) = 9, v,(Q) - 


4. Es gibt eine 4-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit F mit abzihl- 
barer Basis der offenen Mengen und fiir vy > 0 eine pseudokonforme Abbildung tr, 


von A‘ auf C’ CF, wobei F = U C ist. Es gilt 


v=0 
(16.95) T,41(Q) = t, v,(Q) fiir Q¢ Br. 


5. Eine analytische Abbildung w, bildet F auf H’ fiir v => 0 ab, so daB gilt, 
wenn 8,(Q) = v,(Q, H”) fiir Q ¢ H” gesetzt wird: 


(16.96) w,(Q) = 17 *(Q) fiir @€C’, 
(16.97) @,+1(Q) = g, w,(Q) fiir Q€C’, 
(16.98) @,(Q) = 8, m,.1(Q) fir QeF. 


6. Die Menge Ne = F—C”’, auf der ow, eine positive Vielfachheit hat, ist 
entweder leer oder eine rein 2-dimensionale analytische Menge aus F. 
7. Eine analytische Abbildung y bildet F auf G ab, wobei 


(16.99) 4(Q) = 4, w,(@) fiir Q« C’ mit v>0 
gilt. Fiir Q € t,(B) ist also insbesondere 
(16.100) 2(Q) = v w,(Q). 


C. Die pseudokonforme Abbildung t,t a. von t,(A) CF in F lapt sich zu 
einer pseudokonformen Abbildung x von F auf F fortsetzen, so daB gilt: 

1. Ist E die Menge der Punkte aus G, in denen die Modifikation M nichts 
dindert, und E die Menge der Punkte aus H, in denen die Modifikation M 
nichts dndert, und sind 


(16.101) B=1(b), B= 1H), 

8o gilt 

(16.102) n(E) = E, 

(16.103) (Q) = To 9 o(Q) = To x0) n 
= £1 m(Q) = 4" 65° x(Q) fiir Q ¢ EB. 


2. Entweder ist N = F —E leer oder eine rein 2-dimensionale analytische 
Menge aus F. Entweder ist N =F a leer oder eine rein 2-dimensionale 
analytische Menge aus F. 

3. Ist po(Q) die Vielfachheit der Abbildung d, und wo(Q) die der Abbildung 6, 
und wird 
(16.104) Ky ={Q| wl(Q@>9, QEAjscG, 


(16.105) Ko={Q2|yl@>9, QCA} oH 
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gesetzt, so ist 
(16.106) N= 5'(KyUM,y), N= wF'(Ky\/ My), 
(16.107) n(N)=N. 


Beweis. Die Voraussetzungen von Satz 15.1 sind erfiillt. Seine Aussagen 
werden mit denselben Bezeichnungen tibernommen. 

A: Da G und H eine abzihlbare Basis der offenen Mengen haben, so haben 
die Mengen 7, M, keinen Hiufungspunkt. Zum o-Baum B kann man 
also die in Satz 16.2 angegebene Konstruktion durchfiihren. die mit den- 
selben Bezeichnungen widerspruchsfrei tibernommen werden kann. Nach 
dem Zusatz zu Satz 16.2 bestehen die Mengen M” aux héchstensx abzihlbar 
vielen Punkten, und jede komplexe Mannigfaltigkeit H’ hat eine abzahibare 
Basis der offenen Mengen, was auch fiir die Grenzmannigfaltigkeit F gilt. 
Ks ist 
(16.108) F=-U UC,=U U UG,=UC'. 

p=O0 pe 44 r=O0n=0 pe A” reo 
Die Behauptungen Al, A2, A4, A5, A6 sind bewiesen. 

A3: Durch Induktion werde bewiesen, daB A’ durch eine Abbildung 4, 
in H abgebildet wird, fiir die gilt 
im Falle » = 0: 65(Q) = dy a7 *(Q) ~ 1(Q) fir QCA, 
6, a *(Q) fir  « a,(jd,) und pcAr, 
6,-18,-.(Q) fiir Qe Br. 

Fiir vy = 0 ist die Behauptung wegen «>'(Q) = Q richtig. Die Behauptung 
sei nun schon fiir 0 < ~ < vy —1 bewiesen. Durch 6, « ' wird «,(jA,) analytisch 
in H abgebildet, wenn p = (P, q) € A” ist. Es gilt 
(16.109) B’r\ ay(jAy) = &p(7 By) = ay Gp (JAq) = G,-1 Hq (JAQ) 

Zu Q ¢ B’r\a,(jA,) gibt es genau einen Punkt R ¢ jA, mit 


im Falle vy > 0: 6,(Q) = 


(16.110) ag? 8,-1(Q) = Op as '(Q)=R, 
(16.111) O,~; %q(R) = a,op(R)= 0. 
(16.112) B,-3(Q) © %q(jAq) . 

Also ist 


(16.113) 4, a5" (Q) = 0) ap(R) = 0,(R) = 0, ag" Y,.1(@) ~ 0-1 H-1(@) 
fir Q ¢ BYr\a,(jA,). Da N* = H*-— B’ eine héchstens 2-dimensionale ana- 
lytische Menge ist, wird B’W U a, (jA,) = A” durch 
pea” 
[oy as '(Q) fiir Q © ap(jA,y) mit p cA”, 

16,.194(Q) fiir QB 
analytisch in H abgebildet. Damit ist der Induktionsbeweix gefiihrt. 

Angenommen, 6, ist in einem Punkt Q, ¢ M” regular. Ex ist J, ¢ «,(M,) 
fiir ein p ¢ A” und R, = a, '(Q,) € M,. Dann ist 
(16.115) 6,(R) = 6, a(R) fir RC jA, 


(16.114) 6,(Q) = 
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in R, regular, was falsch ist. Also ist 6, in jedem Punkt von M” singular. 
Die Behauptung A3 ist bewiesen. 

A7: Die analytische Abbildung z von F auf H ist durch Satz 15.1 ge- 
geben. Fiir Q ¢ C, = C® ist 7(Q) = 6) @.(Q). Die Behauptung A7 sei nun 
schon fiir alle » mit 0 < 4 < v—1 bewiesen. 

Fir Q¢C™! CC® ist w,(Q) = a,-, w,-,(Q) € B’, also 
(16.116) x(Q) 531 6,-1 w,~-1(Q) = 6-1 V,-1 Fy-1 @,~1(Q) -” 6, w,(Q) . 

Fir Q¢C’—Cr*c U C, ist Q€C, mit p € A’, also 
pea” 


(16.117) x(Q) - dy @»(Q) = by a5! Xp Wy (Q) _ é, w,(Q) , 


womit A7 bewiesen ist. 

Entsprechend werden die Behauptungen B bewiesen. Die Aussagen C 
ergeben sich unmittelbar aus Satz 15.1, w. z. b. w. 

Zwischen Satz 16.3 und Satz 12.1 scheint ein Widerspruch zu bestehen. 
Wihrend in Satz 12.1 nur endlich viele Mannigfaltigkeiten H,,..., H, bzw. 
H,,...,H, auftreten, erhalt man in Satz 16.3 zwei unendliche Folgen von 
Mannigfaltigkeiten H', H?,... bzw. H', H?,.... Jedoch bricht unter der 
Voraussetzung des Satzes 12.1 das Konstruktionsverfahren des Satzes 16.3 
eben dadurch ab, daB die Mengen M,, M,,,, ... baw. M,, M,,,, . . . leer sind 
und H, = H,,,=--- baw. H, = H,,, = --- ist. Man vergleiche hierzu die 
Definition des o-Prozesses in'der leeren Menge (nach dem Beweis von Satz 10.8 
in Teil IV auf S. 160). . 


Ist 2m — (5; 4; fy’) eine beiderseits offene und analytische Modifikation 


zwischen den komplexen Mannigfaltigkeiten G und H mit abzéhlbarer Basis 
der offenen Mengen, so gibt Satz 16.3 eine Verallgemeinerung des Satzes 11.1. 
Dann sind namlich 


(16.118) M’=9, H’=A’=H firy>0, 
(16.119) N’=8, H’=B=H firy>1, 
d. h. der c-Baum % kann iiberhaupt wegfallen. Es ist 

(16.120) x(Q) = x(Q) fir Q ¢F 
und 

(16.121) F=H. 


Ist aber die analytische Modifikation M nicht beiderseits offen, so kann — 
auch wenn G und H eine abzahlbare Basis der offenen Mengen haben — 
Satz 12.1 nicht zu einem Satz verallgemeinert werden, der Satz 16.3 ent- 
sprechen wiirde. Dies zeigte ja gerade das Gegenbeispiel am Anfang von § 13, 
das die Einfiihrung des o-Baumes veranlaBte. 


( Bingegangen am 1. Februar 1955) 
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Wie man die geschlossenen nichtorientierbaren Flachen 
in méglichst wenig Dreiecke zerlegen kann 
Von 
GERHARD RinéeEL in Bonn 


Entsprechend dem allgemeinen Begriff der simplizialen Zerlegung eines 
n-dimensionalen Komplexes verstehen wir auch hier unter einer Dreiecks- 
zerlegung einer geschlossenen Flache nur eine solche Zerlegung in lauter Drei- 
ecke, bei der der Durchschnitt je zweier verschiedener Dreiecke entweder 
leer oder ein Eckpunkt oder eine Kante ist. Eine Dreieckszerlegung 9 der 
geschlossenen Flache § heiBe minimal, wenn die Anzahl der Dreiecke bei D 
durch keine andere Dreieckszerlegung von  unterboten werden kann. Fiir 
die Kugel ist z. B. das Tetraeder eine minimale Dreieckszerlegung. Das Ziel 
dieser Note ist die Bestimmung dieser Mindestanzahl der Dreiecke bei ge- 
gebener geschlossener Fliche. Im Falle der nichtorientierbaren Flachen ge- 
lingt uns der Nachweis einer expliziten Formel. Es wird gezeigt: 

Fiir die Anzahl 6, der Dreiecke in einer minimalen Dreieckszerlegung der 
geschlossenen nichtorientierbaren Flaiche vom Geschlechte q gilt 


(1) . 6,-2|V6q +5]+2¢ fiir q+ 2 und + 3, 
5,= 16, 4,= 20. 


Erheblich schwieriger ist die Untersuchung der Dreieckszerlegungen orientier- 
barer Flachen, fiir die vermutlich eine zu (1) analoge Formel gilt. 


§ 1. Ubergang zur dualen Fragestellung 

Eine mehr als zwei Eckpunkte enthaltende polyedrische Zerlegung einer 
geschlossenen Fliche § heiBe einfach, wenn sie lauter dreikantige Eckpunkte 
(das sind Eckpunkte, die nur mit drei Kanten inzidieren), besitzt und je zwei 
Lander (= Polygone) héchstens lings einer Kante benachbart sind. Es sei 2 
der zu einer Dreieckszerlegung 9 duale Komplex. Jedem Dreieck yon D 
entspricht also ein dreikantiger Eckpunkt von 2. ZwWei Dreiecke von D mit 
zwei gemeinsamen Eckpunkten haben stets auch die diese Eckpunkte verbin- 
dende Kante gemeinsam. Das bedeutet, daB 2 keine zwei Lander mit zwei 
gemeinsamen Kanten besitzt. 2 ist also eine einfache Zerlegung von F. Auch 
umgekehrt ist jeder zu einer einfachen Zerlegung duale Komplex stets eine 
Dreieckszerlegung. Es sei 6 die Anzahl der Dreiecke und {4 die Anzahl der 


Eckpunkte in 9; dann ist die Anzahl der Kanten in 9 gleich . , weil jedes 


Dreieck mit drei Kanten und jede Kante mit zwei Dreiecken inzidiert. Wenn NV 
die Eviersche Charakteristik der betrachteten geschlossenen Flache § ist, 
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so ergibt sich aus der Evterschen Polyederformel N = — a + a,— a, die 
-Gleichung 
(2) 8=2N 422. 


Wir setzen nun zusitzlich voraus, daB © eine minimale Dreieckszerlegung 
von & ist. Dann ist die Zahl A wegen (2) die kleinstmégliche Landeranzahl 
einer einfachen Landerzerlegung von §. An Stelle von 4 suchen wir nun diese 
Landermindestzahl 4 zu bestimmen. Nach (2) ist sodann auch 6 bekannt. 

Die Anzahl der Kanten in 2 ist héchstens gleich *4=") | weil & einfach 
ist. Wird auf 2 die Eulersche Polyederformel angewandt, ergibt sich daher 


N+84+45 40-9 





Wegen (2) folgt 
6N+6ASA(A—1), 


Wenn wir nun noch ausnitzen, daB 4 eine ganze Zahl ist, kénnen wir die Ab- 
schitzung (3) in folgender Weise verschirfen. Wir behaupten, daB sogar 


a [e+ yee), 
ist. Gialte das Gegenteil von (4), nimlich 
+ VOFHN |, 


, 


49 + 24N < (2A—7)*?< 48 + 24N. 
Das ist ein Widerspruch. 
Wie kénnen wir nun zeigen, da fiir eine Fliche § mit der Eulerschen 
Charakteristik N in (4) sogar das Gleichheitazeichen giiltig ist? _Dazu miissen 
wir eine einfeche Landerzerlegung 8 von F mit genau 


(5) n= [5+ Vi2+6N | 
Landern tatsichlich konstruieren. Wir nehmen an, es sei gelungen, ein solches 
8 zu finden. Die Kantenanzahl «, von § sei gleich ae—) r, wobei natiir- 
lich r>0 ist. Far die Eckpunktanzahl a, von § gilt 3a,= 2,, weil in 8 
nur lauter dreikantige Eckpunkte vorkommen und jede Kante mit zwei 
Eckpunkten inzidiert. Aus der Eulerschen Formel 


wm —5 (785+) 4 OE : 





> 


fiir 3 folgt 
e-9e-6 7 . 
6 ~ 8° 


(6) N+2= 








a1 





baren Flachen. Math. Ann. 127, 181—214 (1954). 


' Dreieckszerlegung geschlossener Flachen 
Hieraus kann man ablesen: 


Falls » = 2 (mod 3) ist, gilt r = 0 (mod 3) und 
falls n = 2 (mod 3) ist, gilt r = 1 (mod 3). 


Aus (5) folgt »<—++ Y12+ 6N. Mit (6) ergibt sich r<m—**. Dar und n 
ganz sind, ist daher r < n— 5. Wegen (7) folgt sogar die noch schirfere Un- 
gleichung 

(8) Osrsn—6. 


Zu jeder Charakteristik N ist wegen der obigen Formeln das Zahlenpaar n, r 
stets (eindeutig) bestimmbar. Man kann auch umgekehrt nachrechnen, daB 
aus (6) und (8) die Gl. (5) folgt. Wir kénnen also sagen: Dann und nur dann 
gilt in (4) das Gleichheitszeichen, wenn auf der betrachteten Fliche mit 
der Charakteristik N ein einfacher Landerkomplex 8 mit » Landern und 
ae) —r Kanten existiert, wobei n und r durch (6) und (8) bestimmt sind. 

Einen einfachen Linderkomplex mit » Laindern kénnen wir durch ein 
Nummernschema beschreiben, indem wir die n Lander mit den Nummern I, 
2, ..., » bezeichnen und fiir jedes Land die zyklische Reihenfolge ihrer Nach- 
barlinder notieren. Diese Darstellung durch ein Nummernschema ist in 
friiheren Arbeiten des Verfassers ausfiihrlich dargelegt. Fiir das folgende sind 
wir insbesondere gendtigt, die genaue Kenntnis einer Arbeit'), die hier mit 
MN zitiert wird, vorauszusetzen. In Verallgemeinerung der dort beniitzten 
Schemata S,,, S(-?, S(-® usw. bezeichnen wir ein Schema, das einen ein- 


fachen Lainderkomplex mit n Landern und se=t_ r Kanten darstellt, 


mit Schema S‘-”. Es kommt also darauf an, ans Schemata S‘-” zu kon- 
struieren. In § 3 werden wir den Beweis liefern zu 

Satz I. Fiir m = 9, 12, 15, . . . existiert mindestens je ein nichtorientierbares 
Exemplar der m — 3 Schemata 


S-"+%, 9, K-98, 
GOP”, 60 ss? aoe, S8n+1> 
sot 2 ee : 7 +s sc? » SS} 


Es sind dies genau alle Schemata S‘-” mit n> 9, fiir die (7) und (8) gilt. 
Daher folgt aus Satz I, daB fiir die nichtorientierbare geschlossene Fliche §, 
vom Geschlechte g = 4, die ja die Charakteristik N = q— 22> 2 hat, in (4) 
tatsiichlich das Gleichheitszeichen gilt. Wegen der Existenz eines nicht- 
orientierbaren Schemas S, trifft das auch fir g= 1 zu. Aus der Giltigkeit 
des Gleichheitszeichens in (4) folgt sodann wegen (2) die in der Einleitung 
behauptete Gl. (1). — Bevor wir den Beweis zu Satz I nachtragen, behandeln 
wir die beidén Ausnahmefille g = 2 und g= 3. Mit A, bezeichnen wir die 

1) G. Rrnce.: Bestimmung der Maximalzahl der Nachbargebiete auf nichtorientier- 


(7) 
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kleinste Landeranzahl, die durch eine einfache Landerzerlegung von 5, reali- 
siert werden kann. 


§ 2. Die Fille gq = 2 und q=3 


Nachweis von d,= 16. Wir betrachten also die nichtorientierbare Fliche 
%, mit der Charakteristik 0. Wegen (4) ist A,> 7. Wenn A,= 7 wire, miiBte 
ein einfacher Landerkomplex R, mit sieben Landern auf F, existieren. Wegen 
der Eulerschen Formel-ist die Kantenanzahl von 8, gleich 21. Weil 8, einfach 
ist, muB jedes Land zu jedem anderen benachbart sein. Also miiBte dann ein 
nichtorientierbares Schema S, existieren, was aber nach friiheren Ergebnissen') 
nicht der Fall ist. Daher ist A,> 8. Das nichtorientierbare Schema 


1. 52638417 
2, 6154738 
3. 72816465 
4. 8172536 

(ios) 5. 12437 
6. 21348 
1. “oe 2 we 
8. 41326 


stellt einen einfachen Landerkomplex auf §, dar. Daher ist 2,= 8. Wegen (2) 
folgt somit 6,= 16. 

Nachweis von d3;= 20. Wegen (4) ist 4,=> 8. Wenn A,= 8 wire, miBte 
ein einfacher Landerkomplex &, mit 8 Landern auf §, existieren. &, hat auf 





Fig. 1 Fig. 2 


Grund der Eulerschen Formel 27 Kanten. Es gibt aber im ganzen nur (8) 
= 28 Landerpaare. Weil &, einfach ist, sind also nur zwei Lander zueinander 
nicht benachbart, d. h. R, besteht aus 6 Siebenecken und 2 Sechsecken. Die 
8 Lander von &, wollen wir mit den Nummern 1 bis 8 bezeichnen; davon 
seien 1 und 2 die beiden Sechsecke. Wir zeigen, daB &, und hiermit auch ein 
Schema S‘~—") nicht existieren kann. Es werden einige Fille unterschieden. 


*) G. Rincer: Farbensatz fiir nichtorientierbare Flachen beliebigen Geschlechtes 
J. reine u. angew. Math. 190, 129—147 (1952). 
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a) Es existiere in R, eine Kante, die von einem Eckpunkt eines Sechseckes 
zu einem Eckpunkt des anderen Sechseckes fiihrt. Sodann gibt es-in &, bei 
geeigneter Numerierung den durch Fig. 1 mitgeteilten Ausschnitt. 

al) Bei a = 5, b = 6, c = 7 wiirde das Land 6 zu einem Viereck. 

a2) Beia = 5,b = 7,¢ = 6 folgte fiir die 6. Zeile des den Landerkomplex R,. 
darstellenden Schemas S‘-)): 


6. raT aE 83.4 @ oder 
6. Be 7.8886 & 
Dann miiBte das Land 5 ein Dreieck werden oder 6 und 1 wiren zweimal 
benachbart. 
a3) Bei a = 6, b = 5, c = 7 folgte fiir die 5. Zeile 
5. @an 68 737: 6 oder 
5. 434.373.8 & 


Es miiBten sich dann die drei Lander 5, 7, 1 oder 5, 4, 1 in einem Eckpunkt 
treffen. Alsdann wire das Land 1 zu 7 oder zu 4 zweimal benachbart. 
a4) Bei a = 6,b = 7, c = 5 folgte fiir die 7. Zeile 


7. 5 3.6 2 8 
7. § 3 62 8 


1 4. oder 
4 1. 
Dann ware 4 oder 1 zweimal zu 5 benachbart. 

a5) Bei a = 7 wiirde das Land 8 zum Dreieck. 

b) Jetzt nehmen wir an, daB in R, keine Kante existiert, welche von einem 
Eckpunkt des einen Sechseckes zu einem Eckpunkt des anderen Sechseckes fiihrt. 
In diesem Falle gibt es in R, den in Fig. 2 veranschaulichten Ausschnitt. Bis 
auf Spiegelung der ganzen Figur tritt das Sechseck 2 wirklich nur dort auf, 
wo es in Fig. 2 eingezeichnet ist, weil unter Beriicksichtigung der Annahme b) 
das Land 2 zu den Landern 3, 4 und @ + 2 benachbart sein muB. Fiir die 1 
als Nachbar von «@ bleibt sodann nur die eingezeichnete Moglichkeit. 

b1) Aus a = 6 folgte der Reihe nach 6 = 7,\c = 5, d = 5, e = 8, f = 7, 
gq = 8. Dann aber hatte die Kante zwischen 5yund 8 sogar drei Endpunkte. 

b 2) Aus a = 7 folgte, weil die einzig¢ Kante zwischen | und 7 in Fig. 2 
zweimal gezeichnet erscheint, daB b = 6, d = 8, c = 5, e = 6 ist. Dag Land 5 
wiirde daher zum Viereck. 

Die Annahme, daB ein &, existiert, fiihrt also in allen denkbaren Fallen 
zum Widerspruch. Daher ist A, + 8. Da ein nichtorientierbares Schema 


1. 79863524 

2. 879415 

3. 987516 

4. 1296857 
(SS-®) 5. 213-748 

6. 31849 

i 4538291 

8. 54619372 

9. 642718 3 


vorhanden ist, gilt A,= 9 und wegen (2) auch 6,= 20. 
Math. Ann, 130 
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§ 3. Der allgemeine Fall 
Satz II. Wenn wir in einem Schema S‘-" einen Ausschnitt von der Form 


b. Pls gowee. . 
p- -.@e...bd 


finden kinnen, 80 existiert auch ein Schema S‘-"—*). 
Beweis. Wegen der Regel R (MN, S. 184) lautet der genannte Ausschnitt 
ausfihrlicher 


a. tale MOD) 4. 0-0 
b. 0 a DOSS «2 2 
(s-?) ip. ac...bd 
c. pabd 
1. pbe 
Wir kénnen durch 
a. ws 
b. -pa. 
(s-"-9) op. ab...ed 
¢. . pd 
d. -pe 


ein neues Schema definieren. Wir erhalten dieses S{-’-® aus S{-”, indem wir 
die a-te Zeile durch Entnahme der Zahl c, 


” b-te ” ” ” ” Zahlen d und c, 
» Cte ,, ” ” ” Zahlen @ und b, 
” d-te ” ” ‘ss ” Zahl b 


verkiirzen und in der p-ten Zeile das Zeilenstiick von c bis b in seiner Reihen- 
folge umkehren. Wir kénnen leicht verifizieren, daB in diesem so gewonnenen 
Schema S‘-’—® wieder die Regel R ausnahmslos giltig ist. Hiermit ist Satz II 
bewiesen. 

Bemerkung 1: Anschaulich ist der Ubergang von S‘-"-* zuriick zu S‘-” 
gleichbedeutend mit der durch Fig. 1 der Arbeit MN dargestellten Einfiigung 
einer Kreuzhaube. Daher ist ein Schema S‘{-", das die Anwendung von 
Satz II gestattet, stets nicht orientierbar. — Die drei Landerpaare bc, cd 
und db sind in S‘-” benachbart, in S‘~"~*) jedoch nicht. 

Solche in Satz II gewiinschte Ausschnitte lassen sich in allen Schemata, 
die mit Hilfe son Leitquadraten (MN, S. 187) konstruiert worden sind, leicht 
auffinden: 

a) Kommt in einem Schema ein 3reihiges Leitquadrat vor, so enthilt 
es wegen Regel R auch ein zugehériges Rechteck A” (MN, S. 190), d.h. bis 
auf die Numerierung den Ausschnitt 


4. 13 2 
(A’) 5. 21 3 
6. 3 2 1 
1. 6253 4 
(A”) 2. 43 61 5 
3. 5142 6 
Hierin finden wir den gesuchten Ausschnitt 
3. - 142 6 
1. 6 2 3 4 
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8) Enthalt ein Schema ein 4reihiges Leitquadrat, so hat es bis auf die 
Numerierung die Form 


5. 342 1 
6. 43 12 
7. 142 3 
8. 23 14 
1. 56263 8 47 
2. 615473 8 
3. 728 16 4 5 
4. 8172 5 3 6 


Hierin kénnen die beiden Ausschnitte 


4 ..172 & 


a » 23's 2.4 
ee eclad... ™ 3 .3 


«Oa. 8. 


gewahlt werden. Wir kénnen uns tiberzeugen, daB nach einmaliger An- 
wendung von Satz II beziiglich des ersten Ausschnitts der zweite Ausschnitt 
unberihrt bleibt, so daB eine abermalige Anwendung von Satz II méglich ist. 

y) Ein Schema, das ein nach MN (S. 189) konstruiertes Leitquadrat A 
mit ungerader Seitenkinge n = 5 enthilt, hat bis auf die Numerierung die 
Form 


n+1. 1 3 n—l 
n+2. 2 4 n 
n+3. 3 5 1 
Qn. a 2 n—2 
l m+l 3 n+2 5 n+3... n—!l 2n 
2 jnt+2 4n+3 6 n+4... n n+1 
3. n+3 5 n+47n+5«... 1 n+2 
o—1. 2n—1 1 2n 3 n+1 . 13 2n—2 
n. 2n 2 n+l 4 a4+2... n—2 2n—l1 
Hierin kénnen wir den Ausschnitt 
(9) n—l. 2% 1 Ra: 3 CS!) Oe cs. 8 v 6% 
1. -. n+l 3 slute.a te len, Oe 


finden und n — 1 weitere solche Ausschnitte, die durch wiederholte Anwendung 
der Permutation 4 = (1 2...) auf alle Nummern von (9) entstehen. Hierbei 
sei A(n + i) = m+ A(é) gesetzt. Wir kénnen uns iiberzeugen, daB sich be- 
ziiglich dieser n Ausschnitte ohne weiteres Satz II nacheinander n-mal an- 
wenden 1aBt. 

Die folgenden Sitze werden so numeriert, daB z. B. Satz III (8) eine Ver- 
allgemeinerung des Satzes 8 der Arbeit MN ist. 

Satz III (8). Fiir jedes n + 2 (mod 4) existieren die Schemata 
Syn, X,*, a-*, > 
22* 
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Beweis. Es sei n = 2": k mit k ungerade und => 3 oder k = 4. Ein nach MN 
konstruiertes n-reihiges Leitquadrat enthailt 2" Exemplare k-reihiger Leit- 
quadrate. Das zum Beweis von Satz 8 der Arbeit MN konstruierte Schema S,,, 
enthalt also 2"- 3 Leitquadrate, die k-reihig sind. Nach «), 8) oder y) kénnen 
wir dann [2"-3(k—2)]-mal, d.h. mindestens n-mal, den Satz Il auf das 
Schema S,,, anwenden und gewinnen so nacheinander alle in Satz III ange- 
gebenen Schemata. Das Beispiel SS-® beim Fall q = 3 ist iibrigens auf diese 
Weise konstruiert. Die beiden folgenden Satze erhalten wir analog. 

Satz IV (10). Fiir jedes n = 0 (mod 4) existieren die Schemata 


Ssnia FS a ee » He. 
Satz V (11). Fiir jedes n = 2 (mod 4) ewxistieren die Schemata 
ee . Sate: Sn? .,. » Kars = 


Bemerkung 2: Bei ungeradem n= 5 k6nnen wir speziell bei der obigen 
Konstruktion wegen y) in S,,, bzw. S;,, 4, bzw. S¥,) > nur diejenigen n Aus- 
schnitte beniitzen, die einem einzigen der drei vorkommenden Leitquadrate 
entsprechen. Auch bei n-maliger Anwendung von Satz II beziiglich dieser 
n Ausschnitte bleiben in S,,, bzw. S;,,., bzw. S$;,"), mindestens  Zeilen un- 
beriihrt. Bei ungeradem n => 5 kénnen also alle Schemata der Siitze III, IV, 
V auch so gefunden werden, da jedes dieser Schemata mindestens eine volle 
Zeile enthalt, d.h. eine Zeile, die ein Land vertritt, das zu allen anderen 
Landern benachbart ist. 

Satz VI. Fir r = 1,2,... existiert ein nichtorientierbares Schema S\;)). x. 

Dieser Satz VI wird in der Habilitationsschrift') des Verfassers bewiesen. 
Weil der Beweis sehr langwierig ist, wird er hier nicht wiedergegeben. In 
Satz 11 von MN ee gezeigt, daB fiir jedes t = 2 (mod 4) ein nichtorientier- 
bares Schema S$;), existiert. Zusammen mit Satz VI ergibt sich also 

Satz VII. Fiir jedes n =1 (mod 3) mit n+7 existiert ein Schema S‘,'}. 

In MN (S. 214) wurde der Beweis erbracht zu 

Satz VIII. Fiir jedes n = 1 (mod 3) existiert ein Schema S,, . ;. 

Wenden wir auf diese beiden Satze VII und VIII den Satz 12 von MN an, 
so erhalten wir 

Satz IX. Fiir jedes n = 0 (mod 4) lat sich unter Beniitzung eines n-reihigen 
Leitguadrates entweder ein Schema S,,, oder ein Schema S{;") konstruieren. 

Satz X. Fiir jedes n = 0 (mod 4) mit n => 7 existieren die Schemata 


S,,, S$, 85%, .... 853”, falls n= 1 (mod 3) ist und die Schemata 
SS”, S59, SS, ..-. SE 2"-, falls n = 1 (mod 3) ist. 


Beweis. Unter dieser Voraussetzung ist entweder n ungerade und => 7 oder 
n= 2k mit ungeradem k>5. Der Satz II kann also nach y) mindestens 
n-mal auf S,,, baw. SS" angewandt werden, womit Satz X bewiesen ist. 


1) G. Rincev: Uber polvedrische Zerlegungen geschlossener Flachen. Habilitations- 
schrift, Bonn Mai 1953 (s. S. 45). 
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Satz XI. Hs gibt fiir jedes n = 4 (mod 6) mit n = 10 die Schemata 
SD, s-9) g-7) nites M-Se-1), 


28.9? “2a ° “3a ? 

Beweis. Das erste in Satz XI angegebene Schema S{;” existiert nach 
Satz VI. Wir setzen 2n = 12s + 8 = 3t + 2, wobei t = 2 (mod 4) wird mit 
t>6. Beim ae von Satz 14 der Arbeit MN wurde fiir jedes ¢ = 2 (mod 4) 
ein Schema S{7, = S$," konstruiert, das drei t-reihige Leitquadrate enthilt. 
Es sei t= 2k mit k ungerade. Da das Schema S{>* sechs k-reihige Leit- 
quadrate enthalt, kénnen wir Satz II nach «) oder y) mindestens 6(k — 2)-mal 
anwenden ; hier geniigt bereits (n — 1)-mal. 

Bemerkung 3: Wegen der Siaitze X und XI gelten die beiden Sitze III 
und V sogar fiir jedes nm > 3 ohne Restklassenbedingung. 

Satz XII (16). Wenn drei Schemata S{;?,, S;%,, S\;”, existieren, die je 
mindestens eine volle Zeile besitzen, so gibt es ein Schema S\z/>4~", das ebenfalls 
eine volle Zeile enthilt. 

Dieser Satz folgt sofort aus dem Beweis zu Satz 16 der Arbeit MN, indem 
wir an Stelle der dort beniitzten drei Exemplare von S,,,, die drei Schemata 
i i? s x? ; wan verwenden (vgl. die Fig. 2 in MN). Die volle Zeile des 
Schemas a3'57” ist z. B. durch die dortige z-te Zeile gegeben. 

Satz XIII (18). Fiir r = 1, 2, ... existieren die Schemata 


—3) 12r) 
Shor + lb a, S301 as » Ngee): 


Wir werden zeigen, daB jedes in Satz XIII aufgeziihite Schema sogar so 
konstruiert werden kann, daB es eine volle ZeiJe enthilt. Auch alle im folgenden 
Beweis zu Hilfe genommenen Schemata besitzen eine volle Zeile bzw. werden 
nach Bemerkung 2 so gewahlt. Wir unterscheiden 3 Fille je nach der Rest- 
klasse r (mod 3). 

a) Es sei r von der Form r= 38+ 1. Zuniéchst gibt es nach Satz 17 
von MN ein Schema §S,,,,,;. Wir setzen 4r+1= 128+ 5=3n+2 mit 

= (ane 4). Wegen Satz V existieren die Schemata S{>)),, S\7®,,..., 
a4 1. Wenden wir auf diese Schemata den Satz XII an, so erhalten wir die 
noch gesuchten Schemata S{>°),,, S§5,°. 1, . . .. Sig7%'?. 

b) Falls r= 38+ 2 ist, setzen wir 4r7+1=128+9=3n mit n=3 
(mod 4). Nach Satz III existieren sodann die Schemata 4,, , ;, | 
S547, mit deren Hilfe sich nach Satz XII auch die Schemata Sjo, 43, 
Ss. ,,..-, 849722 konstruieren lassen. 

c) Falls r durch 3 teilbar ist, wenden wir vollstindige Induktion nach der 
gréBten in r aufgehenden Dreierpotenz an. Es sei r = 3”- g mit g + 0 (mod 3) 
und g=1. Der Induktionsanfang fiir p = 0 ist durch a) und b) fiir jedes ¢ 
gegeben. Als Induktionsannahme sei fiir alle ¢ von der Form t = 3°~'-q die 
Existenz der Schemata So, S{g°) 1, . - ., S4g724 vorausgesetzt. Mit Satz 
XII gewinnen wir sofort auch die Schemata S34,4.1= Si2,41, S43>.1,-- 
S{572"). Hiermit ist Satz XIII bewiesen. 
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Aus den Siatzen III, IV, V, XIII sowie der Bemerkung 3 folgt die Existenz 
aller in Satz I gesuchten Schemata. Jedes Schema, das die Anwendung von 
Satz II gestattet, ist wegen der Bemerkung | nichtorientierbar. Daher sind 
z. B. die Schemata von Satz III bis auf das letzte sicher nichtorientierbar. 
Dieses letzte (auch das vorletzte) wird aber fiir den Beweis von Satz I gar 
nicht benétigt. Auf diese Weise sehen wir, daB alle zum Beweis von Satz I 
konstruierten Schemata tatsichlich nichtorientierbar sind. 


( Bingegangen am 19. April 1955) 


a we Of.) Ulf CLS oe eee 


Sse = +! =p A. 
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Die vorliegende Untersuchung kniipft an die beiden Arbeiten an: 

1. ,,Die konforme Abbildung echter Polygone“, Math. Ann. 125, 82—118 
(1952), nachstehend zitiert mit ,,U. 1‘. 

2. ,,Geometrie und konforme Abbildung verallgemeinerter Kreisbogen- 
polygone. I“, Math. Ann. 129, 391—414 (1955), nachstehend zitiert mit 
wh. 

In der Arbeit U. 2 wird u. a. die Frage beantwortet, wie bei den verall- 
gemeinerten Kreisbogenpolygonen Q die Ordnungen &, und die Arten |, der 
Ecken £#, in den Abbildungsfunktionen zum Ausdruck kommen!'). Fiir die 
Winkel der Ecken ist diese Frage bisher in U. 1 nur fiir die echten geradlinigen 
Polygone behandelt, wihrend sie im tibrigen noch offen ist. Die vorliegende 
Arbeit liefert einen Beitrag zur Lésung der Frage. Hierbei sind noch die 
geometrischen Fragen zu beantworten, wie sich die Winkeldefinition auf die 
verallgemeinerten Ecken Z, von U. 2 in sinnvoller Weise ausdehnen la8t und 
ob eine solche Ausdehnung in allen Fallen iberhaupt méglich ist. 

Beziiglich der letzteren Frage fiihren die vorliegenden Untersuchungen zu 
der Vermutung, daB sie negativ zu beantworten ist, und zwar im folgenden 
Sinne: Nur Ecken gerader Ordnung besitzen Winkel, und zwar Ecken 1. Art 
reelle Winkel, Ecken 2. Art rein imaginire Winkel; dagegen. ist fiir Ecken 
ungerader Ordnung eine sinnvolle Winkeldefinition nicht méglich (oder nur 
in dem Sinne méglich, daB fiir alle Ecken einer bestimmten ungeraden Ord- 
nung der Winkel einen festen Betrag hat). 

In der vorliegenden Arbeit werden die Winkel zunichst fiir die Fille 
k,= 2, l,= 2 und fir beliebiges geradzahliges k, mit /,= 1 definiert (fir &,=2, 
l,= 1 gilt die gelaufige Winkeldefinition). Es wird gezeigt, da die betreffenden 
Definitionen ,,natiirliche‘ Verallgemeinerungen oder Modifikationen der ge- 
woéhnlichen Definitionen und der Definitionen von U. 1 sind. 

1) Wo in dieser Arbeit ohne weiteren Zusatz von der Ordnung &, und der Art |, einer 
Ecke E, die Rede ist, werden diese Begriffe im Sinne von U. 2 gebraucht. Wo sie im Sinne 
von U.1 gebraucht werden, ist die Ordnung mit k, und die Art mit 1; bezeichnet. Die 
nach U. 1 definierten Winkel bezeichnen wir hier mit w%. 
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Im Falle k, = 2, 1,= 2 ergeben sich rein imaginére Winkel im Sinne der 
analytischen Geometrie. Bei der konformen Abbildung ist folgendes bemer- 
kenswert: Wir betrachten z. B. ein Kreisbogendreieck, dessen Rand aus drei 
getrennt liegenden, unendlich vielblattrigen Vollkreisen besteht (fiir die drei 
Ecken ist k,= 2, 1,= 2; vgl. die Arbeit U. 2, §1). Fiir dieses Dreieck gelten 
unverindert die bekannten Schwarzschen Differentialgleichungen fiir die 
Abbildungsfunktionen von Kreisbogen- 
dreiecken?), wobei lediglich statt der re- 
ellen Winkel (in der dortigen Bezeichnung 
Ax, ux und yz) die imaginiéren Winkel 
einzusetzen sind. 

Im Falle 1,= 1, k,= 4, 6, 8, . . . besteht 
der Winkel aus einer alternierenden Summe 
gewohnlicher Winkel (Definition IV). Zur 
Veranschaulichung dient das Zweieck in der 
Figur mit k,= 8,1,= 1 und k,= 2, /1,= 1. 
Der (eigentliche) Rand des Zweiecks be- 
steht aus den schraffierten Ufern der beiden 
Kreisbogen und aus den isolierten Punkten e,, und ¢,,. Die Ecke £, besitzt die 
eigentlichen Elemente ¢,,, ¢;,, €;3 und e,, und den Winkel w, = w,,— w,, + Wy3— Wy,- 

Das Hauptergebnis dieser Arbeit besteht nun darin, daB gewisse einfache 
Beziehungen angegeben werden zwischen den Winkeln w, und bestimmten 
rationalen Funktionen der Koeffizienten a,, in Hauptsatz 5 der Arbeit U. 2. 
Setzen wir zur Abkiirzung w,= «,2, dann gilt 


& 





— 
a,,--~ fir k= 2, = 1 und I, - 2 
2 
%.—2e2 fir k,=4,1,=1 
; ay, 4 
a 5 @s— 4a,,@,.——32a? fir k,—6,1=1. 


Diese Gleichungen werden unter einer einschrinkenden Voraussetzung (Satz 3) 
bewiesen. Es wird gezeigt, daB die GréBen auf den linken Seiten Invarianten 
kongruenter Winkel sind, und zwar auch fiir 1, = 2 und ohne die einschrinkende 
Voraussetzung von Satz 3 (vgl. Satz 2). 

Die Ausdehnung der Satze auf beliebiges gerades k, bleibt zuniachst noch 
offen; ebenso der Beweis, daB es fiir kein ungerades k, eine entsprechende 
-Invariante gibt. 


§ 1. Definition der Winkel 


Bei der Definition der Winkel w,= a,2 von Ecken EF, gerader Ordnung 
beschrinken wir uns zunichst auf die folgenden beiden Faille: 
a) k,= 2; l= 2, 


h) &, beliebig geradzahlig, 1,= 1. 


*) C. Canatutopory : Funktionentheorie IT, 8. 121. 
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a) Ecken von 2. Ordnung und 2. Art 

Wird die Ecke E, charakterisiert durch k,= 2 und /,= 2, dann gehéren 
die Polygonseiten s,., und s, zu getrennt liegenden Kreisen. Betrachten wir 
diese vom Standpunkt der analytischen Geometrie, dann besitzen sie im 
Endlichen zwei imaginire Schnittpunkte und in diesen je zwei imaginire 
Tangenten. Die beiden Tangenten eines Schnittpunktes bilden einen ima- 
gindren Winkel, und es liegt nahe, diesen als Winkel der Ecke Z, zu definieren. 
Wir gelangen daher zu der nachstehenden 

Definition I: Fiir eine Ecke E, mit k,= 2 und l, = 2 ist w, der rein imagi- 
niire Winkel (mit positivem Imagindrteil), den die Kreise der Seiten 8, , und 
8, (vom Standpunkt der analytischen Geometrie betrachtet ) miteinander bilden. 

Bringen wir das Polygon Q durch eine lineare Transformation in eine Lage, 
daB weder s,_, noch 8, geradlinig ist, dann ergibt die Rechnung fiir w, folgendes: 

Bezeichnen wir die Radien der beiden Kreise von s,_, und s, mit r,_, und r, 
und den Abstand der beiden Kreismittelpunkte mit d,, dann gilt 

naitn—@ 
ee ee. 
Diese Formel wird besonders einfach, wenn wir unsere lineare Transformation 
so wihlen, daB die beiden Kreise konzentrisch werden (d,= 0). Dabei kénnen 
wir noch erreichen, daB8 r,_,= 1 wird. Dann ist 
cos w, = Ke 
? 2r, 

und eine einfache Umformung ergibt 
(1) w,= i log > ; 


Auch fiir Winkel 2. Art und beliebiger gerader Ordnung lassen sich, wie in 
einer spaiteren Arbeit gezeigt wird, rein imaginire Winkel definieren. 


b) Ecken von beliebiger gerader Ordnung und 1. Art 

Bei der Definition der betreffenden Winkel kommt es darauf an, bestimmte 
Forderungen zu erfiillen, so daB die Definition als naturgemaBe Verallgemeine- 
rung der Winkeldefinition fiir gewéhnliche Kreisbogendreiecke erscheint. 
Hierzu ist zunichst die Kongruenz von Ecken £, zu definieren. Dies kann 
rein geometrisch geschehen, indem man £, durch gewoéhnliche Ecken appro- 
ximiert. Jedoch ist eine funktionentheoretische Formulierung im AnschluBb 
an die Arbeit U. 2 einfacher, und zwar gema&B der folgenden 

Definition II: Das Polygon Q bzw. Q* mége durch die Funktion z = f(¢) 
bzw. z = f*(¢,,) so auf die obere -Halbebene bzw. £,-Halbebene abgebildet werden, 
daB die Ecke E, bzw. EF dem Punkt £ = 0 bzw. £, = 0 entspricht. Dann heiBen 
die Ecken E, und E* kongruent, wenn sie durch lineare Transformationen in 
eine solche Lage gebracht werden kénnen, daB die Funktion 


(1a) ba= FAD) = 90) 
in einer gewissen Umgebung von = 0 regulir und umkehrbar eindeutig ist 
und innerhalb dieser Umgebung die Halbachse £ > 0 auf die Halbachse [(,> 0 
abbildet. Dabei wird mit £, = f* (z) die Umkehrfunktion von z = f* (£4) bezeichnet. 
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An diese Definition knipfen wir an bei der folgenden 

Forderung A: Zwei kongruente Ecken E, und E* sollen denselben Winkel 
w,= we besitzen. Daraus folgt insbesondere, daB w, gegeniiber linearen Trans- 
formationen invariant ist. 

AuBerdem ist es erforderlich, den Zusammenhang mit der entsprechenden 
Definition in der Arbeit U. 1 herzustellen. Man wird zwar keine vollstandige 
Ubereinstimmung der Definitionen fiir den Spezialfall der echten Polygone B 
verlangen kénnen; denn bereits bei den gew6hnlichen Ecken zeigen sich Ab- 
weichungen im Vorzeichen entsprechend der Gleichung 


(2a) w,= (— 1)*"1w,, 


wobei die gestrichenen GréBen den Definitionen der Arbeit U. 1 entsprechen. 
AuBerdem zeigt sich fiir auBergewéhnliche Ecken, da8 sich gewisse Diffe- 
renzen zwischen |w,| und |w;| nicht vermeiden lassen. Dabei kann man es 
allerdings so einrichten, daB diese Differenzen nur von k, und 1, nicht aber 
von w, abhangen. In diesem Zusammenhang ist noch zu beriicksichtigen, 
daB sich die Definition der Winkel w; in U. 1 nicht nur auf die echten Poly- 
gone J anwenden laBt, sondern auf alle echten Ecken der Polygone Q. Dar- 
unter verstehen wir diejenigen Ecken £,, die durch eine lineare Transfor- 
mation in eine Lage gebracht werden kénnen, so daB die Seiten s, _, und s, 
geradlinig werden und daB von zwei aufeinanderfolgenden Elementen von E, 
eines iiber dem Punkt z = co liegt; nach Durchfiihrung einer solchen linearen 
Transformation sagen wir, daB sich die echte Ecke EZ, in einer Normallage 
befindet. Daraus ergibt sich die folgende 

Forderung B: Bei den echten Ecken soll zwischen dem Winkel w, und dem 
gemaB U. 1 fiir eine Normallage definierten Winkel w}, eine Gleichung 


(2b) w,= (— 1)"-! wi + C 


bestehen, wo C héchstens von k, und lj, nicht aber von w; abhdngt. 

Zu einer weiteren Forderung werden wir dadurch gefiihrt, daB wir das 
Polygon Q durch eine Folge gewoéhnlicher Teilpolygone G, von Q approxi- 
mieren, wobei die Ecke EZ, von Q durch ein ,,Zusammenriicken“ gewéhnlicher 
Ecken E‘"} erzeugt wird. Hierbei sollen die Ecken E‘"} im Gegensatz zu U. 2, 
Satz 2%) nicht von der 1. Ordnung, sondern von der 2. Ordnung gewahlt 
werden, da ihre Winkel sonst fiir die Ecke HZ, nicht charakteristisch sein 
kénnten. Die Ecken E‘}, deren Winkel wir mit w"} bezeichnen, sollen mit den 


eigentlichen Elementen e,,, 4 = 1, 2,..., = der Ecke EZ, zusammenfallen. 


Falls nun fiir den Komplex aufeinanderfolgender Ecken E%}, 4 = 1, 2, . . ., ms 


ein Komplexwinkel 


(3) W,= W (wh? wh!?, tele wh,)> m= > 


2 


so definiert werden kann, daB- W, von der unter den obigen Bedingungen 
getroffenen Wahl der Folge G,, und von yz véllig unabhangig ist, dann erscheint 





*) G,, hat hier einc andere Bedeutung als dort. 
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es sinnvoll, w,= W, zu setzen, wenn fiir W, noch die Forderungen A und B 
erfillt sind. Wir gelangen so zu der nachstehenden 

Forderung C: Der Winkel w, von E, soll als ein Komplexwinkel W, dea 
Eckenkomplexes E\"}, 2 = 1,2,...,m gemaB (3) definiert werden kinnen, der 
von der Wahl der Folge G,, und von yu villig wnabhingig ist. 

Zu einer vierten Forderung gelangen wir durch die Betrachtung symmetri- 
scher Polygonecken, die geometrisch und funktionentheoretisch von Interesse 
sind. Hierfiir gilt die folgende 

Definition III: Wir bezeichnen eine Ecke E, von Q als symmetrisch, wenn 
auf Q ein Kreisbogen t mit folgenden Eigenschaften existiert : 

a) Q geht durch Spiegelung an t in sich selbst iiber ; 

b) ein (eigentliches oder uneigentliches) Element von E, ist Endpunkt*) 
von *). 

Von den beiden symmetrischen Hilften, in welche Q durch & geteilt 
wird, bezeichnen wir diejenige, welche die Seite s,_, enthilt, mit Q®. Zu 
dem Polygon Q(*) gehért eine ,,Hilfte“ 2 der Ecke Z,, welche von den 
Seiten s,_, und &* gebildet wird. EZ ist dann ebenso wie EZ, von der 1. Art. 
Bezeichnen wir den Winkel von E“) mit w, dann erscheint-es sinnvoll, 
folgendes zu verlangen: 

Forderung D: Ist EB von gerader Ordnung, dann soll gelten: 


(4) wi?) — = w, . 


Auf Grund der vorstehenden Forderungen gelangen wir nun zu der fol- 
genden Definition und dem anschlieBenden Satz: 


m 
Definition IV: w,=  (— 1) wi. 
A=1 
Satz 1: w, erfiillt die Forderungen A bis D und ist von ps unabhingig. Gemap 
Forderung B gilt fiir echte Ecken E,: 


(2) w, = (— 1)" [w) + (ki — 1) 2). 


Anmerkung zu Satz 1: Eine weitere Rechtfertigung fiir Definition IV wird 
sich aus den in §§2 und 3 betrachteten Invarianten kongruenter Ecken 
ergeben. 

Beweis von Satz 1: Zunichst erkennt man, daB zwei Ecken FE und £* von 
derselben Ordnung und Art sind, wenn sie kongruent sind. Wir betrachten 
dann zu EZ und E* zwei approximierende Polygonfolgen G, und G%,, wie sie 
der Forderung C zugrunde liegen. Sind die Ecken Z und £* kongruent, dann 
kann man die Folgen so wihlen, daB G, und GF in einer ,, Umgebung* von E 
bzw. £* kongruent sind. Daraus ergibt sich ohne weiteres, daB die Forderung A 
erfiillt ist. , 

Zum Nachweis, daB auch die Forderung B erfiillt ist, bringen wir zu- 
nichst die echte Ecke Z, in eine ,,Normallage“‘. Dann gibt es ein beschrinkt- 
artiges geradliniges n-Eck "$,, dessen eine Ecke “#, sich in einer gewissen 


*) Vgl. U. 2, Definitionen IX und XIIa. 
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,»,;Umgebung“ von EZ, mit EZ, deckt. Wir kénnen dann die Polygone G, in 
einer ,,Umgebung“ von £, alle geradlinig wahlen und kénnen fir G, die 
Winkel wi} der Ecken E‘'} den folgenden Bedingungen unterwerfen (wir 
wollen hierbei die Punkte Z{}, die mit den Elementen der Ecke Z, zusammen- 
fallen, entgegen unserer sonstigen Terminologie auch in denjenigen Fiillen 
als ,,Ecken“ bezeichnen, in welchen w!!} = z ist): 


wi!) = x fiir diejenigen Z%}, die mit nicht-isolierten endlichen Elementen von E, 
zusammenfallen, 


wi} = 0 ‘fiir diejenigen Z{}}, die mit unendlich fernen Elementen von £, zu- 
sammenfallen. 


Dann ergibt sich (2) aus Definition IV auf Grund einer elementargeometrischen 
Betrachtung, wobei die Tatsache benutzt wird, daB in dem beschriinktartigen 
n-Eck "3, die Summe der Winkel gleich (n — 2) z ist. 

Da8 auch die Forderungen C und D erfiillt sind, folgt aus einfachen geo- 
metrischen Uberlegungen. Aus der Konstruktion der Polygone G,, ergibt sich 
insbesondere, daB w, von u unabhingig ist. 


§ 2. Funktionentheoretische Invarianten kongruenter Ecken gerader Ordnung 


Wir kniipfen nun an Hauptsatz 5 der Arbeit U. 2 und an die dortige Be- 
zeichnung an und wollen fragen, welche gemeinsamen Merkmale die Abbildungs- 
funktionen im Falle kongruenter Ecken besitzen. Einen Beitrag zur Beant- 
wortung dieser Frage liefert der folgende 

Satz 2: Fiir kongruente Ecken E, sind die folgenden GréBen invariant : 


(5a) R,.2 = %,s fir k,= 2 

(5b) R= a fir k,= 4 

(5c) R,. = a (a? , 4a, ,a, ,)* fiir k,= 6. 
Beweis: Aus (la) folgt 

(6) {7(0), OF = Lo" (SVP > {F* (Sa), Sak + {9 (C), Ch. 


Wir setzen ohne: Beschrinkung der Allgemeinheit: y = 1, »*= 1, x, = 0, 
x}= 0 und lassen in den Bezeichnungen von Hauptsatz 5 die Indizes » = 1 weg. 
Dann ist 

mm Sa" @- a re. * 
{7 (2), ¢} _ pe + eat a ** ae = + b ®a, Cc’. 
” v=0 
AuB8erdem setzen wir 
by y-y b 


{f* (C4), be} _ cE + te=1 $~°°e+ y + 2%, A 


fe =9 (0) = ae ; 9 (OF= a4, fr; {g(f), Oo = 2% > 


dj= ci +0; d= 4e,¢,; d+ 402 + 6eyes;... 
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Setzt man diese Reihen in (6) ein, dann ergibt sich fiir k = 2 durch Koeffi- 
zientenvergleich : 


by 
a,= dy a° b, 
womit (5a) bewiesen ist. 
Fir k = 4 gilt: 
z + rs er. 
a ee Te be oe 
= (4+ 40+--1-lerpetaat teat tor 
Durch Koeffizientenvergleich erhalt man: 


b 
a= dy », ah. Fa=b, 





~ 
ry | + >» e, C". 
v=0 


4c? c, ag+ chas= b, bg + dy c, by 
40, Cy bg + chas= 4c, cg b+ cd, 
C,@,= bs, d.h. cf a} = 3, 


also a, 
a bb,’ 
womit (5b) bewiesen ist. 
Fir k = 6 fihrt ein analoger Koeffizientenvergleich zu dem Ergebnis: 
b= cf 
bs = 2 cic, ag+ Chas, 


Mg, 


=o 2 
by= C1 Ag+ CC, M5 + Clay, 


und daraus folgt 


Bi 
as (az — 4a,a,)?, 


l 
BR (03 —¢€ by be)? _ 


womit auch (5c) bewiesen ist. 


§ 3. Zusammenhinge zwischen den Winkeln und den zugehérigen 
funktionentheoretischen Invarianten 
Zwischen den funktionentheoretischen Invarianter der Ecken gerader 
Ordnung und den Winkeln dieser Ecken bestehen einfache Zusammenhinge. 
Fiir die in § 1 definierten Winkel gilt folgendes (wenn wir wieder w, = «,2 setzen): 
Satz 3: 


(7a) a,=Vl—2R,, fiir k,= 2 
(7b) a,= | Rous fir k= 4,h=1 
(7e) a, =] 7 fiir k,— 6, l,=1. 


Die beiden letzteren Gleichungen gelten unter der Voraussetzung, daB die zu E, 
gehérigen Polygonseiten s,_, und s, auf Kreisen liegen, die im Sinne der ana- 
lytischen Geometrie reelle Schnittpunkte besitzen. 

Beweis: Die Gl. (7a) ist fiir 1,= 1 bekannt. Fiir /,= 2. folgert man (7a) 
aus der Arbeit U. 2, dortige Gl. (12), und aus der Gl. (1) und aus (5a) Cer vor- 
Jiegenden Arbeit. 
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Den Beweis der Gl. (7b) fiihren wir zunachst fiir den Spezialfall, daB die 
betreffende Ecke 4. Ordnung Z, einem Zweieck *Q angehért (vy = 1) und daB 
E, eine gewoéhnliche Ecke ist. Dann besteht eine Folge G,,, wie sie der ,,Forde- 
rung C“ zugrunde liegt, aus lauter gewdhnlichen Dreiecken. Die Ecke £, 
wird durch ,,Zusammenriicken der beiden Ecken Ej") und Ef} erzeugt. 
Der von yu unabhangige Komplexwinkel dieser Ecken ist nach Definition IV 


(*) (#) | 
W, = wy — Wj 2- 





Wir setzen zur Abkiirzung und Vereinfachung 
(#) 


xp=2-p(u)=wi}; ay=a-x(u)= wl; aB=, 
WY =0; xWQ=x=x(u)>0; x, = 00. 
Dann gilt fiir die agi ext 7 f,(¢) der Dreiecke G,: 
@? (#) 4 er (#) 4 
{f.(C), o} = Te ~ at a eg LS 
B, +B, t+“B 4B fag 





OS — x) 
lim »= lim y=co; limx=0 
uO uo uo 


*) 4, =—“ A, = - (l— g*— 7? + B)5) 


“ 


B, --5" x2 


By = —(1— g*)-x+ MA, =F (—14+ P— + P). 
Die Grenzfunktion f(¢) der /,,(¢) ist die Abbildungsfunktion des Zweiecks, 


und zwar gilt 


- a a ce ' : 
{7(0), ¢} = ee $ore+ e + 3 %,0°; a= lim™ B,;... ; a,= lim B™,. 
»=0 p> oo uo 


Nun gilt, weil g — x von uw unabhingig ist: 
P= Pot & = ot &, lim & = 0, 


uo 


Wo @ und yz, von uw unabhingig sind. AuBerdem ist wegen 1,= 1, k,= 4: 


a,< 0. Also gilt 
az oes (—1+93—23+26@—2)+hF 
een re EE le 
Folglich : 
: 2 
(8) — 2 a(g— y= 2(2Y. 


Damit ist (7b) fiir unser Zweieck bewiesen. 

Zum Beweis des allgemeinen Falles beachte man zunichst, daB unter der 
Voraussetzung von Satz 3 zu einer Ecke £, stets ein Zweieck *Q gehért, 
bei welchem ?#, zu EZ, kongruent und #2, eine gewohnliche Ecke ist. Dann 
folgt (7b) seuitadier aus (5b) und (8). 





5) Vgl. hie hierzu C. CaraTHEopory: Funktionentheorie I, 8. 120. 
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Auch den Beweis der Gl. (7c) fiihren wir zunichst fiir den’ Spezialfall, 
daB die betreffende Ecke 6. Ordnung EZ, einem Zweieck *Q angehért (» = 1) 
und da8 EF, eine gewohnliche Ecke ist*). Die Seiten Z,Z, baw. Z,EZ, von *Q 
bezeichnen wir mit s, bzw. s, und die eigentlichen Elemente von EZ, mit ¢,,, 
€,, und ¢,;. Die Punkte e,, und e,, verbinden wir auf der Riemannschen 
Flache *Q mit einer Folge von Kreisbogen s\”, so daB eine Folge von Drei- 
ecken *Q) entsteht, welche die drei Seiten s,, s, und s‘” besitzen. ¢,, ist fiir 
jedes *Q“) eine gewdhnliche Ecke EZ mit dem Winkel w\). Die Seiten s” 
sollen noch die folgenden beiden Bedingungen erfiillen: 

1. lim w) = ce, 

fi oo 

2. jede Seite s soll einem Kreis angehéren, der den Kreis von s, schneidet. 

Jedes Dreieck *Q besitzt eine Ecke 4. Ordnung HE‘ = (e,;, ¢;9), fiir welche 
die Voraussetzungen von Satz 3 erfiillt sind, so daB wir die Gl. (7b) anwenden 
kénnen. Mit Hilfe der Folge *Q“) kann die Ecke Z, von *Q durch ,,Zusammen- 
riicken“ der beiden Ecken 2 und E“ erzeugt werden. Zwischen dem Winkel 
w, von E, und den Winkeln w{ und w besteht die Beziehung 

w,= wh) wi, 
Wir setzen zur Abkiirzung und Vereinfachung: 
agp= 2 olu)= wi; ry=a-zu)= wh; zap=w,, 
und fiir die Bilder von E{, EY und EZ, auf der reellen ¢-Achse mége gelten 
KO=0 Y= x=x(u)>0 x= 0. 
Dann gilt fiir die Abbildungsfunktionen /,,(¢) der Dreiecke G,,: 
A A A, A, 
o  te- Un C= gh too + E+ GR Tae 
| ~4 t4(t — x)? (By + Bt + BC+ --) & Bo), 

wobei die Koeffizienten A,...A,, Aj, B,...B, Funktionen von y sind. 
Nach (7b) und (5b) ist 


Aj 
Ay= — 598 
= 3 
A,- =*-, 


wobei wir wieder wie oben setzen 


P= Pot Fs 2= Hot F; limE=oco, 


a) 


WO @ und 7, von uw unabhingig sind. Wegen x, = co gilt auBerdem’) 


‘ m 1— 
limgeF,(g) <7 5". 
Also 
| — 
A,= Ax =. 


s) °p hat jetzt eine andere Bedeutung als vorher. 
7) Vgl. C. Canatu&opory, a. a. O. 
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Unter Beriicksichtigung der vorstehenden Ausdriicke fiir A,, A; und A, er- ; 
rechnet man fiir B,, B, . . . durch einen Koeffizientenvergleich in (9): 
B x* A? 
= 29" 
Aix 
B;=- 7 + Ax 
z — 
By-—3 — 2x A, + 24,—2- = 
B,= A,— x°A,+ x—x 7° 
B? B,+«B 4 . 
By —* B= ay Cott PO 2) = Gy po— 20) + PALE, 
wo P,(&) ein Polynom 2. Grades von ist. Weiter ist 
B? By+ B, |}? 32 2 (gp, — o)? eee 
(10) RY = Be BT = a = a ve es , 


wo im rechten Bruch im Zahler und Nenner nur noch Glieder folgen, die 
gegen Null konvergieren fiir § + co. Nun gilt fiir die Abbildungsfunktion / (2) 
von *Q, d. h. fiir die Grenzfunktion der Folge /,,(¢): 


- %~ a , & a be 
(5), = pet Geto a a, < 0 
a,= lim B, 
Loew 
a,= lim B,. 
ft 00 
Also ist 
“ef at 
(11) R= eh — S606) lim RW, 


3 
a jt-> CO 


wenn wir den Index y in den Siatzen 2 und 3 weglassen. Fiir diesen Grenz- 
iibergang bendtigen wir noch die folgende Umformung: 


B, 2 29 
B, sae Ay 
x & & . 6B, 
A, + (1 im) 
(12) oo 
poo (43 
Aus (10), (11) und (12) folgt nun 
a . 
By = — 32( G5 — xo)*= — Fe (eof? — wh? = — 32 SE, 


womit auch (7c) fiir das Zweieck *Q bewiesen ist. Hieraus und aus (5c) 
ergibt sich der allgemeine Fall wie oben. 

Die fiir die Gl. (7b) und (7c) gefiihrten Beweise gelten auch noch fiir ge- 
wisse Ecken £,, fiir welche s,_, und s, auf getrennten Kreisen liegen. Fiir die 
betreffenden Ecken gibt es nimlich solche Zweiecke, fiir welche die eine Ecke 
zu EH, kongruent und die andere Ecke von der 2. Ordnung und 2. Art ist. 
Jedoch gibt es auch Fille, in welchen ein solches Zweieck nicht existiert. 
Vermutlich gilt Satz 3 auch in diesen Fiillen. 


( Bingegangen am. 13. Dezember 1954) 
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Uber unendliche kontinuierliche Gruppen 
I. Grundlagen der Theorie; Untergruppen 
Von 


Detter Lavewrrtz in Gottingen 


In der vorliegenden Arbeit sollen die Grundlagen fiir eine Theorie einer 
gewissen Klasse von unendlichen kontinuierlichen Gruppen gelegt werden. 
Es handelt sich dabei um solche topologischen Gruppenkeime, in welche 
Koordinaten aus einem Banach-Raum so eingefiihrt werden kénnen, da8 der 
Koordinatenvektor des Produktes differenzierbar im Sinne von FrécHET von 
den Koordinaten der Faktoren abhingt. Als Haupthilfsmittel werden die 
Frtcuetsche Differentialrechnung und die in [8] entwickelte Tensorrechnung 
fiir unendlichdimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeiten verwendet. 
Die wichtigsten Hilfssaitze sind in zwei Anhaéngen zusammengestellt. 

Alle Betrachtungen beziehen sich auf lokale Fragen, d.h. auf Gruppen- 
keime. 

Mehrere verschiedene Fragestellungen fiihren auf diese Gruppen. Einmal 
kann man die Aufgabe stellen, méglichst wmfangreiche Klassen von topologi- 
schen Gruppen einer analytischen Behandlung zugdnglich zu machen und die 
Strukturuntersuchung dieser Gruppen auf rein algebraische Probleme (fiir 
eine Liz-Algebra) zuriickzufiihren; dies letztere wird in Analogie zur klassi- 
schen Ligeschen Theorie in einer spiteren Arbeit ausgefiihrt werden. Eine 
weitere Frage, die den hier entwickelten Methoden zugiinglich ist, ist die nach 
der Struktur der Untergruppen von bekannten und wichtigen unendlichen 
Gruppen, z. B. den Gruppen von linearen Transformationen in Hilbert- und 
Banach-Raiumen. Wir werden hier zeigen, daB lokalkompakte Untergruppen 
der von uns betrachteten Gruppen endliche Lre-Gruppen im klassischen 
Sinne sind, ein Ergebnis, das speziell das von Yosrpa [19] auf anderem Wege 
(nimlich durch Verallgemeinerung einer Methode von J. v. NEUMANN [15]}) 
gewonnene Resultat enthilt, daB jede lokalkompakte Gruppe in einer Banach- 
Algebra und also speziell jede lokalkompakte Gruppe von linearen beschrankten 
Transformationen eines Banach-Raumes eine endliche Ligsche Gruppe ist. 
_ Die allgemeinere Frage, ob alle (nicht notwendig lokalkompakten) abge- 
schlossenen lokalzusammenhingenden Untergruppen der hier betrachteten 
Gruppen wieder lokal-Banacusche differenzierbare Gruppen sind, konnte hier 
nur in speziellen Fallen (so fir das Zentrum sowie fir solche Untergruppen, 
die von infinitesimalen Transformationen erzeugt werden) bejahend beant- 
wortet werden. Ihre allgemeine Beantwortung wird aber vermutlich mit den 
hier entwickelten Methoden mdglich sein 
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Einen weiteren Zugang zu den lokal-Banacuschen differenzierbaren Gruppen 
bilden die klassischen Arbeiten von Lie, CARTAN u. a. iiber unendliche Trans- 
formationsgruppen [2, 10,11]. Allerdings ist diese klassische Auffassung der 
unendlichen Lizschen Gruppen, wie schon G. Brrxxorr [1] und A. D. M1- 
CHAL [12] bemerkt haben, insofern unbefriedigend, als nicht festgelegt wird, 
welche Topologie die Gruppe tragt; die Voraussetzung, da8 die Gruppen durch 
Differentialgleichungen bzw. Prarrsche Formen definiert werden, scheint von 
unserem Standpunkt iiberfliissig zu sein. In einer spiiteren Arbeit soll gezeigt 
werden, daB sich viele unendliche Transformationsgruppen unserer Theorie 
unterordnen. 

Andererseits gibt es unendliche Transformationsgruppen, die sich so mit 
einer natiirlichen Topologie ausstatten lassen, daB sie lokal homéomorph 
nicht zu Banach-Raumen, sondern zu allgemeineren lokalkonvexen topo- 
logischen Vektorréumen sind. Die Untersuchung dieser allgemeineren Klasse 
von unendlichen kontinuierlichen Gruppen erscheint u.a. auch deshalb 
wiinschenswert, weil jede topologische Gruppe eine treue stetige Darstellung 
durch beschrinkte lineare Transformationen mit der stetigen Operator- 
Topologie besitzt, also mit einer Topologie, welche im allgemeinen zwar lokal- 
konvex, aber nicht normierbar ist. Dem Aufbau einer Theorie in diesem 
gréBeren Rahmen steht jedoch z.Z. das Fehlen einer Differentialrechnung 
fiir lokalkonvexe Vektorriume entgegen. 

Zum Vergleich mit den Arbeiten von Brrxuorr [1] und Micwat [12, 13} 
ist zu bemerken: G. Brrxuorr hat bereits kanonische Koordinaten eingefiihrt. 
Bei uns werden diese in §4 auf einem anderen Wege erhalten. BrKHOFFs 
Haupthilfsmittel ist die Kurventheorie in allgemein-metrischen Réumen; die 
Differentialrechnung wird von ihm kaum ausgenutzt. Unsere Hauptergebnisse 
iiber Untergruppen (§ 5) fehlen daher bei ihm’). Die Arbeiten von MicHaL 
beschaftigen sich mit Spezialfallen. Die Arbeit [12] enthialt die wichtigsten 
Definitionen und einige grundlegende einfache Satze (iiber invariante 
Vektorfelder; ohne Beweise) fiir den Fall, daB die Gruppe zugleich Teil- 
raum eines Banach-Raumes ist. Wichtig ist die Bemerkung von MicHat, 
dai in dem von ihm betrachteten Spezialfall die Einfiihrung von Koor- 
dinatentransformationen iiberfliissig ist; allerdings mite man zur Ge- 
winnung von tieferliegenden Resultaten sicher auch wieder kanonische 
Koordinaten einfiihren. — SchlieBlich sei noch auf die Arbeit [17} von 
Rrirr hingewiesen, in der mit formalen Potenzreihen gearbeitet wird und 
die daher von unseren Betrachtungen iiber topologische Gruppen grundsatzlich 
verschieden ist. 

In den §§ 1,3,4 lehnen wir uns méglichst eng. an die Darstellung des end- 
lichen Falls bei Pontrsacrs [16] an, und wir verweisen fiir solche Beweise. 
die sich ohne weiteres aus dem Endlichen iibernehmen lassen, auf dieses Lehr- 
buch. 

1) E. B. Dynkrn hat die Resultate von Birknorr [1] nach einer anderen Richtung 
verallgemeinert; er 148t allgemeinere normierte Grundkérper zu. [Amer. math. Soc. 
Translat. Nr. 97 (1953) = Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 1, 135—186 (1950)]. 
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§ 1. Differenzierbare und analytische Koordinatensysteme fiir topologische 
Gruppen und Gruppenkeime 

Vorgelegt sei ein Gruppenkeim'*) K mit den Elementen {z, y, z, . . .}, dem 
neutralen Element e und der Multiplikation z- y = zy. Ein solcher Gruppen- 
keim heiBt B-lokale Gruppe, wenn eine Umgebung U von e ¢ K homéomorph 
einer Umgebung des Nullpunktes O des Banach-Raumes B ist, so daB e und O 
einander zugeordnet werden. Diese Abbildung von KX in B heiBe ein Koordi- 
natensystem. Die Elemente von B sollen kleine lateinische obere Indizes 
tragen, und der Kernbuchstabe des Koordinatenvektors von x ¢€ K soll eben 
falls x sein, so daB also z. B. z ¢ K den Koordinatenvektor z‘¢ B hat. 

Im iibrigen benutzen wir fiir B durchweg die in [8] eingefiihrte Tensor- 
rechnung, die im Anhang I kurz erliutert wird, ebenso wie die verwendeten 
Hilfssatze itiber die Frécuetsche Differentialrechnung. 

W sei eine solche Umgebung von e € K, da fiir x « W, y « W das Produkt zy 
erklart ist und zy € U. (Die Existenz einer solchen Umgebung folgt aus den 
Eigenschaften des Gruppenkeims.) Dann ist / mit 


y= z= f(xy) 
eine stetige Funktion in W x W, deren Werte in U liegen; also ist 
= f(xy") 


stetig, und es gilt 
(1) f*(x;0) = a= f*(0; 2). 


K heiBt B-lokale differenzierbare Gruppe, wenn f‘ nach beiden Argumenten 
o-mal stetig differenzierbar ist (9 => 2), und B-lokale analytische Gruppe. 
wenn f? analytisch ist. 

Aus (1) folgt fiir 


. Ofi (x; 0 i Of? (0; y) 
Lgs(2) = B) 5 uty) = 2B” ; 
(2) Li,(0) = Le (0) = 64. 


Dabei ist 6; ¢ B} definiert durch 6j z= 2‘ fiir alle z'¢ B. Nach dem Um- 
kehrungssatz von HiLpDEBRANDT-GRAVES-NEVANLINNA [5, 14] existieren in 
einer Umgebung des Nullpunktes stetige Funktionen A‘, Aj, ¢ Bi mit 


Aj (ar) I} (a) = Li (x) Aj (x) = Af (x) Lf (x) = Lf (x) AP (x) = b. 


Wir nehmen von nun an an, daB W bereits so klein gewiahlt sei, daB alle diese 
Funktionen existieren. 

U ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit (ein B-lokal-linearer Raum 
im Sinne von [8]). £1(0) =! bezeichne den Tangentialraum dieser diffe- 
renzierbaren Mannigfaltigkeit im Nullpunkt. Dieser Tangentialraum ist 
linear homéomorph zu B [8]. ~ 

Eine topologische Gruppe heiBt differenzierbare (analytische) B-Gruppe, 
wenn sie zugleich differenzierbare (analytische) B-lokale Gruppe ist. 

18) Fiir die Definition verweisen wir auf [16]. 
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1.1. Wenn G, eine differenzierbare (analytische) B,-Gruppe ist (¢ = 1, 2), 
dann ist das direkte Produkt G, x G, eine differenzierbare (analytische) (B, x B,)- 
Gruppe. 

Beweis. By— {2*; |2|,}; By— {%: |éla} «By x By = {(a',8%); (J? + 112)". 
Die Multiplikation in G,; werde im Koordinatensystem gegeben durch die 
Funktion /(;). Dann ist die Multiplikation in G, x G, definiert durch 


(fiay(@5y), fy (05m), 
und diese Funktion ist nach bekannten Satzen ([8], Hilfssatz 4.1) differen- 
zierbar (analytisch). 
xi, (t) (j = 1, 2) seien zwei differenzierbare Kurven in K mit 2{)(0) = 0 


i. 
und den Tangentenvektoren a = &;,. Dann ist yé(t) = f*(24)(t); zh) (b) 
wiederum eine differenzierbare Kurve mit y‘(0) = 0, und es gilt 
dy? (0) 





dt = % Say + 5 Fle) = ay + Flay 


{nach der Kettenregel und Gl. (2)]. Der Multiplikation von Kurven entspricht 
also die Addition von Tangentenvektoren in £". 


§ 2. Die beiden integrablen linearen Ubertragungen 

Bekanntlich lassen sich in jeder Gruppe (ohne Riicksicht auf eine etwa 
vorhandene Topologie) zwei Parallelismen erkléren, die dann und nur dann 
zusammenfallen, wenn die Gruppe abelsch ist. Ein endlicher Vektor ist ein 
geordnetes Paar von Gruppenelementen (2, y); zwei endliche Vektoren (z, y) 
und (z’,y’) heiBen rechtsiquipollent, wenn es ein z gibt, so daB xz = 2’, 
yz = y’, und linksaquipollent, wenn es ein u gibt mit uz = 2’, uy = y’®). 

In B-lokalen differenzierbaren Gruppen kénnen diesen Parallelismen fiir 
die endlichen Vektoren lineare Ubertragungsgesetze fiir die kontravarianten 
Tangentialvektoren zugeordnet werden; diese Ubertragungen, die dann ihrer 
Herkunft nach integrabel sind, sollen jetzt explizit konstruiert werden. 

Zwei differenzierbare Kurven 2,(t), 2()(¢) werden rechtsaquipollent ge- 
nannt, wenn és ein z gibt, so daB x(t) -z = 24)(t) fiir alle ¢. Ist speziell 
2(,)(0) = 0, so lautet diese Bedingung in Koordinatenform 


Xia) (t) = (ahi (t); 2{2)(0)). 
Differentiation nach ¢ ergibt fiir t = 0: 
i; _ Tite) eh. eb. 99 ” 
{1) Ele) = Liz) Fy; EGQ= —- _ (j = 1,2). 


Diese Beziehung ist nun unabhangig von der speziellen Wahl der Kurven mit 
den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen fir ¢ = 0: Zwei Vektoren },), é{2) 
in e, z heiBen rechtsiéquipollent, wenn (1) gilt; zwei kontravariante Vektoren 
in beliebigen Punkten des Gruppenraumes heiBen rechtsaéquipollent, wenn sie 
zu demselben Vektor im Punkte e¢ rechtsiquipollent sind. Ein Feld von 


*) Fir die wichtigsten Eigenschaften verweisen wir auf [18]. 
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rechtséquipollenten Vektoren ist also definiert durch 
(2) E(x) = Lj (x) &*(0), 


und auf diese Weise erhilt man auch alle méglichen rechtsiquipollenten 
Vektorfelder. — Ahnlich ergibt sich fiir linksiiquipollente Felder: 


(3) n(x) = Lz*(x) n*(0). 
Als infinitesimale Beziehung erhalt man durch Differentiation von (2): 
(r) (r), éLi 
(4) df= — Te dx, Fy=— 2 Aja): 
und ebenso aus (3) 
(e) (e) f wi 
(5) dyi=—Tj;n dx, Fj =— we Af’ (x). 


(r) (e) 
Die GréBen J und / sind die Ubertragungsoperatoren der Rechts- bzw. 
Linksaquipollenz von kontravarianten Vektoren. (Alle Betrachtungen be- 
ziehen sich auf die in § 1 definierte Umgebung W, so daB alle auftretenden 
Gr6Ben einen Sinn haben.) 


§ 3. Eingliedrige Untergruppen 


Eine in ¢ = 0 differenzierbare Kurve g(t) ¢ K (|t) < r, r > 0) mit g(t, + ¢,) 
q(t,) g(t.) heiBt eingliedrige Untergruppe, und 


F dg) (0) 
oe 

heiBt ihr Richtungsvektor. Offenbar ist g(0) = e. Zwei eingliedrige Unter- 
gruppen q(t), A(t) heiBen gleich, wenn g(t) = A(t) in einem 0 im Inneren ent- 
haltenden ¢t-Intervall. 

3.1. Es gibt genau eine eingliedrige Untergruppe g(t) von K mit dem Rich- 
tungsvektor &*; diese geniigt den Differentialgleichungen 

5gi(t er . 

(1) 7 = Li‘ (g (t)) & = Li git) &: gO) = 0 
und ist geoddtische Linie jedes der beiden linearen integrablen Zusammenhdnge 
aus § 2. 

Beweis. Die eingliedrige Untergruppe g(t) habe den Richtungsvektor &'. 

(r) 
Wir zeigen zunichst. daB sie geoditische Linie der beiden Zusammenhinge /* 
(¢) 

und /” ist. Dies folgt daraus, daB die Kurven g(t) und g,(t) = g(s + ¢) 
= g(s) g(t) = g(t) g(s) fir beliebiges festes s(/s + ¢|< r) sowohl rechts- als 
auch linksiquipollent sind. Aus § 2. (2). (3) folgen die beiden Differential- 
gleichungen (1) und aus dem Eindeutigkeitssatz fiir gew6hnliche Differential- 
gleichungen, daB es héchstens eine eingliedrige Untergruppe mit dem Rich- 
tungsvektor &' geben kann. 

Es bleibt also noch die Existenz einer eingliedrigen Untergruppe zu vor- 
gegebenem Richtungsvektor £ zu zeigen. Der Beweis dafiir kann mit Hilfe 


23a 
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des Existenzsatzes fiir gewéhnliche Differentialgleichungen analog zum ent- i 
sprechenden Beweis fiir endliche Gruppen gefiihrt werden, wie er z. B. in [16] 
durchgefiihrt ist. 

Korollar 1. Jede differenzierbare eingliedrige Untergruppe ist mindestens 
ebenso oft differenzierbar wie das Koordinatensystem und analytisch, wenn das 
Koordinatensystem analytisch ist. Dies folgt aus (1). 

Korollar 2. Diejenigen geodéitischen Linien, die durch den Nullpunkt gehen, 
sind fiir die beiden integrablen Zusammenhinge dieselben, und zwar sind sie 
eingliedrige Untergruppen. Die affinen Parameter der Geodiitischen sind zu- 
gleich ,,kanonische‘‘ Parameter der Untergruppen (d. h. es gilt g(s + t) = g(s)g(t)). 


§ 4. Kanonische Koordinaten 

Ein Koordinatensystem fir eine B-lokale differenzierbare Gruppe, in dem 
die eingliedrigen Untergruppen durch lineare Beziehungen g(t) = ¢- & 
(é* Richtungsvektor) gegeben sind, heiBt kanonisch. Nach 3.1 entspricht um- 
gekehrt in kanonischen Koordinaten jeder Kurve t - £(€ + 0) eine eingliedrige 
Untergruppe. 

Die B-lokale differenzierbare Gruppe sei in einem Koordinatensystem (z‘) 
vorgelegt. Die eingliedrige Untergruppe mit dem Richtungsvektor &‘ und dem 
kanonischen Parameter ¢ sei g‘(£;t); diese Funktion von ¢ ist fiir festes £¢ 
Lésung der gewohnlichen Differentialgleichung 

i(k: 
(1) SONG _ Ti GK (830) &, 
und es gibt also nach einem Ergebnis von KERNeER [7] positive Zahlen a, 5, 
so daB fiir || &|| < a die Lésung fiir |t| < 6 definiert und ebenso oft differenzierbar 
ist wie das Koordinatensystem bzw. mit diesem analytisch ist. Wegen der 
aus 3.1 folgenden Gleichung 


(2) 9 (&; st) = g*(s &; t) 
ist also fiir |£| < ab die folgende Funktion definiert : 
(3) h(E) = 9 (E; 1), 


fiir welche wegen (2) offenbar gilt h(0)= 0. DaB®B h‘() in einer Umgebung 
von & = 0 stetig differenzierbar ist, folgt aus den Ergebnissen von Kerner [7]; 
denn die Lésung g(é; ¢) der Differentialgleichung (1) ist nach dem Parameter é 
differenzierbar, weil die Differentialgleichung selbst es ist. Den Wert der Ab- 
leitung im Punkte 0 finden wir mit Hilfe der GArzaux-Berechnungsweise : 


dhé (0) -, Ailes) 4. gi(Sse) 5; , dhi (0) 
ade _— ¢ = (0) & = &, also 





wi. 


Daher ist nach dem Umkehrungssatz (Anhang I) die Gleichung 
xi = hi (@*) 


stetig umkehrbar, mit h(0) = 0, und die Umkehrung ist in einer Umgebung 
von 0 eindeutig erklirt. In den Koordinaten 7, von denen man durch ebenso 
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oft wie das Koordinatensystem z differenzierbare Koordinatentransformation 
zum System x kommt, stellt jede Kurve ¢- F eine eingliedrige Untergruppe 
dar. Wir haben also den Satz: 

4.1. Es gibt eine Koordinatentransformation Z(x), so daB % ein kanonisches 
Koordinatensystem ist, und so daB x(z%) in einer Umgebung von 0 ebenso oft 
differenzierbar ist wie das Koordinatensystem (x) bzw. mit diesem analytisch ist ; 
ferner gilt 

6 xt 
Cy bt. 


Als eine Folge dieses Satzes kann man leicht beweisen: In einem differen- 
zierbaren Koordinatensystem ist jede eingliedrige Untergruppe differenzierbar. 

Der Beweis kann durch Ubergang zu einem kanonischen Koordinaten- 
system genau so gefiihrt wie im endlichdimensionalen Fall bei Ponrrsacin [16] 
(Theorem 48, p. 190—192) und daher hier iibergangen werden. (Im Beweis 
von PonTRJAGIN ist zu diesem Zweck natiirlich |z*| durch | 2‘ zu ersetzen.) 


§ 5. Differenzierbarkeitseigenschaften von Untergruppen 


Im folgenden bezeichnet, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes an- 
gegeben wird, H eine abgeschlossene Untergruppe der B-lokalen differenzier- 
baren Gruppe K, d. h. genauer einen Untergruppenkeim, zu dem es eine Um- 
gebung V der 0 in K gibt, so daB Hr V in K abgeschlossen ist. 

5.1. Wenn es eine fiir t= 0 differenzierbare Kurve x‘(t)¢ HV gibt, so 
daB x‘(0) = 0, - ss = &, dann enthilt H auch die eingliedrige Untergruppe 
von K mit dem Secmnthdiedier &, 

Beweis. Das Koordinatensystem in K sei als ein kanonisches gewiahit. 
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann V als durch die Koordinaten- 
menge {z‘;||z‘| <1} beschrieben angenommen werden, was ndtigenfalls 
durch eine Koordinatentransformation r- 6; und Einschrinkung von V auf 


eine Untermenge erreichbar ist. Mit x‘ (¢) sind auch die n - x‘ (t) fir n < <n 


Koordinaten von Elementen aus H7\ V. Da zx‘ (t) fiir ¢ = 0 differenzierbar ist, 
é 
a5) = &, treten alle s- & mit OS s< + als Hiufungspunkte der Menge 


n:ax(t);O<t<ens Tae auf, liegen also ebenfalls in H\V, w.z.b.w. 

Korollar. Wenn es in HV eine Folge xin) gibt mit x.) ¢, und (in ka- 
nonischen Koordinaten von K)- an [> £4, dann enthilt H\ V die eingliedrige 
Untergruppe mit dem Tangentialvektor £*. (Der Beweis dafiir verliuft wie der 
zu 5.1.) 

5.2. Die Gesamtheit der Tangentialvektoren im Punkte e von in e differen- 
zierbaren Kurven aus Hr\ V bilden einen linearen Raum L(H), wenn H eine 
beliebige (nicht notwendig abgeschlossene) Untergruppe von K ist; L(H) ist zu 
einem Unterraum von B linear homéomorph. — Wenn H abgeschlossen ist, 
dann ist auch L(H) abgeschlossen, und in kanonischen Koordinaten von K gilt: 
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Notwendig und hinreichend dafiir, daB die eingliedrige Untergruppe von K mit 
dem Richtungsvektor £' zu H gehért, ist &*¢ L(H). 

Beweis. Wenn x(t) den Tangentialvektor &* int = 0 hat (x(0) = e), und 
y(t) (y(O) = e) int = 0 den Tangentialvektor 7‘, so hat x(t) - y(t) den Tangen- 
tialvektor £'+ » in 0 und x(a-t) den Tangentialvektor a - &*. Daraus folgt 
wegen der Gruppeneigenschaft von H die Linearitét von L(H). Da die Tangen- 
tialvektoren einen linearen Unterraum von £' bilden und &' linear homéo- 
morph zu B ist, folgt die lineare Homéomorphie von L(H) mit einem linearen 
Unterraum von B. Die notwendige und hinreichende Bedingung im Falle 
der Abgeschlossenheit von H ergibt sich mit Hilfe von 5.1. Es gehéren also 
(da wir kanonische Koordinaten von K haben) alle ¢ & fiir *¢ Z und geniigend 
kleine ¢ wirklich zu"K, woraus wegen der Abgeschlossenheit von H diejenige 
von L(#) folgt. 

5.3. Wenn H abgeschlossen ist, dann ist L(H) invariant unter den inneren 
Automorphismen von H. 

Beweis. Wenn g‘¢ L(H), dann gibt es nach 5.2. in H eine eingliedrige 
Untergruppe g‘(¢) mit g(1) = g, und fiir kleine ¢ gilt g(t) « Z(H). Da ag(t)a~! 
ebenfalls eine eingliedrige Untergruppe von H ist, wenn a ¢ H, folgtaga-!¢ L(H) 
fiir alle a ¢ H, g ¢ L, was behauptet wurde’). 

5.4. Es sei H eine abgeschlossene, zusammenhiingende Untergruppe von K. 
Dann ist notwendig und hinreichend dafiir, daB H eine B’-lokale differenzierbare, 
differenzierbar eingebettete Untergruppe von K ist, daB fiir x € H c\ V gilt x‘ <L(H). 
H ist in diesem Falle ebenso oft differenzierbar wie K bzw. mit K analytisch. 

Beweis. Wenn H eine differenzierbare, differenzierbar eingebettete Unter- 
gruppe von K (in kanon. Koordinaten) ist, dann ist die Bedingung jedenfalls 
erfiillt. 

Es bleibt zu beweisen, daf die Bedingung hinreichend ist. Wir wissen: 
In den kanonischen Koordinaten von K gilt, daf die Koordinaten 2x‘ von 
Elementen aus H mit |2‘| < 1 genau den Durchschnitt des linearen abge- 
schlossenen Unterraums L(H) von &! mit der Einheitskugel V bilden. B’ sei 
der zu L(H) linear homéomorphe abstrakte Banach-Raum, Elemente wu: k’, 
sei die definierende Abbildung von B’ auf L(H) (isometrisch, linear), Kf ihre 
Umkehrung. Dann ist nach den einfachsten Satzen iiber die Fr&cHEtsche 
Ableitung die Produktfunktion der Untergruppe H: 


f? (ux, vt) = KE fi (ke, ur; ki v2) 


ebenso oft differenzierbar wie /‘(x; y) bzw. mit dieser Funktion analytisch*). 

5.5. Bs sei H eine lokalkompakte Untergruppe von K. Dann ist die mit 
der Identitdt e zusammenhiingende Komponente von H eine B'-lokale differenzier- 
bare Gruppe bzw. mit K eine analytische B’-lokale Gruppe. Die Einbettung ist 
differenzierbar bzw. analytisch. 


3) In einer nachfolgenden Arbeit wird gezeigt werden, daB L(H) Koordinaten eines 
Normalteilers von H sind. Daraus folgt sofort: Jede einfache abgeschlossene Unter- 
gruppe, welche eine in 0 differenzierbare Kurve enthalt, ist eine differenzierbare Gruppe. 

4) In der Terminologie von Lie besagt dieser Satz: Eine Untergruppe ist genau dann 
\ifferenzierbar, wenn sie von infinitesimalen Transformationen erzeugt wird. 
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Beweis*). Es sei L(H) wie bisher definiert, wobei K wieder in kanonischen 
Koordinaten angenommen sei. Wegen 5.4 geniigt es zu zeigen, daB L(H) 
eine volle Koordinatenumgebung der 0 in H enthalt. Wir werden zeigen: 
Wenn L(H) nicht eine volle Koordinatenumgebung der 0 in H enthielte, 
dann gibe es eine Folge 2;,,)¢ H mit 
(A) € + Ln) >e; lan -+ x fir ein x ¢ K, aj, L’, 

L’ ein abgeschlossener linearer Unterraum von B mit L’' L(H) = 0, 
L(H)@ L'= B. 

Wenn wir (A) als bewiesen annehmen, dann gilt wegen der Abgeschlossen- 
heit von H x ¢ H und wegen der Limesbedingung und dem Korollar zu 5.1: 
t- at¢ H firt <1. Also ist ein Widerspruch zur Annahme erhalten, daB L(H) 
alle eingliedrigen Untergruppen von H enthielte, denn |x‘ = 1, t- 2t¢ L’. 
Damit wire der Beweis von 5.5 beendet. 

Es bleibt also die Existenz einer Folge 2;,,) mit (A) zu beweisen, unter der 
Annahme, daB L(H) nicht eine volle Umgebung der 0 in H enthielte. Dann 
gibt es eine Nullfolge y,,.)¢ H, yi,)¢€ L(A). L(H) ist wegen der Lokalkompakt- 
heit jedenfalls endlichdimensional (Anhang II, 2), die Dimensionszah] sei n. 
Dann gibt es nach Anhang II, 1 Vektoren bin, € L(H) (k =1,...,) von der 
Norm I und n in B definierte stetige lineare Funktionale c\*), ebenfalls von der 
Norm 1, mit 

CH = Oy 5) fiir j = k. 
Der Raum 
L'= {x'¢ B; Mat = 0, k=1,..., 0} 


hat mit L(A) nur den Nullvektor gemeinsam, und L(H), L’ spannen zusammen 
den ganzen Raum B auf; die Abgeschlossenheit von L’ folgt aus der Stetigkeit 
der Funktionale c. Das Gleichungssystem 


(B) c® fe (y-1; b) = 0 mit Y= tay bhi ++ 1 ty Oy 


hat fiir y = e die eindeutig bestimmte Lésung t;,)= --- = t(,)= 0. Fir y=e, 
t)~ 9 fiir alle k ist die Funktionalmatrix der linken Seite von (B) gleich a,, ;) 
= cbj,, die Funktionaldeterminante also gleich 1. Nach dem Hauptsatz 
iiber implizite Funktionen [5] existiert also in einer Umgebung von y‘= 0 
sicher eine stetige Funktion b‘(y) mit b‘(0) = 0, welche (B) lést; wegen (B) 
ist daher fiir solche y y~1b(y) € H, und der Koordinatenvektor /‘(y~'; 6(y)) 
von y~1b(y) liegt in L’. Von einem gewissen Index N ab liegen die y;,) in der 
Umgebung, in der b(y) definiert ist; wir setzen 


ny = f' (yas); b(Y%n))- 


Es gilt 2,)¢H, xj,,¢ L’, lim2,)= ¢, auBerdem x;,,) + €; wire nimlich 2(,)= e, 
so hitte man ¢ = yj} b(y(,)), also y,)¢ L entgegen der Annahme. Wegen der 
5) Die Spezialisierung des Beweises auf endliche Keime K diirfte etwas kiirzer aus- 


fallen als der Beweis in [16]; dabei kann das Scumiptsche Orthogonalisierungsverfahren 
angewandt werden. 
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Lokalkompaktheit gibt es eine Teilfolge, deren zugehérige Einheitsvektoren 
konvergieren, und diese Teilfolge erfillt die Bedingung (A). Damit ist der 
Beweis von 5.5 beendet. 

Die Frage, ob auch alle nicht lokalkompakten abgesehlossenen (zusammen- 
hangenden) Untergruppen wieder B’-lokale differenzierbare Gruppen sind, 
kann hier in dieser Allgemeinheit nicht beantwortet werden [vgl. aber FuB- 
note *)]. — Es gilt aber 

5.6. Das Zentrum Z einer B-lokalen differenzierbaren (analytischen) 
Gruppe K ist eine B’-lokale differenzierbare (analytische) Gruppe; die Ein- 
bettung ist differenzierbar (analytisch). (B’ ist linearer Unterraum von B.) 

Beweis. Wenn g € Z, dann enthalt Z auch die ganze eingliedrige Unter- 
gruppe g(t) mit g(1) = g; denn fiir jedes a ¢ K ist a~'g(t) a = h(t) wiederum 
eine eingliedrige Untergruppe, fiir die wegen g(1) € Z gilt h(1) = g(1). Nach 
dem Eindeutigkeitssatz 3.1 folgt dann A(t) = g(t), also g(t) ¢ Z. Aus 5.4 folgt 
dann die Behauptung, da Z abgeschlossen ist, wie man leicht verifiziert. 


§ 6. Anwendungen auf Banach-Algebren und Gruppen linearer Transformationen 
in Banach-Réumen 


In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, da® sich die bisherigen Betrach- 
tungen auf die Gruppe einer Banach-Algebra mit Einselement anwenden 
lassen. Diese Gruppe ist definiert als die Menge derjenigen Elemente einer 
Banach-Algebra, welche ein Inverses bei der Multiplikation besitzen; zu dieser 
Gruppe gehért stets eine volle Umgebung des Einselementes J der Banach- 
Algebra (vgl. dazu etwa [6]; wir betrachten hier reelle Banach-Algebren, fiir 
die die entsprechenden Satze gelten). 

6.1. Die Gruppe einer reellen Banach-Algebra mit Einselement ist eine ana- 
lytische B-Gruppe (B ist der Banach-Raum der Algebra). 

Beweis. Als Koordinatenvektor 2‘ des Elementes x der Gruppe wahlen 
wir z‘= J — x (I bezeichnet das Einselement). Die Produktfunktion /*(z;y) 
= (zy) = I1— zy = 2+ y'— aty ist eine analytische Funktion der Koordi- 
natenvektoren z‘,y‘, das Einselement hat den Koordinatenvektor. 0, und da 
eine Umgebung von J in B zur Gruppe gehdért, ist die Gruppe eine B-lokale 
analytische Gruppe. 

Aus den Ergebnissen von § 5 und 6.1 folgt nun sofort: 

6.2. Die Untergruppe H der Gruppe einer Banach-Algebra ist eine B'-lokale 
analytische Gruppe jedenfalls dann, wenn 

a) H lokalkompakt ist (dann ist H eine endliche Liz-Gruppe), oder 

b) H das Zentrum der Gruppe der Banach-Algebra ist, oder wenn 

¢) es eine Umgebung U von e gibt, so daB mit u¢ H -\ U auch eine eingliedrige 
Untergruppe u(t) mit u(1) = u zu H gehért. 

Korollar: 6.2 gilt fiir die Gruppe der linearen Transformationen eines Ba- 
nach-Raumes. 

6.2. a) ist (fiir komplexe Banach-Algebren) von K. Yosrpa [19] auf einem 
ganz anderen Wege, nimlich durch Ubertragung der Methode von J. v. Ngv- 
MANN [15], bewiesen worden. 
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Anhang I. Hilfsmittel aus der Differentialrechnung in 
Banachschen Riéumen und der Tensorrechnung 


Es sei B ein Banacuscher Raum. Seine Elemente bezeichnen wir im all- 
gemeinen durch kleine lateinische obere Indizes, welche nicht zur Unter- 
scheidung der Elemente (als ,, Nummern‘“‘) aufzufassen sind; 2‘ bezeichnet nur 
die Zugehérigkeit von zx zum Raume B (Abkiirzung fiir z¢ B). Wenn in 
einem Beweisgang mehrere verschiedene Riume auftreten, werden zur Indi- 
zierung verschiedene Alphabete beniitzt. 

_ Die Elemente des adjungierten Raumes B, tragen untere Indizes aus dem 
gleichen Alphabet: u; bezeichnet also ein stetiges lineares Funktional iiber 
B, u,x* die Anwendung dieses Funktionals auf x‘ (bezeichnet also eine Zahl), 
u,z*= x*u, dagegen eine lineare Abbildung von B auf sich. Als Adhere ad- 
jungierte Riume BY (m= 0, n=, ganz) bezeichnen wir die Banach-Riume 
aus den stetigen Multilinearformen in » Argumenten aus B und m Argumenten 
aus B,, welche noch der zusitzlichen Bedingung geniigen, daB jeder Ausdruck 
mit nur einem freien oberen Index ein Element von B ist. (So ist ch;2* y’ ¢ B.)*) 
Wir schreiben fiir Bl auch B,(n 21), fiir BY auch B"(m => 1); Bo ist der 
zugrunde liegende Kérper, in unserem Falle also der der reellen Zahlen. — 
Allgemeiner steht fiir eine lineare stetige Abbildung eines Banach-Raumes 
B (Elemente z*) in einen anderen C (Elemente y*) das Symbol f?7, usw. Zahlen 
tragen keine freien Indizes; Nummern werden eingeklammert. Die Kon- 
vention geht im endlichdimensionalen Spezialfall in die Erinsternsche Summa- 
tionskonvention iiber. 

Eine Abbildung y*= t*(z*) von B in C heiBt differenzierbar (im Sinne von 
Fricuet [3]}) in z*, wenn 


Fe(x* + dak) — Fe (x*) = Li (x*) dxt + o%(dz*) 
fiir alle z* + dz* aus einer Umgebung von 2* ; 0*(dz*) bezeichnet eine Funktion 
mit 


Ilo (dx*)|| 
— =. 
|\@2| 





0+ |\dz!|+0 


Der dann eindeutig bestimmte Operator L#(x) wird als Friécuersche Ab- 
leitung von F* an der Stelle z* bezeichnet ; wir schreiben 


L3 (x*) = 6Fa(z) 


Fiir zusammengesetzte Funktionen w*(z) = ®*(F*(zx*)) gilt die Ketten- 
regel von Fricuet [3]: 


dby* (zx) 6O°(F(z)) 5F*(z) 
été 6Fe 3 §~=— x*® 








Der Tay.orsche Satz gilt in der folgenden Form [9]. (Ein ahnlicher Satz, 
hergeleitet mit Hilfe des Integralbegriffs, findet sich in [4]:) 


*) Fiir die genauere Ausfiihrung mu8 auf [8] verwiesen werden. 
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Die Funktion F=(x*) besitze in einer Umgebung U von x* stetige Ableitungen bis 
zur (n+1) ten Ordnung. Dann gilt 


: . OF (xt : 
Fa(xt dat) = Pe(at) ) 8°) gas 4 
1 #Fa(zt) | 1 6" F(x) | 
2! dbx ba: dxhdxs +... nm! dah...dxin dx"... dx’n + oX(dzx) |\dx\"? 


fiir alle dx mit (x + t-dx)¢ U (OSt<1). 

Es sind mehrere Definitionen fiir die Analyzitét einer Funktion méglich. 
welche simtlich so beschaffen sind, dafS Polynome und endlichdimensionale 
analytische Funktionen analytisch sind. Wir verwenden hier die folgende 
Definition : 

Wenn F*(x*) in der offenen Menge U unendlich oft differenzierbar ist, so 
heiBt F* analytisch in U, wenn die Taytorsche Reihe fiir jedes x, dx mit x « U, 
x +dx<¢U in der Normtopologie gegen F*(x + dx) konvergiert. 

Fiir gewdhnliche Dijferentialgleichungen 

t 
en hast 
gilt der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von KERNER [7] (dazu auch HILxe [6], 
S. 95): Wenn f nach beiden Argumenten stetig differenzierbar ist (LIPSCHITZ- 
Bedingungen wiirden ausreichen), dann gibt es eine und in einer Umgebung der 
Anfangsbedingungen genau eine Lésung x‘ (t) mit x*(0) = z',. 

Wegen weiterer hier benétigter Eigenschaften des Fricuerschen Diffe- 

rentials sei auf [8] verwiesen®*). 


Anhang II. Ein Orthogonalisierungsverfahren fiir Banach-Riume 

Das folgende Verfahren, welches auch unabhingig von der vorliegenden 
Arbeit verwendbar ist, gibt die Begriindung fiir eine im Beweis zu Satz 5.5 
bendtigte Hilfsbetrachtung : 

Il. 1. Es sei zi, (n= 1,2,...) eine héchstens abziihlbare Folge von linear 
unabhingigen Einheitsvektoren aus einem Banach-Raum B; dann gibt es eine Folge 
Yiny< B von gleicher Michtigkeit und eine Folge y\"€ B, mit folgenden Eigenschaften : 

a) byfml — Ly = 1, | | 

b) Yin) ist linear abhéingig von den xj, (k < n), aber nicht von den xj, (k < n), 

c) ¥$” vin) = 1 fiir n=m™, ¥.” viny= 0 fiir m>n, 

d) Es ist |yin— Lim) = 1, wobei Ly,,) die AbschlieBung des von den 
yiny(n > m) aufgespannten linearen Unterraumes von B ist; also gilt speziell 
Xm» — yiny| 2 1 fiir m + Nn. 

Beweis. Wenn die Folge 2;,, leer ist, dann ist nichts zu beweisen. Es sei 
also 2(,) vorhanden; dann setze man y/,)= 2j,) und wihle y‘” als ein nach dem 
Satze von Hann-Banacu’) zu yj; bestimmtes Funktional. — Wir schlieBen 
nun weiter durch vollstaéndige Induktion. Fiir m < n sei bewiesen: 

Y yin = 0 fiir k < m <n mit | y|! = 1 (k <n). lyin) = 1 (mS n). 


6a) Die Grundtatsachen der Differentialrechnung in normierten Raumen sind jetzt 
in Lehrbuchform zuginglich: L. A. Livsternik u. W. I. Sopotew: Elemente der Funk- 
tionalanalysis, Berlin 1955, Kap. VI. 
7) Dieser Satz besagt: Zu x! mit |ia‘l = 1 existiert 2; mit |x; = 1, so daB a;2'= 1. 
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y\ Yix) = 1 (k <n). Dies ist die Induktionsvoraussetzung. Dann wihlen wir 
zU Yin) ein nach dem Satze von Hann-Banacu bestimmtes Funktional y\”’. 


Zur Bestimmung von yj,,,, suchen wir zunichst einen Vektor x‘ mit 


x= By) Way t+ *** + BndYiny + Fng1) Mn+1) 


und 
0= y\ xt = |) T Ons) thn +1) 
2) yi (2) yi (2) »i 
0 = yPat= ay z+ ae) + new ¥i? Mn+ 1) 
( (n) > eee ( i 
0= y¥;" x‘ = = Ay Ye x t + Bn) + Bins) Yi Xn 1)° 
Dieses Gleichungssystem besitzt eine nicht-triviale Lésung (a,,)), da die 
Determinante der Koeffizienten von (aq), . . ., @(,)) gleich 1 ist. Offenbar kann 
fiir eine nichttriviale Lésung nicht gelten a,,,,,) = 0, weil daraus folgen wiirde 
0 = aq) = +++ = a,). Ein nichtverschwindender Lésungsvektor 2* ist also von 
Yiry> - - «+ Yin) linear unabhiingig, aber linear abhingig von y/,), . . ., yin), tin1)- 
Das gleiche gilt dann auch fiir 
x 
t 
Yin+1)> jt 


Damit sind a), b), c) bewiesen. 
Es bleibt d) zu zeigen; dies folgt aber aus 


Yiny— ¥*] = lyf” (Yimy— y')| = 1 

fiir y* € Ly,,)*). 

Als einfache Anwendung folgt der Satz von F. Riesz, den wir in der vor- 
liegenden Arbeit mehrfach verwendet haben: 

II. 2. Ein normierter Raum ist dann und nur dann lokalkompakt*), wenn der 
Raum endlichdimensional ist. 

Beweis. Wire B nimlich unendlichdimensional, so giibe es eine unend- 
liche linear unabhingige Teilfolge, deren zugehérige orthogonalisierte Folge 


Yimy Wegen | ¥iny— Yin] 2 1 (m+ n) keine konvergente Teilfolge enthalt. 
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Einleitung') 


1. In der klassischen Theorie der Modulformen einer komplexen Variablen 
nehmen div Untersuchungen tiber die Hecke-Operatoren 7'(g) einen wichtigen 
Platz ein. Ihre systematische Untersuchung wurde von Hecke (2, 3]*) be- 
gonnen und von Perersson [11] zu einem gewissen AbschluB gebracht. Das 
starke Interesse, das diese Operatoren gefunden haben, beruht in der Haupt- 
sache wohl auf der Tatsache, da8B man mit Hilfe dieser Operatorentheorie eine 
Ubersicht tiber die multiplikativen Relationen zwischen den Fourierkoeffi- 
zienten von ganzen Modulformen erhilt. Da die Fourierkoeffizienten von 
Modulformen in vielen Fallen eine direkte arithmetische Bedeutung haben — 
man denke an die Thetareihen definiter quadratischer Formen, bei denen sich 
die Fourierkoeffizienten im einfachsten Fall als Darstellungsanzahlen einer 
natiirlichen Zahl durch die betreffende quadratische Form ergeben —, liefern 
jene multiplikativen Relationen zahlentheoretische Ergebnisse [4], die rein 
arithmetisch — allerdings nicht in voller Allgemeinheit — erst wesentlich 
spater durch E1cHLER [1] bewiesen werden konnten. 

2. Nach Hecke definiert man fiir jede Form f(r) aus der linearen Schar 
{I’, k} der ganzen Modulformen der Dimension k (— k = natiirliche Zahl), d. h. 
fiir jede in t = x + ¢ y, y > 0, holomorphe Funktion /(r) mit den Eigenschaften 

1) Die vorliegende Arbeit wurde zusammen mit der Note Hinheiten schief/symmetrischer 
Matrizen von der Math.-Naturw. Fakultaét der Universitat Miinster als Habilitations- 
schrift angenommen. 

*) Eckige Klammern verweisen. auf das Literaturverzeichnis auf 8. 385. 
Math. Ann. 130 





24 







































352 Max Kogcuer: 


a) (yt + O)*f ( = : 5) = f(t), (° “ <I’, I’ Modulgruppe, 
b) f(r) gleichmaBig beschrankt in z fir y— ~, 


und jede natiirliche Zahl g einen Operator 7'(g) durch 


(1) NT) = 9 Zeer + aH TG). 





Die zweireihige Matrix 2% hat ‘dabei alle Transformationen g-ter Ordnung, 
d. h. alle Matrizen 


A = (? 1) , a, b, c, d ganz rational, ad — be = g, 


zu durchlaufen, die sich nicht nur um einen linksseitigen Faktor aus J’ unter- 
scheiden. Alle 7'(g) bilden {J°, k} in sich ab und erzeugen daher einen Opera- 
torenring auf dieser Schar. 

AuBer einer Aussage tiber den Zusammenhang der Fourierkoeffizienten 
von f und //7'(g) kann man alle wesentlichen Siatze der Theorie als Struktur- 
aussagen tiber den Operatorenring auffassen. Die dafiir grundlegende Formel 
ist wohl die folgende Verkniipfungsrelation : 


2 Tg) Th) - Y ara 7 (LA), 
(2) @) TH) = > (4) 





die, wesentlich tiber die Vertauschbarkeit hinausgehend, die Struktur des 
Operatorenringes im Bereich der ganzen Modulformen konstituiert. Die oben 
erwahnten multiplikativen Relationen sind direkte Folgerungen aus (2) unter 
Verwendung der Beziehung zwischen den Fourierkoeffizienten. Aber auch 
die Entwicklung der den Eigenfunktionen der Operatoren 7'(g) zugeordneten 
Drricutet-Reihen in Evter-Produkte hat nach Perersson ihr Aquivalent 
im Operatorenring. Setzt man namlich fiir komplexes s 


T,= ao" T (9), 


dann folgert man aus (2) leicht 
(3) T .= 7a —p-§ T (p) 4 p-*-1-28)-1, 
P 


wobei das Produkt rechts iiber alle Primzahlen p zu erstrecken ist. Die Da, - 
stellung (3) entspricht dem EvLer-Produkt der Eigenfunktionen. 

3. Schon bald nach Erscheinen der ersten Arbeiten von HEcCKE zu diesem 
Fragenkreis tauchte die Frage auf, ob eine Méglichkeit der Verallgemeinerung 
dieser Operatoren auf die von S1ecEt [14] eingefiihrten Modulformen n-ten 
Grades miéglich ist. Es ist wohlbekannt [16], daB gewisse Thetareihen defi- 
niter quadratischer Formen, deren Fourierkoeffizienten sich als Anzahl der 
Darstellungen einer quadratischen Form von n Variablen durch eine quadrati- 
sche Form von mehr als n Variablen ergeben, auf Modulformen n-ten Grades 
fiihren. Man darf also hoffen, nach geeigneter Verallgemeinerung der Theorie 
ebenso wie im klassischen Fall (n = 1) arithmetische Satze iiber diese Dar- 
stellungsanzahlen zu erhalten. 
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Einen ersten Ansatz zur Verallgemeinerung der Hecxe-Operatoren von 
Sucawara [17, 18] griff Maass [10] in letzter Zeit auf und gelangte zu ver- 
schiedenen schénen Ergebnissen®*). 

4. In der vorliegenden Arbeit werden nun itiber den Maassschen Ansatz 
hinausgehende Operatoren mit weiterreichenden Eigenschaften definiert und 
der durch sie erzeugte Operatorenring untersucht. Da es einerseits nicht még- 
lich ist, diese Ergebnisse hier in kurzen Worten darzustellen und andererseits 
die Beweise dazu teilweise sehr umfangreich sind, wurde die vorliegende 
Arbeit in zwei Kapitel eingeteilt, von denen Kapitel I mit den §§ 1—4 nur 
Definitionen und Ergebnisse enthalt, wihrend man im Kapitel II mit den 
$§ 6—10 die zugehérigen Beweise findet. Das erste Kapitel ist so ausfihrlich 
gehalten, daB die genauen Ergebnisse dort leicht nachgeschlagen werden 
kénnen. In der Einleitung sollen daher nur einige allgemeine Richtlinien 
skizziert werden. 

Bei einer Verallgemeinerung der Hecke-Operatoren hat man ein Faktum 
zu beachten, wenn man im Falle n > 1 nicht bei formalen Ansiét7en stecken 
bleiben will: Setzt man fiir » = 1 in (1) naémlich k = 0, legt also eine Modul- 
funktion zugrunde, dann stimmt //7'(g) bis auf einen Faktor mit der Spur 
der Modulargleichung der komplexen Multiplikation der elliptischen Modul- 
funktionen iiberein. Dariiber hinaus nehmen die zur Definition von T7'(g) 
verwendeten Transformationen g-ter Ordnung in der komplexen Multiplikation 
eine so zentrale Stelle ein, daB man guttut, ihre sinnvolle und méglichst 
weitreichende Verallgemeinerung in den Mittelpunkt der Uberlegungen fiir 
n > 1 zu stellen. 

Dieser Sachverhalt erfordert, daB man sich von der komplexen Multi- 
plikation der abelschen Funktionen in n Variablen (als naturgeméBe Verall- 
gemeinerung der elliptischen Funktionen) leiten l4Bt, da sich in diesem Falle 
in zwingender Weise eine Verallgemeinerung der Transformationen g-ter Ord- 
nung aufdringt (§1). Dort ist es aber so, daB es unendlich viele gleich- 
berechtigte Gruppen gibt, die sich als Jnvarianzgruppen abelscher Funktionen 
darbieten, von denen jede innerhalb der Theorie der abelschen Funktionen 
den gleichen Platz einnimmt. den die gew6hnliche Modulgruppe innerhalb der 
Theorie der elliptischen Funktionen innehat (§ 2)'). Diese Invarianzgruppen, 
von denen je zwei stets kommensurabel sind, kénnen als Einheitengruppen 
von schiefsymmetrischen Matrizen aufgefaBt werden und sind bereits vom 
Verfasser [8] genauer untersucht worden. Man hat also zuerst zu jeder In- 
varianzgruppe eine lineare Schar von Relativinvarianten in Analogie zur Schar 
der Modulformen n-ten Grades zu definieren und fiir diese dann eine Verall- 
gemeinerung der HecKe-Operatoren anzugeben. Jetzt ist aber kein Grund 
dafiir ersichtlich, daB diese Operatoren eine gegebene Schar in sich abzubilden 


%) Man kann sich leicht iiberlegen, daB der dort definierte Operator nicht allgemeiner 
gebildet werden kann, wenn man fordert, daB er die Schar der Modulformen n-ten Grades 
in sich abbildet. 

*) Die Auszeichnung der Modulgruppe n-ten Grades unter ihnen ist in diesem Zu- 
sammenhang nur dadurch bedingt, daB sie einmal in der symplektischen Gruppe enthalten 
und andererseits arithmetisch am einfachsten zugianglich ist. 


24* 





354 Max Kogcuer: 


haben; sie kénnen daher in wesentlich allgemeinerer Form als bei Maass 
definiert werden ). Stellt man sich einmal auf den hier gewahlten Standpunkt 
der Analogie zur komplexen Multiplikation der abelschen Funktionen, dann 
wird — wie in §1 ausgefiihrt wird — die Definition des verallgemeinerten 
Operators in natiirlicher Weise nahegelegt. Dieser Operator kann fiir jede 
ganze umkehrbare Matrix G von n Zeilen und Spalten durch ein Vertreter- 
system der verallgemeinerten Transformationen g-ter Ordnung definiert 
werden und bildet die lineare Formenschar zu einer der oben erwahnten 
Invarianzgruppen in eine andere solche Schar ab (§ 3). Durch ihn kann also 
gleichzeitig der Ubergang von einer Schar zu einer anderen vollzogen werden. 
Vom prinzipiellen Standpunkt aus ist diese Eigenschaft allein — unabhiangig 
von der Hoffnung auf zahlentheoretische Anwendungen — eine hinreichende 
Begriindung fiir eine genauere Untersuchung des Mechanismus der Opera- 
toren. 

Zu der Durchfithrung des geschilderten Leitgedankens und vollstandigen 
Ausschépfung des Ansatzes ist zu bemerken, daB erstens im wesentlichen vier 
Arten von Operatoren zu erklaren sind, von denen zwei den Hecxe-Opera- 
toren (§ 3) und die restlichen zwei bei n = 1 dem Einheitsoperator entsprechen 
(§ 2), und zweitens jeder Operator zur vollstandigen Charakterisierung zweier 
Argumente bedarf, durch die Definitionsbereich und Wertevorrat festgelegt 
sind. Man wird erstreben, méglichst vollstindige Verkniipfungsrelationen fir 
alle diese Operatoren zu erhalten — ein Ziel, das noch nicht ganz erreicht ist — 
und dann versuchen, durch rein algebraische SchluBweisen die Struktur des 
Operatorenringes aufzuhellen. Der allgemeine Mechanismus der Operatoren 
scheint auBerst kompliziert zu sein; in voller Allgemeinheit kann aber z. B. 
das Analogon der auis (2) folgenden Formel 


bewiesen werden. Dagegen gelingt fiir eine gewisse Klasse von einfach ge- 
bauten Matrizen © der Beweis einer Verallgemeinerung der Gl. (2) und (3). 
Die genau Formulierung dieser Behauptungen findet man in den §§ 3—4. 

In der vorliegenden Arbeit wird bewuBt nur der Teil der Operatorentheorie 
in Angriff genommen, der Strukturaussagen itiber den Operatorenring zulaBt, 
wahrend die Wirkung der Operatoren auf die Fourierentwicklung und die 
sich daraus ergebenden Relationen zwischen den Fourierkoeffizienten -einer 
spiteren Arbeit vorbehalten sind. 

5. Die im folgenden verwendeten Bezeichnungen, Abkiirzungen und De- 
finitionen allgemeiner Art sind — sofern sie nicht in der vorliegenden Arbeit 
neu auftreten — ausfiihrlich in [6], [7] und [8] dargelegt. Diese drei Arbeiten 
werden mit MFI, MF II und ES zitiert. Im §5 wird aber auBerdem eine 
Zusammenstellung der haufig benutzten Abkiirzungen fir Gruppen, Ver- 
tretersysteme, spezielle Matrizen usw. gegeben, die die Lektiire erleichtern 
wird. 


5) In ahnlicher Weise zeigte sich vor kurzem [5], daB bei der HrtBertTschen Modul- 
gruppe Definitionsbereich und Werteyorrat der Verallgemeinerung des HecKE-Operators 
nicht iibereinstimmen. 
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Fir stete Anteinahme, wertvolle Anregungen und viele Ratschlige spreche 
ich hiermit Herrn Prof. Dr. Hans Petersson meinen herzlichen Dank aus. 


I. Ergebnisse 
§ 1. Exkurs tiber abelsche Funktionen 

Die Hecxe-Operatoren 7(g) als Summe von Transformatienen g-ter 
Ordnung haben ihren Ursprung in der komplexen Multiplikation der ellipti- 
schen Funktionen. Fir eine Verallgemeinerung der Operatorentheorie wird 
man sich im Ansatz durch die komplexe Multiplikation der abelschen Funk- 
tionen leiten lassen, denn rein formale Verallgemeinerungen bieten sich in mehr- 
facher Weise an. Es soll daher zuerst eine heuristische Uberlegung durch- 
gefiihrt werden, durch die eine bestimmte Definition der Operatoren fiir n > 1 
nahegelegt wird. 

1. Eine Funktion /f(u) = f(u,, u,,...,u,) der komplexen Variablen 
Uy, Uy, ...,U_ heiBt eine abelsche Funktion, wenn folgende Bedingungen er- 
fiillt sind: 

a) f(u) ist meromorph fir alle komplexen u,, 

b) es gibt 2n reell linear unabhingige komplexe Vektoren w,, Wg, . . ., We, 
von n Komponenten mit 

f(u + w,) = f(u), y= 1,2,...2n. 


Die Vektoren w, kann man zu einer Matrix 
WK", 2") — (w,,W,, . . -, Won) 


zusammenfassen, die als Periodenmatrizx von {(u) bezeichnet wird. Aus der 
Definition ersieht man sofort, daB die abelschen Funktionen zur Perioden- 
matrix % einen Kérper A(QD) bilden. A (QW) ist isomorph einer einfachen 
algebraischen Erweiterung des Kérpers von mn Unbestimmten iiber dem 
Koérper der komplexen Zahlen. Einen Beweis dieses Satzes findet man 
in [15]. 

Es ist wohlbekannt, daB es genau dann eine abelsche Funktion zur Perioden- 
matrix Y gibt, wenn eine ganze Matrix F?") mit 


a) F=—F, Fl +O, 
B) BF7D'= 0, 
y) (DBF? DW >0 


existiert. 

Eine abelsche Funktion zur Periodenmatrix { hangt nur von dem durch 
die Spaltenvektoren w, aufgespannten Gitter ab, d.h. man kann W mit 
einem rechtsseitigen unimodularen Faktor multiplizieren, wodurch lediglich 
der Ubergang zu einer neuen Basis des Gitters vollzogen wird. Bezeichnet 
man eine abelsche Funktion zur Periodenmatrix 2 durch f(u; W,%), so 
driickt sich dieser Sachverhalt durch die Gleichung 


f(u; WU, U’FU) = f(u;W,F), UC” unimodular, 


aus. Unter der Invarianzgruppe von {(u;%,%F) soll nun die Gruppe der- 
jenigen Basistransformationen verstanden werden, die die Matrix § festlassen. 
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Die Invarianzgruppe von f(u; WW, G) ist daher die Gruppe der unimodularen 
Matrizen U mit 


(1.1) W Gu =G. 


Im bekannten Falle n = 1 kann fiir jede Periodenmatrix w = (@,, @,) ohne 
Einschrinkung 
> 4 
$-5-( 9) 


angenommen werden, so daB die Invarianzgruppen stets zur vollen Modul- 
gruppe werden. Bei » > 1 sind die Invarianzgruppen zu verschiedenen abel- 
xchen Funktionen im allgemeinen verschieden. 

2. Ersetzt man in der Funktion f(u; I) aus A(W) den Vektor u durch 
Ru. RY komplex, |N| +: 0, so erhalt man den Koérper A (RW). R heiBt nun 
ein Multiplikator von W, wenn 


A (RW) < A (W) 


erfiillt ist. Man tiberlegt sich leicht, daB die Multiplikatoren von % einen 
Ring bilden. AuBerdem zeigt man, daB NR genau dann ein Multiplikator ist. 
wenn es ein ganzes 22") mit 
(1.2) RW = WA 
yibt. Die der Matrix F bei der Periodenmatrix WA entsprechende Matrix 
hat die Form 
(1.3) F = AGFA. 
Der durch die Matrizen % gebildete Ring ist dem Multiplikatorenring iso- 
morph. Bei der Zerlegung W = (W", Wi”) ist W, umkehrbar, d. h..bei 
; 2m’, U; 

W = W,(B',€). A= (a) a). A, 

folgt aus (1.2) leicht 


mi". l<j 4 


8 = (A,B + A) (2,8 - %,)-!. 


~» da nicht-triviale Multiplikatoren nur fiir spezielle Periodenmatrizen 
existieren. 

3. In diesem Zusammenhange kénnen bei » = | die Transformationen 

g-ter Ordnung, d.h. die zweireihigen ganzen Matrizen der Determinante 4. 
yedeutet werden als die in (1.3) auftretenden ganzen Matrizen 212) mit 
(14) waa-g-3-(" 9). 
Analog hat man im Falle xn > 1 zu verfahren. Als Verallgemeinerung der 
Transformationen gter Ordnung werden die Matrizen 2 in (1.3) genommen. 
Die Menge aller dieser Matrizen ist nun in méglichst viele Teilsysteme zu 
unterteilen. Man wird zu diesem Zwecke hier aber nicht die Matrizen mit 
fester Determinante zu einem System zusammenfassen, sondern sich durch 
(1.3) leiten lassen und alle ganze A mit 


(1.5) NFA =F 
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bei festen schiefsymmetrischen Matrizen G und & als Analoga der Trans- 
formationen g-ter Ordnung definieren. Der dem 7 (g) entsprechende Operator 
ist dann sinngemaB als Summe iiber ein volles Vertretersystem von Matrizen 2 
mit der Eigenschaft (1.5) beziiglich der Gruppe der Einheiten von § zu definieren. 
Diese Definition unterscheidet sich wesentlich von dem Maassschen An- 
satz [10], bei dem in Verallgemeinerung von (1.4) nur die speziellen Matrizen 
~ (n) 
$-8,F-95,5-(_ G0) 
betrachtet werden. Bei Kenntnis dieser Maassschen Arbeit ist es einleuchtend, 
daB man allein fir die Arithmetik der ganzen Lésungen & von (1.5) einen 
zwar elementaren aber umfangreichen Apparat bendétigt, der notwendig ist, 
da die meisten Aussagen tiber die Operatoren auf entsprechende Aussagen 
iiber die Matrizen 2 zuriickgefiihrt werden. 


§ 2. Uber spezielle Untergruppen der symplektischen Gruppe 

Im ersten Paragraphen hatte man gesehen, daB die Invarianzgruppen 
abelscher Funktionen bei der Definition der verallgemeinerten Hecke-Ope- 
ratoren die Rolle tibernehmen, die die gew6hnliche Modulgruppe in der be- 
kannten 7',-Theorie einnimmt. Der vorliegende Paragraph bringt daher eine 
Zusammenstellung der Ergebnisse iiber diese Gruppen, die zugehérigen auto- 
morphen Formen und geéwisse einfache Operatoren. Da man die Invarianz- 
gruppen von abelschen Funktionen stets als Einheitengruppen schiefsymmetri- 
scher Matrizen auffassen konnte, handelt es sich bei den gruppentheoretischen 
Aussagen um eine Wiederholung eines Teils der Ergebnisse von ES. 

1. Unter der EHinheitengruppe einer schiefsymmetrischen (oder symmetri- 
schen) Matrix § wird dabei allgemein die Gruppe der unimodularen MatrizenD 
mit 

[9] = VFB =F 
verstanden. Ist § speziell 2n-reihig, schiefsymmetrisch, rational und umkehr- 
bar, dann kann man nach einem bekannten Satz von Jacosi ein unimodu- 
lares 1 so finden, daB 


0 
(uj -(_",.9). 9- 9, 
gilt, und weiter noch § als Hlementarteilermatriz annehmen. Eine reelle Ma- 
trix 9 hei®t dabei Elementarteilermatrix (abgekiirzt ET-Matrix), wenn gilt 
H =[A,, hy, ..-, hg], Ay> 9, 
hy *hy,, ganz rational fir k = 1, 2,....»—1. 
Fiir jede umkehrbare Matrix 9, fiir die es eine Zahl a so gibt, daB a - 9 ganz 
ist, wird die ihr nagh dem Elementarteilersatz eindeutig zugeordnete ET- 
Matrix mit 9" bezeichnet. Zur Abkiirzung definiert man nun fiir jede qua- 


dratische Matrix $ eine quadratische Matrix der doppelten Zeilen- und 
Spaltenzahl durch 
a 3) 


(2.2) 94 = - ‘ 0) 


(2.1) 
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Zum Studium der Einheitengruppen der schiefsymmetrischen Matrizen § 
kann man sich also auf die speziellen schiefsymmetrischen Matrizen der Form 
$4 beschrinken und dabei § in ET-Form annehmen. Die hochgestellten 
Buchstaben A und EZ werden zweckmaBig als Operatoren aufgefaBt. Zum 
Beispiel wird fir ($4)-! kurz 94-1 geschrieben. 

Von jetzt ab sind ohne Ausnahme die Buchstaben 9 und © (evtl. mit 
Indizes) fiir ganze ET-Matrizen vorbehalten, ohne daB dies an jeder Stelle 
besonders vermerkt wird. 

2. Die Einheitengruppe von 9%, d. h. die Gruppe der ganzen Matrizen M. 
die der Bedingung 

$4 (M] = H4 
geniigen, wird mit M,(%) bezeichnet. Diese Gruppen sind in ES genauer unter- 
sucht worden. Wie schon friiher erwahnt, ist es fiir die folgenden Unter- 
suchungen sinnvoll, zu solchen konjugierten Gruppen tiberzugehen, die Unter- 
gruppen der symplektischen Gruppe sind. Man betrachte dazu die Matrizen 


es 0° (63). 9°-(B0 
und definiere 
(2.4) M() = $*®- M,()- $?-'. 


Eine einfache Umschreibung von ES (1.8) und Satz 5 liefert: 
Satz 2.1. Fiir alle ET-Matrizen 9 und & gilt 


M$; G) = G*- M(H G)- GS! ¢ M(H) Cz, 


und alle Gruppen M() sind Kongruenzgruppen im Sinne von MFI. Der 
Index von M (9; G) in M(Q) ist endlich. 
Satz 2.2. Fiir teilerfremde ET-Matrizen ©, und G, ist 


M(H; G,) - M(H; G_) = M(H), M(H; G,) \ M(H; G,) = M(H; G,G,). 


Dabei heiBen zwei Matrizen teilerfremd, wenn sie ganz sind und ihre Deter- 
minanten im gewohnlichen Sinne teilerfremd sind. 

3. Da M() Kongruenzgruppe in 2, ist, gelten alle Ergebnisse von MF I 
und MF II iiber die lineare Schar {M (9), k} = {M(), k, 1} der Formen zur 
Gruppe M() und der Dimension k. Ist insbesondere 9(, &) der Rang der 
Schar {M (9), &}, dann folgt aus MF I (Satz 4 und Hilfssatz 1) sofort 

n(n+1) 
(9, k) se(H)-(—k) * 
fir —k > 0, wobei die Konstante c() nur von § abhangt. Es darf ohne Ein- 
schrinkung —k > 0 angenommen werden, da nur in diesem Falle nicht- 
triviale Formen zur Gruppe M (9) existieren. 

Fiir jede Form f(§) aus {M (9), k} kann man jetzt einen Operator V (9, HG*) 

durch 


(2.5) 1(8)/V (9, HS") = 1a) [6° 
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definieren. Wegen Satz 2.1 sieht man sofort, daB 
{M (9), k}/V (H, HG*) ¢ {M (HG*), k} 
erfillt ist*). Entsprechend wird fir jede Form g(8) aus {M(9G*),/} ein 
Operator V*(9G*, H) durch 
1 


G8) BVO. 9) - TMG mediccele’ = 


definiert*). Dabei ist fiir zwei multiplikative Gruppen J” ¢ I’.unter 
rir’ baw. rl” 
stets ein Vertretersystem von J" beziiglich 
Linksassoziation bzw. Rechtassoziation 
nach J” verstanden. Man sieht leicht, daB in (2.6) die Definition des Opera- 
tors von der Auswahl des Vertretersystems unabhingig ist und 
{M (HG*), k}/ V* (HG*, ) ¢ {M(H), k} 
gilt. Rein algebraisch erhalt man ohne Schwierigkeiten 
V (9, HSj) V (HGj, HG{G3) = V(H, HG{G3) 
V*(HGiG3, HG}) V*(HGj, H) = V*(HG7G3, 9) 
(2.8) V (9, HS?) V*(HG*, H) = 1. 
Wihrend also V-V* bei gleichen Argumenten nach (2.8) stets die Identitiat 
darstellt, ist der Operator V*(9G?, 9) V(H, HG"), der ja auch eine Schar 


in sich abbildet, keineswegs von so einfacher Wirkung. 
4. Zur Untersuchung von V* - V werde 


(2.7) 


29 3121 1, wenn 2 ganze ET-Matrix 

(2.9) (2) = a ont 

und 

(2.10) W (9; G) = 6(9 G-*) V*(H, H G-*) V(H G-*, 9) 


definiert. Man hat 
{M (9), k}/W(H; G) C {M(9H),k}, 

aber W(;G) ist bei festem § nur fiir endlich viele G nicht identisch Null. 

In Anlehnung an die natiirlichen Zahlen nennt man jetzt ein System G 
von ganzen ET-Matrizen kanonisch, wenn es Matrizen G,,v = 1, 2,..., in @ 
derart gibt, daB 

1. fiir alle » + yw ist (|G,|, |G,|) = 1, 

2. jedes G aus G@ l4Bt sich in der Form 

© = J] G*, a, => 0 ganz, 


schreiben, 
erfiillt ist. Nennt man auBerdem eine Matrix © einfach, wenn sie die Form 
@ = [1,1,...,1,g], g natiirliche Zahl, 


= Das erste (bzw. zweite) Argument im Operator soll andeuten, welche Schar als 
Definitionsbereich zu nehmen ist (bzw. in welche Schar der Operator abbildet). 
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hat, dann ist klar, daB z. B. die einfachen Matrizen ein kanonisches System 
bilden, aber dieses ist fiir » > 1 nicht das einzige. 

Satz 2.3. a) W(9; G") W(H; G*) = W(H: Ge). o = Max(y.p). 

b) Fiir teilerfremdes G, und G, ist 

W (9; G,) W(H: G,) = W(H: G,G,). 

ce) Ist G ein kanonisches System, dann sind alle W(H:G) mit © aus G 

vertauschbar. 


Ist (f,g) das nach MF II definierte Skalarprodukt, dann gilt: 
Satz 2.4. Fiir f, h aus {M(9),k}, g aus {M(HG*),k}, f Spitzenform., ist 


(1/V (D, HG"), g) = (f.9/V*(HG*, H)). 
(7/W (9; G), h) = (f, h/W(H: G)). 
Durch simultane Transformation folgt jetzt unter Verwendung von Satz 2.3 ec) 
leicht 


Satz 2.5. Ist G ein kanonisches System, dann gibt es eine Orthogonalbasis f, 
der Teilschar der Spitzenformen von {M(), k} mit 


fi W(H;G) = 4:(9:G)-f, 
fiir alle © aus G. y; nimmt nur die Werte 0 und | an. 
Die letzte Aussage des Satzes erhalt man sofort aus der Relation 


W?(9; G) = W(H:G). 


die wiederum leicht aus (2.7) und (2.8) folgt. 


§ 3. Die Operatoren T(H, HR) und T* (HK, H) 

1. Die Festsetzung. daB die Buchstaben 9 und G stets ganze ET-Matrizen 
bezeichnen. bleibt bestehen; dariiber hinaus wird der Buchstabe & fiir ganze 
positive Diagonalmatrizen mit von Null verschiedener Determinante reserviert. 

Nach den Uberlegungen des § 1 sind die ganzen Matrizen 2(?"), die der 
Bedingung 


(3.1) H4 [A] = G4 


geniigen, als die Analoga der Transformationen g-ter Ordnung aufzufassen. 

Satz 3.1. Ist (3.1) in ganzen Matrizen AU lésbar, dann lapt sich G in der 
Form © = 9 RK mit ganzer Diagonalmatrizx R schreiben. 

Im Falle © = § R faBt man alle Lésungen von (3.1) zu einem System 
A,(H,H RK) zusammen, wobei in Zukunft immer vorausgesetzt wird. dab 
beide Argumente in ET-Form gegeben sind. 

2. Man geht nun wieder zu einem transformierten System iiber, welches 
in S., enthalten ist, und definiert dazu 


(3.2) A(H, HR) = H* - Ao(H, HX)» (HR)*". 
Die Formulierung der verallgemeinerten Hecke-Operatoren benutzt aus- 


schlieBlich die Systeme A($,H8R), waihrend die Beweise stets in der arith- 
metisch leichter zugainglichen Form der Systeme A,(H, 98) gefiihrt werden. 
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Man erkennt sofort, daB A(H,HR) stets volle Klassen beziiglich Links- 
assoziation nach M(%) bzw. Rechtsassoziation nach M(H) -enthilt. Ein 
volles Vertretersystem von Matrizen 2 aus A(H,% R) beziiglich Linksasgo- 
ziation nach M (%) (bzw. Rechtsassoziation nach M(8)) wird stets mit 


L(H,HR) (bzw. R(H, HK)) 
bezeichnet. 


Satz 3.2. Die Anzahlen «,(H,HRK) bzw. a,(H,HR) der Elemente von 
L(Q, HR) bzw. R(H, HR) ist wnabhiingig von H durch |R\*"" beschrénkt. 

Die Berechnung der Zahlen «,(H,H KR) und a,(H,H RK), die ja fir n = 1 
ieicht durchfiihrbar ist, bereitet fiir n > 1 erhebliche Schwierigkeiten und ist 
nur in Spezialfallen méglich. Man wird aber spiater sehen, daB eine Reduktion 
anf diejenigen Anzahlen méglich ist, bei denen |R| Potenz einer Primzahl ist. 

3. Fiir jedes {(3) aus {M(),k} wird nun ein Operator 7'(9,HR) durch 
(3.3) MBYT(9.HR) =|? LY f(B)/% 

ACL(H.9R)  (h) 
definiert*). Die nach Satz 3.2 endliche Summe ist also iiber ein volles Ver- 
tretersystem L(9,HS) zu erstrecken; sie hingt von der Auswahl der Ver- 
treter nicht ab. Da jeder Summand auf der rechten Seite von (3.3) in H,, holo- 
morph ist, gilt das auch fiir die linke Seite. Da andererseits mit 2% auch 2 M, 
M aus M(HR), ein volles Vertretersystem L(H,HR) durchliuft, hat man 
sofort 


{M (H), k}/7'(H, HR) ¢ {M (HR), k}. 


Im Gegensatz zu x = 1 werden also bei n > 1 die Scharen {M(),k} im all- 
gemeinen nicht in sich abgebildet. 

An manchen Stellen ist es zweckmaBig, einen normierten Operator T (9, HR) 
zu verwenden, der durch 

is|* 
a1 (D, HK) 
definiert werden soll. Die Ergebnisse werden wahlweise mit 7'(9,HR) oder 
T [, HR] formuliert werden. 

Entsprechend der Definitionen der Operatoren in § 2 wird auch hier ein 
weiterer Operator 7'* (9K, H) fiir jedes g(B) aus {M (HR), k} durch 


(3.5) 9(B)/T*(HR.H) = |K\# YS g(B)/A-! 
Ac R(H, HR) (*) 


(3.4) T (9, HR) = T (H, HK) 


erklart®). Man hat sofort 


{M (HR), k}/T* (HK, H) S{ M(H), &} 
und fiihrt auBerdem den zugeordneten normierten Operator durch 


$ 
3.6) T* (9&9) = _ 82 __ T*(9R, 
(3.6) [98 9}= , SK  T*(H8,9) 
ein. 
4. Es folgen nun verschiedene wichtige Ergebnisse iber die Verkniipfung 
der Operatoren T bzw. 7* fiir verschiedene Argumente. Der allgemeinste 
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Fall la8t sich allerdings bisher noch nicht befriedigend erledigen, es handelt 
sich hier vorliufig nur um die Kompositionsformel, der im Falle n = 1 die 
Gleichung 
entspricht. 

Satz 3.3. Fiir teilerfremde Matrizen R, und R, ist 

a) T(H,HR)T(DK, DR,R,) = T(H, HR), 

b) T*(HR,K,, HR) T* (HR, H) = T* (HR Xz, H), 

ce) T*(HR,,H)T(H, DR) = T(HR,, HX) T* (HK, K,, HR). 
Dieser Satz besagt mit anderen Worten, daB das quadratische Schema 


{M(), k} 


et 
Paks Xe 
Af \\ 


L/ N\ 
{M(HR,), {M(H,), 
\A J, 
A J, 
T\\ T* T//T* 
A A 
V4 


SS 
{M (HR, R;), k} 


kommutativ ist, d. h. daB der Ubergang von einer Schar des Schemas zu der 
diagonal gegeniiberliegenden Schar nicht vom Wege abhiingt. Im Schema 
sind die Operatoren 7 und 7* natiirlich mit den richtigen Argumenten zu 
nehmen. 

Ein ahnlicher Sachverhalt liegt vor, wenn man die Operatoren mit den 
in § 2 definierten Operatoren vérkniipft. 

Satz 3.4. Fiir teilerfremde Matrizen ©, und G, ist 


a) T(H, HG.) V(HG,, HG,G}) = V(H, HG) T(HG}, HG{G,), 
b) T*(HG,z,H)V(H,HG}) = V(HG,, HG,G}) T* (HG, Gj, HG}), 


sofern entweder 

1. § und G, teilerfremd sind 
oder 

2. G, einfach ist. 

Satz 3.5. Fiir einfaches © ist 


V (H, HG*) T*(HG*, H) = (M(H): M(H; G)| T(H, HG*) V*(HG*, 9). 


5. Uber die allgemeinen Siatze 3.3 bis 3.5 hinaus kann man in speziellen 
Fallen wesentlich mehr aussagen, nimlich dann, wenn in 7(9,9R) die 
Matrix R einfach und ihre Determinante Potenz einer Primzahl ist. Man 
nennt dazu eine Matrix B eine Primmatriz, wenn sie die Form 


P = [1,1,..., 1p], p Primzahl 
hat. 
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Satz 3.6. Ist J Primmatriz, dann gilt: 

a) T(9, HD") T(9P", HP") = T(H, HP") + T(H.9B"') VHP", HP") 
fiir alle natiirlichen Zahlen v, 

b) T(H, HD) V (HP, HP*) = V(H, HP*) T(HP*, HP"), 

c) V(9, 9B4) T* [HP%, HP] = T[9, HP), 

d) T[HB, HP*] V*(GHP", 9) = T* (HB, 9]. 

Nach Teil a) dieses Satzes kann man also die Operatoren 7(9, HY") als Sum- 
men von Produkten in den Operatoren der Form 7 (9,9) und V(9H,HP*) 
schreiben, worauf im nichsten Paragraphen niaher eingegangen werden 
soll. DaB sich die Multiplikationsformel formal von der Heckeschen Formel 
in [2] unterscheidet, liegt nur an der anderen Normierung der Operatoren. 

Da aus den Beweisen der letzten Siatze gleichzeitig Multiplikationsformeln 
fiir die Anzahlen «,(9,HR) und a,(H,HR) entnommen werden kénnen, 
gelten aihnliche Verknipfungsrelationen auch fiir die normierten Operatoren 
T [H, HR], jedoch sind diese nicht mehr so einfach. 

6. Nach MF II konnte auf der Teilschar der Spitzenformen aus { M (9), k} ein 
Skalarprodukt (f, g) definiert werden, welches diese Teilschar zu einem metri- 
schen Raum mit positiv definiter hermitescher Metrik macht. Prrersson 
hat u. a. in [11] dargelegt, wie niitzlich sich die Metrisizrung der Modulformen 
im Falle n = 1 in der Operatorentheorie erweist. Als Hauptsatz der klassischen 
Theorie ist fiir Spitzenformen f oder g die Beziehung 


anzusehen. Ein entsprechender Satz gilt bei n > 1: 
Satz 3.7. Fiir alle 


f€{M(H),k}, 9g € {M(HR),R}. bh - {M(HG*),k}, 

ist 

a) ({/T[H, HK), 9) = (f, 9/T* (HR. 9H)), 

b) (f/V (9, HG*),A) = (f,h/ V* (HG*, H)), 
sofern in jedem Skalarprodukt wenigstens ein Argument eine Spitzenform ist. 

Aus der Definition einer Spitzenform ersieht man sofort, daB mit f auch- 
{/T und {/V Spitzenformen sind. Nach Satz 2.5 hingen die Skalarprodukte 
im Teil a) nur von den Argumenten //7' und g bzw. g/7'* und f ab; sie kénnen 
also z. B. auf der linken Seite zur Gruppe M(98) und auf der rechten Seite 
zur Gruppe M (9) gebildet werden. 

Ein weiterer Satz, der bei n = 1 nicht explizit formuliert wird, ist die 
folgende Aussage: 

Satz 3.8. Die Operatoren T(H,HR) und V(H,HG*) sind gleichmipig be- 
schrinkt, d. h. bei |f? = (/,f) gilt 

a) |/T[H,.HR)| S| iI, 

b) |/V (9, 9S*)| S |/]. 
wenn f eine Spitzenform aus {M (%),k} darstellt. 

Dieser Satz ist jedoch nur im Rahmen einer allgemeinen Operatoren- 
theorie von Interesse. Er iibertrigt sich wegen Satz 3.7 sofort auf die Opera- 
toren 7* und V*. 











364 Max Koecuer: 


Wihrend die Bestimmung von 7'[9, HR] @ im allgemeinen Falle ziemlich 
schwer zu sein scheint, hat man 

Satz 3.9. Fiir einfaches © ist T[H,HG|® = D. Dabei bezeichnet ® den 
in MF II definierten ,,Schrumpfungsoperator*. 

7. Wie schon erwahnt, ist die Bestimmung der Anzahlen «, bzw. «, im 
allgemeinen Falle nicht leicht. Es existieren zwischen ihnen jedoch einige 
Relationen, die hier zusammengestellt werden sollen. 

Satz 3.10. a) Setzt man K = M(H) -\ M(H8), dann gilt 

er(H, HR) [M (HR): K] = a, (H, HR) (M(H): K). 
b) a (H, HR Rz) = a, (H, HX) «(HK HR,K,), 
a, (X, HR,K,) - a, (D, HR,) a (HR, HR,K,), 
&,(H, HR;) a:(H, HRg) = a(H Ry, HR.) «,(HRz, HR, R3), 
wenn R, und R, teilerfremd sind. 
c) Ist © einfach, dann hat man 
a,(H, HG) = ps d 


dis 


und 
a-(H, HG*) = «,(H, HG*) (M(H): M(H; S)). 


§ 4. Der Hitpert-Raum der Formenvektoren 

Wahrend bisher die Operatorentheorie fiir einzelne Scharen {M(),k} 
untersucht wurde, sollen diese Scharen und ihre Operatoren jetzt gleichzeitig 
betrachtet werden. Es zeigt sich dabei, daB es der Ubergang zum direkten 
Produkt der Scharen erlaubt, die wesentlichen Resultate des § 3 in einfacher 
Form zu schreiben. Wie bisher sind die Buchstaben § und @ fiir ganze ET- 
Matrizen vorbehalten. 

1. Alle ganzen ET-Matrizen § bezeichne man in irgendeiner Reihenfolge mit 


i= €, D2 Ds, --- 
Ist jetzt eine fiir alle § erklirte Funktion c(%) gegeben, so werde unter {c} 
der unendlichdimensionale Vektor 
{c} = {c(€), ¢(He). ¢(Ds). - - -} 
verstanden. Hiaufig wird dafiir auch 
{c} = {e(9)} 
abgekiirzt, wobei {c($)} also bedeuten soll, dab an der ,,Stelle §° das Element 
¢() steht. In einfacher Weise werden Addition zweier Vektoren und Multi- 
plikation mit komplexen Zahlen « durch 
{e} + {e.} = {,(H) + ¢2(H)}, a {e} = {a e(H)}, 

definiert und {0} = 0 abgekiirzt. 

2. Wahlt man jetzt aus der Schar {M(),k} eine beliebige Form / (8; 9) 
aus, die selbstverstandlich auch identisch Null sein darf, dann kann man 
nach | einen Formenvektor 


{f} = {(8; D)} = (£8; Di), 1B; He), - - +} 
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bilden. Die Menge dieser Formenvektoren wird mit F,,(k) bezeichnet. Er- 
sichtlich bildet F,,(k) einen Vektorraum unendlicher Dimension iiber dem 
Korper der komplexen Zahlen. 

Wie im Falle der Operatorentheorie der Hitpertschen Modulgruppe {5}. 
bei der allerdings nur endliche Formenvektoren auftreten, gestattet diese 
Schreibweise eine einfache Formulierung der Multiplikationsformeln der 
Operatoren. Man setzt dazu fiir jedes {f/} aus F,, (k) 


(4.1) (f}/T (G) {0(HG-") ((8; HG-")/T (HG. H)}, 
th} T*(G) ~ {£(B; HG)/T* (HG, H)} 
und 

th} V(@) {0(HG- *) ((B: HG-*)/ V (HG~*. H)}. 
(4.2) {f}/V*(G) = (8B; HG*)/V*(HG*, H)}. 

{f/W(G) ~ (8: 9)/W(H; G)}. 


Dabei ist 6(%) nach (2.9) definiert. Dieser Faktor in der Definition von 7’ 
und V ist deswegen nétig, weil /(8: HG"), y= 1.2, nicht notwendig an 
einer Stelle eines {f} stehen muB. AuBerdem erkliirt man zwei weitere Opc- 
ratoren T(G] und 7*(G] analog (4.1) unter Verwendung der Operatoren 
T [9.9 ©] und 7*[(H G,H] von $3. Da fiir einfache Matrizen G der Faktor 
%;(. 9 G) nach Satz 3.10¢ nicht von § abhangt, hat man 


(4.3) T(G) = a(G) T |G]. «(G) = G6? d, © einfach. 
di G 
Nach den Uberlegungen des § 2.3 und § 3.3 bilden alle diese Operatoren den 
Vektorraum F,,(k) in sich ab. 
Aus den Beziehungen (2.6) bis (2.8) und (2.10) erschlieBt man sofort die 
. trivialen’’ Relationen 


(4.4) V (G,G,) - VG.) VG,). V*G,G,) ~ V*G,) V*G,), 
(4.5) V(G)V*(G) = 1, V*G)VG)—-wW@). 


wenn mit | stets der Einheitsoperator abgekiirzt wird. Etwas tiefer liegt 
Satz 4.1. Fiir teilfremde Matrizen ©, und ©, gilt 


T (G,G,) — T (G,) 7 G,), T*(G,G,)= 7* (G,) 7* G,), 
T (G,)7* (G,) = T*(G,) T(G)). 


Aus diesem Satz erkennt man insbesondere, dab die Operatoren 7' unter sich. 
die Operatoren 7* unter sich und die Operatoren 7 und T* vertauschbar 
sind, wenn die entsprechenden Argumente teilerfremd sind. Uber die Struktur 
des durch die Operatoren 7'(G) und V (G) fiir beliebige ET-Matrizen erzeugten 
Operatorenringes ergeben also die Aussagen (4.4), (4.5) und Satz 4.1 nur einen 
kleinen Einblick. Im Gegensatz dazu kann man die Multiplikationsformeln 
in einem Unterring genau iibersehen : 

Satz 4.2. Es sei P,, der durch die Operatoren T(G) und V(G) fiir einfache 
Matrizen © erzeugte Operatorenring. Es gilt dann: 
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a) P,, ist kommutativ, 

b) P, wird allein durch T (DS) und V (PD) fiir Primmatrizen DB erzeugt. 
c) fiir zwei einfache Matrizen ©, und G, ist 


T(6)T(6,) - F 7(“gr") VO), 


wobei D alle einfachen Matrizen zu durchlaufen hat, fiir die D-1G, und DG, 
ganz sind, 
d) fiir einfaches © ist 


V (G) T* (G*) = T [G2] V* G), 
e) V(D) T*([P) = TP), T [PB] V* (P) = T* [P) fiir Primmatrizen P. 


Man sieht, da8 fiir einfache Matrizen eine vollkommene Ubereinstimmung 
mit den Ergebnissen von Hecke besteht. Die wichtige Aussage c) des Satzes 
kann sofort auf die normierten Operatoren umgeschrieben werden. Ist dazu 


- (Sor) 
B(G,, G,; D) = alG,) «(G,) ’ 


dann hat man bei gleichen Summationsbedingungen wie in Satz 4.2c 


6,6 
(4.6) T (6,)T(6,) = F BG,G,;9)7 | Ssr*] VO). 
3. Alle Formenvektoren {f} aus F,,(k), bei denen die Elemente /(8; 9) 
simtlich Spitzenformen sind und fiir die 


(4.7) ltf#P= 2 If(B; D)P <2 


erfillt ist, werden zum linearen Teilraum S,,(k) zusammengefaBt. In (4.7) 
ist dabei die Summe iiber alle ganzen ET-Matrizen § zu erstrecken, 1/(8; D)| 
bedeutet die Norm von /(§; §) innerhalb {M(),k} nach MF II. 

Fiir zwei Elemente {f} und {g} aus S,,(k) wird nun ein Skalarprodukt durch 


({f}, {9}) = ~ (/(8; 9), 9(B; H)), {8 = FB H)}. {9} = {9(B; 9)}, 


erklart. Jeder einzelne Summand auf der rechten Seite ist dabei das innerhalb 
{M(),k}. gebildete Skalarprodukt. Die Summe ist wieder iiber alle ganzen 
ET-Matrizen zu erstrecken, sie konvergiert wegen (4.7) absolut. Man priift 
leicht, daB S,,(k) durch diese Metrik zu einem linearen Hitprert-Raum wird. 
Es ist jetzt leicht méglich, nachzuweisen, daB S,,(k) in F,,(&) ein gegeniiber 
allen bisher definierten Operatoren invarianter Unterraum ist. 

Satz 4.3. Die Operatoren T(G), T[G), T*(G), T*(G], V(G) und V*(G) 
bilden S,,(k) in sich ab; ferner gilt 

a) {A/T (S| S|AL A/V | S|, 

b) ({A/T [G], {9}) = (A, {g}/T* (GD. (HIV (G), {9}) = (Kf. {g}/V* ©). 


Natiirlich gilt die Aussage b) auch dann noch, wenn man 7 [G] bzw. VS) 
mit 7* [G] bzw. V*(G) vertauscht. 





_ 
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Es ist klar, daB man auf S,,(k) mit Hilfe von Satz 4.3 alle Verkniipfungs- 
regeln zwischen den Operatoren V und 7’ auf entsprechende Relationen 
zwischen V* und 7* iibertragen, insbesondere eine Satz 4.2 analoge Aussage 
machen kann. 

Satz 4.4. Auf S,,(k) sind fiir einfache Matrizen G die Operatoren V* und T* 
vertauschbar und es gilt: 

6, | 
2 , 


a) T*(6,)T*[6,] =F AGG; 9) V99)7 | 


wobei D wieder alle gemeinsamen Teiler von ©, und G, zu durchlaufen hat, 

b) T[G] = V(G) T* [G}, T* [G] = T[G) V* (G), 

c) a®(G) T[G)T*(G] = J T(D*) - V*(9). 

916 

Hier ist auBer b) vor allem c) bemerkenswert, da sowohl die linke Seite als 
auch alle Summanden der rechten Seite Operatoren darstellen, die die Stellen 
der Formenvektoren {/} aus S,,(k) festlassen. 

4. Nicht nur vom operatorentheoretischen Standpunkt von Interesse ist- 
eine weitere Bildung eines Operators. Im Anschlu8 an Hecke und Petersson 
definiert man — zunichst allerdings nur formal — fiir eine komplexe Variable s 


T,= S' |6|-*T ), 
& 





wobei © alle einfachen Matrizen zu durchlaufen hat. 
Satz 4.5. a) Fiir {f} aus S,(k) konvergiert |{f}/T',| absolut, sobald Re s > 3. 
b) Im Konvergenzgebiet gilt 
T,= iT — |Pl-*T(P) + |P\-** V(P))-, 


wenn rechts das Produkt iiber alle Primmatrizen erstreckt wird. 

Diese Entwicklung von 7’, in ein Evter-Produkt ist eine genaue Analogie 
zum Hecxeschen Fall in einer Formulierung von Prrersson. Sie zeigt, 
daB 7’, im Konvergenzgebiet umkehrbar ist, was man von einem einzelnen 
T (G) keineswegs behaupten kann. 


§ 5. Zusammenstellung der Abkiirzungen 


1. Matrizen 
4") — (a,,) Matrix mit den Elementen a,, von m Zeilen und n Spalten, 
Mm") quadratische Matrix von n Zeilen, 
i Transponierte von 2, 
0 € 
a4 = (“4 0) 4 = (26 5) = 3: 
€0 

B - 
° =(oa): 
»  -C9) 

. ww Oo 
as » ( ; a): 


Math. Ann. 130 25 
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ae Elementarteilermatrix (ET-Matrix) von &, 
<> siehe ES, § 2.1, 
A [B] = BAB, 
{Qt| Determinante von 2, 
24} absoluter Betrag von |21|, 
[@,,@5,...,@,] Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen a,, 
r (Qt) Rang der Matrix 2. 
2. Multiplikative Gruppen von Matrizen 


Q, Gruppe der unimodularen Matrizen von n Zeilen, 

22,,[q¢] Gruppe der unimodularen Matrizen mit 2 = + € (mod q), 

§2(A) Gruppe der unimodularen Matrizen, fiir die 2 U1 2-1! ganz ist, 

pa Gruppe der reellen Matrizen M mit T(M] = 5 (Symplektische Gruppe ). 

M,, Gruppe der ganzen Matrizen aus 2), (Modulgruppe n-ten Grades ). 

M,,(q| Gruppe der M aus M,, mit M = + E (modg), 

M() Gruppe der M aus L,,, fiir die H?-'-M- H* ganz ist, | 
M,() Gruppe der ganzen M mit H4 [IM] = H4. 


3. Systeme von Matrizen 
A(9,HR) Menge der % aus Z,,, fiir die § 2~!- A - (GR)* ganz ist, 
Ag(H,HK) Menge der ganzen Matrizen 2% mit 94 [2%] = (HK)4, 
L(9,HR) Vertretersystem von A(H,HR) beziiglich Linksassoziation nach 


M (9), 
L,(9,HK) Vertretersystem von Ag(H, HK) beziiglich Linksassoziation nach 
M,(9), 
R(H,HK) Vertretersystem von A(H, HR) beziiglich Rechtsassoziation nach 
M(H8), 


R,(H. HK) Vertretersystem von A,(H,HRK) beziiglich Rechtsassoziation 
nach M,(98), 


rir’ Vertretersystem von J" beziiglich Linksassoziation nach der 
Gruppe J”, J” cI, 
res Vertretersystem von J" beziiglich Rechtsassoziation nach der 


Gruppe I”, J” cI. 


4. Verschiedenes 


{K,k} Lineare Schar der automorphen Formen der Dimension * zur 
Gruppe K (vgl. MF I), 
a,(§,HR) Anzahl der Elemente von L(H,H8), 
“,(H,HR) Anzahl der Elemente von R(H, HR), 
1, wenn & ganze ET-Matrix 
= 0, sonst . 


6(2) 
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II. Beweise 
§ 6. Beweis der Sitze 2.3 bis 2.5 

Auch in diesem zweiten Teil ist vorausgesetzt, daB die Buchstaben 
und © stets ganze ET-Matrizen bedeuten. 

1. Beweis von Satz 2.3: a) Sei z. B. y> mw, dann geniigt es, wenn fiir alle 
9 und G 
V*(9G?", H) V (9, 9G*") V* (HG?”, HG*-"/)) V (9G*2"-“), HG*) 

= V*(HG*", 9) V(H, HS") 

bewiesen wird. Links kann man nach (2.8) die beiden mittleren Operatoren 
durch V(9,HG*("-*)) ersetzen, so daB (2.7) schon die Behauptung liefert. 


b) Mit einfachen gruppentheoretischen Schliissen folgert man aus Satz 2.2 
sofort 


{M (9; G,) | M(H; G,G,)} {M(H; G,) | M(H; G,G,)} = {M(H) 1 M(H; G,G,)} 
und das ist nach Definition mit 
G5 {M(HG} 1 M (HGF; G,)} G}-! - GF (M(HG}) | M(HG}; G,)} GF 

= {M(9)1 M(H; G,G,)} 


also auch mit 
GP-) {M (HG5) | M (HGF; G,)} GP: GF~* {M (HG}) | M( HG; G,)} GF 
= (G,G,)5~* {M(H) | M(H; G,G,)} (G,G,)° 
gleichbedeutend. Die letzte Gleichung hat speziell 
[M (HG): M(HGF; G,)] - (M(HG}) : M(HG}F; G,)] = (M(H): M(H; G,G,)} 
zur Folge, so daB man 
(6.1) V*(HGIG, HG3) V (HGZ, HG7G2) V*(HG7GF, HG?) V (HGi, HG7G3) 
= V*(HGiG;, 9) V(H, HG}S3) 
erhalt. Da ©, und ©, teilerfremd sind, ist 
6(HG,*) 6(HG>*) = 1 mit (HG; *Gz*) = 1 
gleichbedeutend, d. h. man hat nur 
(6.2) V*(H, HG_*) V(HG;*, H) V*(H,.HGz*) V(HG_*, 9) 
= V*(9, 9G; °Gz*) V(HG, *Gz*. 9) 
fir den Fall 6(§ G;*G, *) = 1, d.h. fiir § = Hp G?G3, H, ET-Matrix, nach- 
zuweisen. Setzt man jetzt aber in (6.1) § = 9», dann folgt schon (6.2). 


c) Hat G die Form 
G = I] © ’ 
dann liefert b) sofort ° 
W (9; G) = [7 W(H; G>) 


und die Faktoren rechts sind paarweise vertauschbar. Nach Teil a) ist aber 
25* 
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W (9; G2) mit W(9; G*) fiir festes vy und alle natiirlichen Zahlen a, f ver- 
tauschbar, so daB auch die letzte Behauptung bewiesen ist. 

2. Beweis von Satz 2.4: Man hat — wenn man das Skalarprodukt zu einer 
geeigneten Untergruppe von M (9G?) bildet — 

[M(9): M(9;G)1(f. /V*(9G2.9) = Ef, glGF-2.-M) 
ME M(H)1M (H;G))} 
und da alle G©*~'M rationale, symplektische Matrizen darstellen, folgt nach 
MF II, Satz 5d, fiir die rechte Seite 
SE __ (ff MG4,g) = (M(H): M(H; G)] (4,9). 
M(9)1M(9;G) 
Das ist aber schon die erste Behauptung. 

Die zweite Aussage folgt trivial aus der ersten. 

3. Beweis von Satz 2.5: Sei f der Vektor, der aus einer orthonormierten 
Basis der Teilschar der Spitzenformen aus {M().k} gebildet ist, dann ist 
fiir alle G aus G 

/W(H;G)=- Bj, B= WG), 


und die Matrizen % sind nach Satz 2.3c fir alle G aus G paarweise vertausch- 
bar, andererseits nach Satz 2.4 hermitesch. Nach bekannten Sitzen kann 
man dann diese M simultan auf Diagonalform transformieren. 


§ 7. Die Arithmetik der Systeme A,(H, G); Beweis der Satze 3.1 und 3.2 

Wie in §3 bedeutet R stets eine ganze Diagonalmatrix mit positiven 
Diagonalelementen. Die arithmetischen Hilfssiitze des §2 von ES werden 
in diesem Paragraphen mehrfach benutzt. 

1. Beweis von Satz 3.1: Es geniigt, den folgenden allgemeineren Hilfssatz 
zu beweisen : 

Hilfssatz 7.1. Sind X% und Y ganze umkehrbare schiefsymmetrische Matrizen 
und gilt die Gleichung X [A] = Y mit ganzem A, dann gibt es 

1) unimodulare Matrizen U und B, 

2) durch X% und Y eindeutig bestimmte ET-Matrix $ und ganze Diagonal- 
matrix R 
derart, da 

*[U] = $4, Bl[B] = (HK)* 

erfiillt ist. 

Beweis: Man hat dazu zuerst nach einem schon mehrfach erwahnten 
Satz von Jacosi Matrizen U und D mit 


X[U] = $4, B[V] = G*. 
d. h. es gibt ganzes G mit 
$4 [B] - 64. 


Zweimalige Anwendung von Hilfssatz 3 in ES zeigt, daB 
(§4)"-* (G4)? 
ganz ist. Dies ist aber damit gleichbedeutend, daB §-'G = R ganz ist. 
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2. Mit Ay(H,.HRK) hatte man die Menge aller ganzen Lésungen A von 


(7.1) H4* [A] = (GR) 
bezeichnet. Bei einer Zerlegung von 2, 
A, A, 
2% — (3: a) 


in quadratische n-reihige Kastchen kontrolliert man anhand von (7.1) sofort. 
daB ein ganzes A genau dann zu A,(H, HK) gehdrt, wenn 


(7.2) Ai H A; = As H A, As HA,= My H A, A; H A,— As H A, = HK 
erfiillt ist. 
Analog §3.2 werden volle Vertretersysteme von A,($,98)_ beziiglich 


Linksassoziation nach M,() bzw. Rechtsassoziation nach M,(8) mit 
Ly(D, HR) baw. Ry(H, HR) bezeichnet, d. h. 

(7.3) L(H, HR) = H®- Ly(H. HR) - (HR)?~" 

(7.4) R(H, HR) = H®- Ro(H, HR) - (HR)?~ 

gesetzt. a«,(9.HR) und «,(H,HRK) sind dann wieder die Anzahlen dieser 
Vertretersysteme. 

3. Beweis von Satz 3.2: Es sei |R| = g. Fiir zwei Matrizen A und B aus 
A,(H, HR) moge A =B (modg) gelten. Wegen |B) = g ist g-B-' ganz und 
man hat 

A=Big, AB'*=€+gCB-', EC ganz, 


d. h.&B-!= M ist ganz, so daB (7.1) sogar zeigt, daB M in M,(H) liegt. Damit 
ist «,($, HR) hédchstens gleich der Anzahl der (mod g) inkongruenten Ma- 
trizen aus A,(%, 98), also héchstens gleich der Anzahl der ganzen Matrizen 2 
der Determinante g, die (mod g) inkongruent sind. Eine entsprechende Uber- 
legung kann man fiir «,(, 98) anstellen. 

4. Es folgen nun einige Hilfssitze iiber die (Komplex-)Multiplikation der 
Systeme Ay(H, HR). 

Hilfssatz 7.2. Sei d ein fest gewiihlter Teiler von |\R\, dann gilt 

Ao(H. HR) = U Ao(H, HD) Ao(HD. HK), 
wobei die Vereinigung iiber alle ganzen Diagonalmatrizen D\™ mit |D| = d zu 
erstrecken ist, fiir die sowohl § D ET-Matriz als auch D-'R ganz ist. 

Beweis: Bezeichnet man zur Abkiirzung die linke Seite der Behauptung 
mit ZL und die rechte Seite mit R, dann ist R ¢ L trivialerweise richtig. Mége 
nun € aus L vorgegeben sein, dann kann man zuerst ein ganzes 2 mit |2l| = d 
und ganzes G derart finden, daB € = 2% gilt. Da man bei % noch einen 
rechtsseitigen unimodularen Faktor beliebig wihlen kann, darf man nach 
Hilfssatz 7.1 zusitzlich 


94 [A] = (H9)4, D ganz, HD ET-Matrix, 


annehmen. Jetzt ist aber |D| = d und G liegt von selbst in A,y(HD, HR), 
d. h. es ist nach Satz 3.1 auch (§D)-1(HR) = D-'K ganz. Damit ist aber 
LCR nachgewiesen. 
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Ist speziell R = KR, RK,, KR, und RK, teilerfremd, d = |K,|, dann folgt not- 
wendig 9 = R, und man erhilt aus Hilfssatz 7.2 


(7.5) Ag(H, HR, Kz) = Ao(H, HR) 4o(HK, HK,K,). 
Zur Formulierung eines analogen Hilfssatzes werde fiir ein System A von 
quadratischen umkehrbaren Matrizen gleicher Zeilenzahl das System A~-! durch 
die Menge der Matrizen 2-* (21 aus A) definiert. 

Hilfssatz 7.3. Sind R, und R, teilerfremd, dann gilt 


Az'(H, HR) Ag(H, HR,z) = Ag(HR,, HR, K,) A>'(HR, HR,R,). 

Beweis: Man kiirzt wieder die linke Seite der Behauptung mit LZ und die 
rechte Seite mit R ab. 

Sei zuerst % aus A,(H,HR,) und VG aus Ay,(H,HR,) gegeben, dann gibt 
es ganzes D mit |9| = |R,|, fiir welches € = A-'V®D ganz ist. Da bei € ein 
rechtsseitiger unimodularer Faktor beliebig gewahlt werden darf, kann man 
unter Verwendung von Hilfssatz 7.1 noch 

(HRK,)* [€] = (HR,R)*, Kganz, |K| = |K,| 
annehmen, denn es ist |€| = |R,|. Nach Definition von € ist andererseits 
(HR, R)4 = (HR,)4 [€]} = 94 [BD] i (HR,)4 [9] ’ 
sv daB Satz 3.1 zeigt, daB R>'R ganz ist, d. h. R= RK, U mit unimodularem 
U gilt. Jetzt kann man aber ohne Einschrinkung U = € annehmen, so dab 
€ in Ag (HR; HR,K,) und D in Ag(HKy, HR,K,) liegt. Wegen A-'S 
~ €QD-' ist L ¢ R nachgewiesen. 

Ist umgekehrt € aus A,(HR,, HR,K,) und D aus A,(HR,, HR,K,) ge- 
geben, dann gibt es wieder ganzes A mit || = |&,|, fiir welches B = AC 9-! 
ganz ist. Jetzt hat man aber sofort 

(HR,)4 [B=] = (HRX,)* [A-*]. 

Waren hier die rechte und linke Seite rationale Matrizen vom Nenner gq, 
dann folgt aus der linken Seite q/|%3| und rechts entsprechend q/|2|. Da % 
und % teilerfremd sind, muB q = 1 gelten, d. h. beide Seiten der Gleichung 
sind ganz. Da 2 nur bis auf einen linksseitigen Faktor bestimmt ist, kann man 
nach Hilfssatz 7.1 noch 

(HR,)4 [A-"] = G4, |G| = |H}, 
annehmen. Aus 

G4 [2%] = (HR,)*, G4 (B] = (HK,)* 
folgt mit Satz 3.1, daB G-' HR, und G-'HR, ganz sind, d.h. G = § gilt. 
Nun folgt aber, daB 2% in Ay(H,HR,) und B in A,(H,HK,) liegt, d. h. es ist 
auch Rc L. 

5. Die nachsten Hilfssitze beschaftigen sich mit speziellen Systemen 
A,(H,H RK), fiir die man genauere Aussagen machen kann. 

Hilfjssatz 7.4. Sind |%| und das erste Diagonalelement k, von R teilerfremd, 
dann gibt es zu jedem A aus Ao(H, HR) ein M aus M,(H) mit 


aa’ bb’ 
0A, b,B 
(7.6) aa $29). ad = k,, 


0€, d 9, 
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Beweis: Sind 6, (2) die nach ES, § 2.2 definierten Zahlen, dann kann man 
hier ohne Einschrinkung 6,() = 1 annehmen. Sei jetzt r¢ die erste und »n 
die (n 4 1)-te Spalte von 2 und a so gewahlt, daB r = a 4 mit primitivem 4 gilt. 
$44 ist dann primitiv, denn aus 94;=0 (modg) folgt »’943;= 0 (modq), 
also q/k,, und andererseits g/||. Wegen ES, Hilfssatz 8, gibt es M@ aus M,(H) 
mit 3/IM’-'= (1,0,...,0), also r’M’-'= (a,0,...,0). Die restlichen Be- 
hauptungen ergeben sich aus den Gln. (7:2). 

Hilfssatz 7.5. Ist das erste Diagonalelement von R gleich 1, dann gibt es zu 
jedem A aus Ay(H, HR) ein M aus M,(H) mit 


1000 
0%, 03 
C om Ges 0 0 
A= mM (: 01 :), 


0€, 09, 

Beweis: Man kann wieder 6,() = 1 annehmen. Anwendung von Hilfs- 
satz 7.4 liefert eine Darstellung (7.6) mit a=d=1. Die Gln. (7.2) zeigen 
nun, dab 

'¢ ' pas , 10 
a = © Hob, — Ay Hod, b= Dy Hobi —Bo Hod. H= (05,) 
erfiillt ist.. Es ist leicht zu kontrollieren, dab 
1d’9, —b — 619, 


mM. - 0 ¢€ —b, 0 
— 0 0 1 0 
0 0 —Dd € 


in .W,(%)) liegt und M,M-1A die im Hilfssatz behauptete Form besitzt. 

Hilfssatz 7.6. Fiir jedes A aus Ag(H. HR) ist H4A-A-H4~' ganz, sofern 
entiveder 

a) ¥ und R teilerfremd sind 
ade; 

b) R einfach ist. 

Beweis: a) Nach Definition hat man 

a’ 94a H4-'= (HR)*H' '= K". 

sv dab unter Beachtung von |2t| = || schon ES, Hilfssatz 5a, die Behauptung 
hefert. 

b) Eine (x — 1)-malige Anwendung von Hilfssatz 7.5 zeigt. daB man 
in der Form 


E000 
Oa0db ab 
(7.7 A — M- “ B 
4.4) | wt EF (. d 
OcO0d 


schreiben kann. Da aber $4M 94~! ganz ist, folgt die Behauptung des Hilfs- 
satzes trivial. 


§ 8. Die Vertretersysteme Lo(, HR) und Ro(H, HK) 
Die Vertretersysteme seien nach (7.3) und (7.4) definiert. Fiir zwei Ma- 
trizensysteme A und B mége 
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bedeuten, daB A und B die gleichen Matrizen enthalten, aber jede Matrix 
von B in A genau g-mal auftritt. 
Hilfssatz 8.1. Fiir teilerfremde Matrizen R, und R, ist: 


a) Lo(H, HR) - Lo(HX, HR K2) = Lo(H, HK,K,), 

b) Ro(D, HR) - Ro( HR, HRK2) = Ro(H, HK,K,)- 

Beweis: Es wird der Beweis nur fiir a) durchgefiihrt, da im anderen Falle 
analog geschlossen werden kann. Wegen (7.5) ist zuerst klar, daB beide 
Seiten der Behauptung die gleichen Matrizen enthalten. Es muB also nur 
noch gezeigt werden, daB zwei verschiedene Produkte auf der linken Seite 
stets nicht linksassoziiert sind. Ware dies falsch, dann gibt es Matrizen 2, 
aus L,(H,HR,) und B, aus L,(HR,, HX, K,) mit 


A,B, = MA,B,, M aus M,(H). 


Jetzt ist aber U,B,G>" ganz, so daB ES, Hilfssatz 5a zeigt, daB dann auch 

B, Bz! = M, ganz ist. Notwendig liegt dann M, in M,(HK,), und da B, und 

B, nach M,(98,) nicht linksassoziiert vorausgesetzt sind, muB B,= %,, 

d. h. A,= MA, gelten. Eine Wiederholung der SchluBweise zeigt A, = ,. 
Hilfssatz 8.2. Fiir teilerfremde Matrizen R, und R, ist: 


Ry (9, DR) * Ly(D, HRz) = Lo(HR,, HR, K,) - Re (DR, HR, k,). 

Beweis: Nach Hilfssatz 7.3 enthalten beide Seiten sicher die gleichen 
Matrizen. Da es auf beiden Seiten nur auf die Klasse beziiglich Linksasso- 
ziation nach M,(H8,) ankommt, ist der Hilfssatz schon bewiesen, wenn ge- 
zeigt werden kann, daB links und rechts nur Matrizen stehen, die nach M,(98,) 
nicht linksassoziiert sind. 

Man nehme jetzt an, da8 auf der linken Seite zwei Elemente nach M,(98,) 
linksassoziiert sind, d. h. 


Br'A,= MBF'A,, M aus M,(HR,), B, aus Ry(H,H8K,), 
A, aus Ly(H, HR,). 


Speziell ist dann B,MBz*%A, ganz, so daB wegen ES, Hilfssatz 5b, auch 
M, = B,MBz* ganz ist. Dann liegt aber M, in M,(H) und man hat A, = M,A,. 
Da 2%, und 2, nicht linksassoziiert gewahlt waren, muB notwendig M, die 
Einheitsmatrix sein. Jetzt ist aber G,=G,M mit M aus M,(HR,), was 
wiederum mit den Voraussetzungen des Hilfssatzes nur im Falle M = € ver- 
traglich ist. 

Fir die rechte Seite beweist man die noch fehlende Behauptung ganz 
analog. 

Hiljssatz 8.3. Es seien ©, und ©, teilerfremd, auerdem: sei 


($G3)4 - A - (GG3)4— 


fiir jedes UA aus Ay(HG?, HG?2G,) ganz. Es gibt dann stets Vertretersysteme 
L,(H, HG,) und Ry(H, HG,) mit 

a) Lo($,HG,) -G? = G? - L,(HGj, HG7G,) 

b) Ry(H, HG,) - Gy = G? ‘ Ry (HGF, HG7G,). 








— Pp fe ee ae 6G ae. oe 
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Beweis: Er wird wieder nur fiir a) gefiihrt, da b) analog erschlossen 
werden kann. Zuerst wird 


(8.1) G} - Lo( HG}, HG{G,) GP! © Ao(H, HG,) 
und fiir ein geeignetes Vertretersystem Li se, 
(8.2) GP -' - Lo(H, HG.) - GP ¢ Ao(HGj, HG{G,) 


bewiesen werden. 

Zum Beweis von (8.1) sei A aus L,(HG?, HG?G,), dann ist seth Vor- 
aussetzung (9G})“ - 2 - (§G?)4~' ganz und wegen ES, Hilfssatz 6, auch 
B= G?-A-G?-' ganz, so daB man 


$4 [B] = (HG,)4 
erhailt. 

Weiter ist nun (8.2) richtig, wenn es fiir jedes G aus A,(H,HG,) ein M 
aus M,(9) derart gibt, daB G?~!-MB-G?P ganz ist. Dazu gibt es zuerst 
sicher ein unimodulares U, fiir welches € = G? 1.uUd- G? ganz ist. Man 
wahlt auBerdem unimodulares G derart, daB unter Verwendung von Hilfs- 
satz 7.1 


(8.3) (HGFG,)4 (D-"] = H4[U-*G? B-"] = (HR)*, D= BE, 


mit ganzem R der Determinante |G7| und ET-Matrix 9 gilt. Da aber nach 
Satz 3.1 (GR)-? HG?G, ganz sein muB, folgt R = G}. Jetzt liegt aber D 
in A,(HG}, HG7G,), es ist daher nach Voraussetzung (9 G})4 D(HG})4~' 
ganz. Eine schon mehrfach angewendete SchluBweise zeigt nun, daB dann 
auch 6? > @?- 1. G?S G?-US und daher nach ES, Hilfssatz 5b, auch 
6?B G?-" ganz ist. Im Hinblick auf die Definition von 9 darf man sodann 
ohne Einschrinkung S = € annehmen. Jetzt liegt aber U1 in M,(H) und (8.2) 
ist ebenfalls bewiesen. 

Der Hilfssatz ist dann vollstindig bewiesen, wenn noch gezeigt wird. 
daB auf der linken Seite von (8.1) nur Matrizen stehen, die nach M,() nicht 
linksassoziiert sind und auf der linken Seite von (8.2) nur Matrizen stehen, 
die nach M,($G?) nicht linksassoziiert sind. Wiirden aber z.B. auf der 
linken Seite von (8.1) die beiden Matrizen A, und A, aus L,.(HG?, HG7G,) 
dieselbe Klasse definieren, d. h. wire 

G?PA,G?-' ganz, G?A,G?-'= MGPA,G?-'! 
mit einem M aus M,(H) erfillt, dann wire G?-'M G? A, ganz, also nach 
ES, Hilfssatz 5a, auch G?-'MN G? = M, ganz, und A, und A, waren nach 
M,(% G?) linksassoziiert. Entsprechend schlieBt man im Falle (8.2). 

Hilfssatz 8.4. Ist B einfach und |\B| = p eine Primzahl, dann gilt fiir jedes 
va1 


L(G, 9B") Lol SB", HP") = Ly(H, HP") U p {Lgl H. HP) PY). 


Beweis: In der hier verwendeten Bezeichnung ist L,(1,g) genau ein Ver- 
tretersystem der Transformationen g-ter Ordnung beziiglich Linksassoziation 
nach M, im Falle n = 1. Aus.dem Hecxeschen Beweis der Multiplikationsformel 
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T (p) T'(p’) in [2] entnimmt man sofort die Giiltigkeit von 
(8.4) L,(\, p’) Lol, p) = LA (1, pt) \ p {LQ (1, p’-*) (p €)}. 


Mehrtache Anwendung von Hilfssatz 7.5 liefert nun, daB man jedes A aus 
L,(9. 9B") in der Form 


€ V0 
oo a~ (8323). 8-3) 

Ocd0d 
annehmen darf. Man iiberlegt sich nun sehr leicht, daB zwei Matrizen der 
Form (8.5) genau dann nach M,(9) linksassoziiert sind, wenn die zugehérigen 
Matrizen B nach M, linksassoziiert sind. L,(H, HD") ist damit eineindeutig 
auf L,(1, p”) abbildbar. Die Behauptung des Hilfssatzes folgt nun unmittelbar 
aus (8.4), wenn man nur beachtet, daB die Matrix p € auf der rechten Seite 
von (8.4) beim Ubergang zu den Matrizen (8.5) in GB? iibergeht. 

Hilfssatz 8.5. Ist B einfach und |\B\ = p eine Primzahl, dann gibt ex ein 

Vertretersystem L,(. HY) mit 


Lo(D. 9B) P” =P? Ly (HB*, HB). 

Beweis: Man wahlt solche Vertretersysteme, deren saimtliche Matrizen 
die Form (8.5) haben. Jetzt folgt aber die Behauptung trivial, denn es gilt ja 
Lo (1, p) = Lo(p*. Pp’). 
und diese Identitat bleibt natiirlich nach Multiplikation jeder vorkommenden 

Matrix mit p auch richtig. 
Hilfssatz 8.6. Seien D, und OD, ganze Diagonalmatrizen mit D,9D,— G*, 
ferner 
A,(D) — (96%) QD). O ( 
A,() ~ My(H) 12 (G*”“'D) 
As(D) = My(H) A 2 (GP NAG" '9) 
Ay(D) = My (9): 22 (G?~' 9D), 


05) 


dann folgt 

a) G?- A,(D)-G"? | ~ Aj(M) < Ay(D) 

b) A,(®) < Ay() 

c) [Ay(®) :A,(D)] — [Ay (9) : 41, (D) |. 

Beweis: a) Per Definition ist zuerst 

G? S A,(®) - G? = GP - M,(9*) = GP? 1 6? . Q(D) a G? 1 
Mit ES (1.8) hat man sofort 
G? .« M,(9G*) -G@? '. M,(9) OQ (G? ty, 
und 
Me G? -2(D)-G?-'! 


ist andererseits mit 


G?-' MG" ganz, DG?-' MG"D-' ganz 








fc 
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gleichbedeutend, so daB 
Mg(H) VG? - Q(D) -G?-"= My(H) \Q(9 G?-") 


folgt. Der Rest der Behauptung ist trivial. 
b) Ist M Element von A,(D), dann ist einerseits 


G29-1D MD-! G7 — M, ganz 
und andererseits 
(HG*)4 [M,] = (HG*)4, 
also M, € M,(9G*). Nach ES (1.8) ist dann 
6? M,G?-! 
ganz, d.h. M liegt in Q(G?-'9). 


c) Es geniigt, wenn 
€ -A,(D)-€1=A,(9), €=G?-'9O= + C€-', 
€ -A,(D) - €-1 = A, (D) 
nachgewiesen werden kann. Dazu ist zuerst 
€ -A,(D) €-! = €- M(H) - C32 ONE: 2 (C)- C-! = My(H) V2 (C-) = A, (9) 
und weiter 
€ -A,(D) - €-2 = €-Ay(D) - C42 NCE- 2 (G?-!) - C4 = A, (9) Nn 2 (G*”-' 9) 
= A,(9) > A,(D) =A, (9). 
Hilfssatz 8.7. Setzt man voraus, daB sich jedes A aus Ay(H, G*) in der Form 
A= MOM, Mie My(H), M¢ My(HG?), 
mit Diagonalmatrix D schreiben laBt, dann gibt es Vertretersysteme mit 
L,(H. HG*) G?—! - {My (H) 1 Mg(H) 0 2(G?—')} = G?- Ry (H, HG"). 


Beweis: Nach Voraussetzung gibt es ein System D von Diagonalmatrizen, 
fiir das 


(8.6) Ao(H, HG*) = U M(H) - D » My(HS*) 

9cD 
eine Zerlegung in elementfremde Komplexe darstellt. Da dann auch 9 in 
A, (9, 9G") liegt, folgt 

9,0 7 

D=(5'9,), %192.-G 
und mit 9 durchliuft auch G2? 9-1! das System D. Man darf also auch 
(8.7) A,(9.9G*) = U M,(H) - G2 9-' - M, (HG?) 
ScD 


schreiben. In der Bezeichnung von Hilfssatz 8.6 ist jetzt nach (8.6) bzw. (8.7) 
(8.8) L,(H.HG*) = U 9 {M,(HG*) 1 A,(D)} 
Sed 


(8.9) Ry(H. HG") = U {M,(H) r A,(D)} G22 D-*. 
DeD 
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Bezeichnet man die linke (bzw. rechte) Seite der Behauptung mit L (bzw. R), 
dann folgt aus (8.8) 
L=U X(9) 
EY) 
mit 
X(D) = D - {Mo(HG*) 1 Ay (D)} - G?-? - { M(H) | Mg(H) \ 2G? -")} 
= G?-'D - {M,(H) \2(G?-') 1G? - A, (9) - G?-}} x 
x {M,(H) | My(H) \2(G?-")} 

= 6? D - {Mo(H) 1A,(D)} 
nach Hilfssatz 8.6a. Da es bei Z und daher auch bei jedem X (QD) nur auf die 
Klasse beziiglich Linksassoziation nach M,() ankommt, kann man weiter 
schreiben 

X(D) = G?-'D - {A,(D) LA (D)} {My (H)1A,(D)} 
= [A,(9) :A,(9)] -Z(9), 
wobei 
Z(D) = G?-'® {M,(9) LA, (D)} 

gesetzt ist. Andererseits ist nach (8.9) 


R= U G?-'D - {M,(H) 1A,(D)} 
=U [A,(D) :A,(D)] -G?-! D - {M,(H) 1A, (9)} 
= U [A,(D) :A,(D)] - Z(D) 
=U [A,(D) :A,(D)] - Z(D) 
nach Hilfssatz 8.6c und daher 
R =U X(9)=L, 


womit der Hilfssatz vollstandig bewiesen ist. 
Hilfssatz 8.8. Ist G einfach und |P| = p eine Primzahl, dann gibt es Ver- 
tretersysteme mit 
a1(H, HP) P? - RO1(HP, HP*) = a, (HP, HD*) Ly(H, HP). 
Beweis: Mehrfache Anwendung von Hilfssatz 7.5 zeigt, daB man sowohl 
Ag(9, HB) = Mo(H) -B* - Mo(HP) 


als auch 


A (HP, HP*) = My(HP) -P?PF—? - M,(HP*) 
schreiben kann. Setzt man jetzt 
A,= My($B) V2(P), Az= My(HP) V2(P?-' P*), 
dann folgt sofort 
L,(9, DP?) = : {M,(HP) 1Aj}, a:(H, HP) = [My(HP) : Aj], 
Ro(HP, HP*) = {Mo(HP) rA,} -P'PF-*, «,(HP, HP*) = [My(HP) : Aq). 
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Man iiberlegt sich jetzt sofort; daB 


M,(HB) 2 A, 2 A, 
erfiillt ist. Damit kann man aber schreiben 


P” - Re (HP, HP*) = PF - {M,(HP) 1A,} 
= PF - {A,1A,} {My(HP) 1A,} 
= [A,:A,] - L,(9, 9), 
dent. cs gilt trivialerweise 


PF -A,- PF" ¢ M,(9). 


a(H, HP) [A; = Ay] = a,(HP, HP*) 
ist die Behauptung bewiesen. 


Wegen 


§ 9. Beweis der Sitze 3.3 bis 3.10. 
Es ist klar, daB die Behauptungen der Satze des § 3 in Wirklichkeit Aus- 
sagen iiber die Vertretersysteme L(9,HR) und R(H,HRK) sind. Wenn man 
beachtet, daB nach Definition 


(9.1) Lo(H. HR) = H®-! - L(H, HR) - (HR)*® 
und 
(9.2) R,(H, HR) = H®-! - R(H, HR) - (HR)* 


gilt, so erkennt man leicht, daB die Aussagen der zu beweisenden Sitze aus 
den Hilfssitzen des §8 folgen. Dieser Sachverhalt wird jetzt im einzelnen 
ausgefiihrt. 

1. Beweis von Satz 3.3. Nach Definition der Operatoren sind die Be- 
hauptungen des Satzes mit der Giiltigkeit der Beziehungen 


(9.3) L(H, HR)» L(DR,, HX, K,) = L(H, HR, RK) 

(9.4) R(H, HR) > R(HR,, HX, K,) = R(H, HK, R,) 

(9.5) R-(H, HR,) - L(H, DH Kz) = L(H KR, HR, K,) - R-*(H Ky, H KR, K,) 
gleichbedeutend. Unter Verwendung von (9.1) und (9.2) erkennt man aber 


sofort, daB (9.3) und (9.4) in Hilfssatz 8.1 und (9.5) in Hilfssatz 8.2 bewiesen ist. 
2. Beweis von Satz 3.4. Hier sind die Behauptungen des Satzes mit 


(9.6) L(§, 9G,) GF = GF - L(HGj, HSTG,) 
(9.7) R-'(H, HG,) GF = GF - R-*(HGj, HG,G}) 
gleichbedeutend. Schreibt man dies auf die Systeme L, und R, um, so ist 
Ly(H, Gz) - 6? = G? L,(HGj, $GjG,) 
Ry(H, HG.) - GP = GP - Ro( HG}, HG{G,) 


noch zu beweisen. Da diese beiden Relationen in Hilfssatz 8.3 unter der Vor- 
aussetzung bewiesen wurden, da8 fiir jedes A aus A,(HG7, HG7G,) stets 


(9.8) (HG7)4A (HG})4—* ganz 
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ist, hat man sich nur noch zu iiberlegen, daB unter den Voraussetzungen 1) 
oder 2) von Satz 3.4 immer (9.8) erfiillt ist. Nach Hiifssatz 7.6 ist aber (9.8) 
richtig, wenn entweder 
§G} und G, teilerfremd 
oder 
©, einfach 


gilt. Das ist aber in Satz 3.4 vorausgesetzt. 
3. Beweis von Satz 3.5. Die Behauptung des Satzes ist mit 


(9.9) G*- R-(H, HG?) = L(H, HG?) GS—*- {M(H) | M(H; G)} 
gleichbedeutend, unter Verwendung von (9.1), (9.2) und (2.4) auch mit 
(9.10) G?- Ry (H, HG?) = Ly(H, HG*) -G?~! - {My(H) 1G?My(HE*) G?-'}. 
Nach ES (1.8) ist aber 

G?M, (HG?) G?-! = M,(H) 0 Q(G”~') 
und (9.10) ist in Hilfssatz 8.7 bewiesen. Die Voraussetzungen von Hilfssatz 8.7 
erhalt man — da © einfach vorausgesetzt war — durch eine leichte Induktion 


nach n aus Hilfssatz 7.5. 
4. Beweis von Satz 3.6. a) Aus Hilfssatz 8.4 folgt sofort 


L(§, HP") L(HB", HP"**) = L(H, HP"**) vu p- L(H, HP") P* 
und Ubergang zu den Operatoren liefert 


DIET (H, HP") BlET(HP", HP") = Pl" 7(9, HP"**) 
+ PID) T(H, HP") VHB", HP") . 
Da sich die Faktoren wegkiirzen, ist Teil a) bewiesen. 

b) Folgt mit gleichen SchluBweisen aus Hilfssatz 8.5. 

c) Folgt analog aus Hilfssatz 8.8. 

d) Man kann ohne Schwierigkeit einen zu Hilfssatz 8.8 analogen Hilfs- 
satz beweisen, der die Behauptung liefert. Einfacher erhalt man die Aussagen 
fiir Spitzenformen aus Teil c) in Verbindung mit Satz 3.7. 

5. Beweis von Satz 3.7. Der Beweis benutzt wesentlich einen Hilfssatz, der 
in spezieller Form bei Maass ({10], Hilfssatz 1) zu finden ist. Die Formulierung 
des Hilfssatzes ist aber allgemeiner und der Beweis zugleich etwas einfacher. 

Hilfssatz 9.1. Es seien CI” zwei multiplikative Gruppen, A eine solche 
Teilmenge von I”, dap mit a auch na und ax (x aus I’) zu A gehért. Ferner 
gelte fiir jedes a aus A 

I: EPoe-r-a j= (0: Poa'-T-a). 
Dann gibt es ein gemeinsames Vertretersystem V in A beziiglich Links- und 
Rechtsassoziation, d. h. es existiert eine direkte Zerlegung 


A=Ja-T=3 Ta. 


acV acV 


Beweis: Zunichst gibt es sicher eine elementfremde Zerlegung 


A=) T'-a,-T. 
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Die Komplexe J’ - a,- /’ zerlegt man weiter in Links- bzw. Rechtsklassen nach J” 
(9.11) P-a,- Tu DY P-ae j= J B,4,°T, 2, 5f,5€T. 
isixe, isis, 
Da a,a,;~ «4@,a,,, « aus I’, notwendig¢ 
a,je 7 =araavar)-T-aalr 
zur Folge hat, ist 
o= UP Nar Poa) 
und entsprechend 
o,~= (: I'aa,-T-az"), 
also nach Voraussetzung des Hilfssatzes 0,= ¢,. Fiir (9.11) kann man sodann 
auch 


I+ a,: r=)’ f- By i a, a,j= > B,; 4, a,j" r 
j j 


schreiben, denn /*- a und J": «a, « aus /°, definieren den gleichen Komplex. 
Die Produkte 
By j4, Ky) 
stellen also ein gewiinschtes gemeinsames Vertretersystem V dar. 
Zum Beweis des Satzes setzt man nun K = M(H) M(H). Fiir /(B) aus 
{M(),k} hat man sofort 


r x 1 ? y 
(9.12) {/T [D, HK) [M (9): K) a (9, HR) weaZeom! 
MK 


Die Gruppe X ist nun so bestimmt, daB mit A auch MA und % IM, M aus K. 
in A(H,HRK) liegen. Die zur Anwendung von Hilfssatz 9.1 noch fehlende 
Gleichung 

[K: KOUAKA-')= (K: KnA'KA) 
erhilt man sofort, wenn man beide Seiten nach MF II (1.2) als Quotient 
zweier Volumina von Fundamentalbereichen in H,, darstellt. Hilfssatz 9.1 ist 
also anwendbar und liefert einerseits 


[M(H): K] + a,(H, HR) = (M(H): K)- «,(H, HR), 


wahrend man andererseits ein solches Vertretersystem von Matrizen 21 wahlen 
kann, daB 


1 ’ : 
iT _ = ‘ /A 
I Ip HR] [M(HR): K) a-(H, HK) acazepey" 
ar 
yilt. Nach MF II, Satz 5d, ist wieder (f/, g) = (f, g/2-*), so daB man 
(H/T (9.98). 9) ~ ; yf, g/t) 


[M (HR) : K) ay (9, HR) a<AiG.9R) 
Ar 
~ a (9,98) ndom” = 
— (f, 9/T* (HR, H)) 


erhalt. Teil b) beweist man analog. 
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6. Beweis von Satz 3.8: Es geniigt wohl, wenn nur Teil a) bewiesen wird. 
Man hat dazu nach der verallgemeinerten Dreiecksgleichung 


1 . 

WIT(9:961| = 575.98) 4,29)! 
Wie im Beweis zu Satz 3.7 tiberlegt man sich sofort, daB |//21| = |/| fiir jedes 2 
aus L(9,% G) gilt, so daB die Behauptung richtig ist. 

7. Beweis von Satz 3.9. Da man nach Hilfssatz 7.5 jedes UA aus L(H,HG) 
in der Form (7.7) mit c = 0 wahlen kann, erhalt man die Behauptung sofort 
aus der Definition des Operators ®. 

8. Beweis von Satz 3.10. Teil a) war bereits in § 9.5 bewiesen. 

Teil b) erhalt man aus den Hilfssitzen 8.1 und 8.2 durch Ubergang zu den 
Anzahlen der Systeme. 

Ist G = [1,1,...,1,g], dann zeigt Hilfssatz 7.5, daB L,(H,HG) und 
L,/1,g) isomorph sind. Da die Anzahl der Elemente von L,(1, g) mit der 
Teilersumme von g iibereinstimmt, ist auch Teil c) bewiesen, da die zweite 
Behauptung aus (9.9) folgt. 





§ 10. Beweis der Sitze 4.1 bis 4.5 
1. Beweis von Satz 4.1. Da Satz 4:1 nur die Ubertragung von Satz 3.3 auf 
F,,(k) darstellt, geniigt es wohl, wenn die Durchfiihrung nur fiir die erste 
Behauptung dargelegt wird. Aus der Definition von 7'(G) in (4.1) folgert 
man nacheinander 
{fT G,) TG.) = (8B; HVT G,)T G,) 
= {6(9G6; *) (8; HG7")/T(HG;", H)}/T G,) 
= {6(9G>") 4(HGr'G>") f(B; HG7'G>")/T(HG, 'G,', HG,') 
T(HGz", H)} 
= {6(96; 'G>") ((B; HG; 'G, ')/ T(HG; 'G>'. HG; ') T(HGz'. H)} 
= {6(Ho) £(B; Do)/T (Ho DoG1) T (HoG1. DoS G,)}. 
wenn man fiir den Augenblick § = $,G6,G, setzt. Da nur an den Stellen 


von Null verschiedene Elemente stehen, an denen §, ET-Matrix ist, kann 
man Satz 3.3 sofort anwenden und erhalt fiir die rechte Seite 


= {6(Ho) ((B; Do)/T (Ho. DoG,G.)} 
= {6(HG7'G>") ((B; HG7'G>')/T (HG_'G>',H)} 
= {f(8: 9)}/T G,G,) = {f}/T (G,G,), 

also die Behauptung des Satzes. 


2. Beweis von Satz 4.2. Analog der Ausfiihrung in 1 erschlieBt man aus 
den Satzen 3.4 und 3.6 die folgenden Gleichungen: 


(10.1) T (G,) ¥ (G,) = V(G,) TG,), T*(G,)V(G,) = V(G,) T* G,), 


fiir teilerfremde Matrizen ©, und G,, fiir die auBerdem noch G, einfach ist, 
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ferner 

(10.2) T (P') T(P) = T(P"**) + TP") VP), 
(10.3) T (PD) V(P) = V(P) T(P), 

(10.4) V (P) T* [P) = T[P). 

(10.5) T(P)V*(P) = T*(P}, 


fiir Primmatrizen DB. 
Tragt man die fiir einfaches G aus Satz 3.10c folgende Formel 


a,(H, HG*) = a)(H, HG*) (M(H) : M(H; G)). 
in Satz 3.5 ein, so folgt 


(10.6) V (9, HG*) T* (HG*, H) = T[H, HG*)] V*(HG*, 9), 
und 
(10.7) V (G) T* (G?] = T [(G?] V*(G), G einfach. 


Man kommt nun zum Beweis des Satzes. Zuerst sind nach (10.3) 7'(B) 
und V (9) vertauschbar. (10.2) zeigt weiter, daB sich jedes 7'(J”) als Summe 
von Potenzprodukten in 7(%) und V(%®) schreiben laBt, also insbesondere 
auch 7'(%") und V(%) vertauschbar sind. Wegen V({“) = V“(%) sind dann 
aber auch alle Operatoren der Form 7 (J") und V (YP) bei fester Primmatrix DB 
vertauschbar. Nimmt man noch Satz 4.1 und (4.4) hinzu, dann erkennt man, 
daB P,, ein kommutativer Ring ist. Damit ist Teil a), aber auch gleichzeitig 
Teil b) des Satzes bewiesen. 

Teil c) folgt analog zum Hecxeschen Beweis der entsprechenden Formel 
fiir n = 1 durch eine leichte Induktion aus der Gl. (10.2). 

Die noch fehlenden Teile d) und e) waren schon in (10.7) und (10.4, 5) 
bewiesen. 

3. Beweis von Satz 4.3. Es geniigt wohl, wenn der Beweis dafiir, daB die 
sechs im Satz angefiihrten Operatoren die Schar S,,(k) in sich abbilden, nur 
fiir 7'(G) gefiihrt wird, denn die anderen Fille kénnen analog erledigt werden. 
Man hat dazu 


I{f}/7 G)P = - 6(HG~) |/(B; HE>)/T(HG-, 9)? 
~ If; 9/7 (9, HG)P, 
wenn $) in beiden Summen alle ET-Matrizen durchlaiuft. Jetzt ist aber 


#8: 9)/T(H,HG)| = (HHS) |G|~* |/B; 9)/T (9.9) 
< |6|*"-* 148; 9) 
nach Satz 3.2 und Satz 3.8a. |{f}/7'(G)| konvergiert also, d. h. {f}/7'(G) liegt 
in 8, (k). 
Die Aussagen a) und b) des Satzes erschlieBt man véllig analog unter 


Verwendung der Satze 3.8 und 3.7. 
Math. Ann. 130 


I 


26 
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4. Beweis von Satz 4.4. Die erste Aussage folgt sofort aus Satz 4.2a bis 
e und (4.6) in Verbindung mit Satz 4.3b. 

b) Es geniigt, wenn nur die erste Behauptung bewiesen wird, da die 
zweite wieder aus Satz 4.3b folgt. Der Beweis geschieht durch Induktion 
nach |G|. Fiir Primmatrizen © ist die Behauptung bereits in Satz 4.2¢) gezeigt. 
Sei nun © nicht Primmatrix, dann kann man 

G = KP, DP Primmatrix, R ET-Matrix 
schreiben und unterscheidet zwei Fille: 
1) (|&|, |[B}) = 1, dann hat man unter Verwendung von Satz 4.1] 
T [(G] V*(G) = T[R] 7 [P) V*(P) V*(R) = T [KR] T* [PB] P*(K) 
= T*(P)] T[R] V*(R) = T*(P) T*[K) = T*(G). 
2) (IRI, (Bl) > 1. Jetzt ist R= RDP mit ganzem N und nach (4.6) folgt 
T(RP)T[P) = B(RD,DP; E)T([RP*) + BIRD, D;P) T(R] V (BP), 
also wegen NP? = G 
B(RP,P; €) T [G] V*(G) 
= T([RP)T([P)V*(P) V*(RP) — BRB, P;P)T |R) V*(RDP) 
~ T[RP)T* [P] V* (RP) — BRP, DP; P) T* [N]V* (P) 
= P[RP]V*(RP) T* [DP] — BRP, DP; DP)V* (P)T*|R| 
= T* (RP) T* [P) — BIRD, D;P) V*(P) T* [R} 
= BIRD. DP; €) T*(G) 
nach Teil a) des Satzes. 
c) Man hat nach b) und (4.6) 
a? (G) T (G] T* (G] = «2 (G) T[G] T (G)] V*(G) 


- 226) 5 6(6,6;9)7|§.| V(®) V*(G) 
> © 

= 22(6) ¥ BGG; 6 9) T(92] V* (9) 
> 





= J} T(9*) V*(9) 
D6 
mit (4.3). 
5. Beweis von Satz 4.5. a) Man hat 
A/T G)| = «(G).1{H/7T 1G) = «G) [Hl 

nach (4.3) und Satz 4.3a). Da 

& «(G) |G" 

S 


fiir Re s — } absolut konvergiert, ist Teil a) richtig. 
b) Zunichst ist im Konvergenzgebiet 


P= I TAB), TAB) = ¥ WTB, 


auBerdem erschlieBt man aber aus (10.2) leicht die Giltigkeit von 


TP) + (1 — [Pl-# TP) + |Pl-**V(P)) = 1, 
so daB auch Satz 4.5 vollstindig bewiesen ist. 
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Ungleichungen zwischen den QuermaBintegralen 
beschrinkter Punktmengen. III 


Von 
D. OHMANN in Milano 


In diesem dritten Teil bedienen wir uns der Hilfsmittel der Teile I') und I1?). 
um notwendige und hinreichende Bedingungen fiir das Auftreten von Gleich- 
heit in der in Teil I bewiesenen Ungleichung 


(1) w= vk we? (p = 1,2,...,n—1) 
zwischen den inneren QuermaBintegralen w, und w, beschrinkter Mengen 
herzuleiten (v,= Volumen der n-dim. Einheitskugel). Des weiteren unter- 


suchen wir das Vollstandigkeitsproblem fiir das Ungleichungssystem 
(2) we" 2u up? (p,r=0,1,...,.n—1; p>). 
dessen Richtigkeit wir allerdings erst in den Fallen r = 0 (Teil I) und p= n— 1 
(nur fiir abgeschlossene Mengen; Teil II) dargetan haben. 
Die Ergebnisse formulieren wir folgendermaBen: 
(a) In (1) tritt fiir eine beschrinkte Menge genau dann Gleichheit ein, wenn sie 
fast ganz in einer maBgleichen Kugel gleichen p-ten Quermafintegrals enthalten ist. 
(8) Unter der Voraussetzung der Richtigkeit aller Ungleichungen (2) kénnen 
auBer diesen keine weiteren allgemein giiltigen und von ihnen unabhiingigen 
Ungleichungen zwischen den Quexmafintegralen abgeschlossener Mengen bestehen. 
In («) bezieht sich ,,fast ganz‘ und ,,maBgleich“ auf das innere Mab; 
..fast ganz** bedeutet daher ,,bis auf eine Teilmenge des inneren Maes null‘. 


§ 1. Vorbereitungen 

Wir stellen eine Reihe von Hilfsmitteln und Formeln bereit, die wir vor- 
wiegend den Teilen I und II entnehmen. Fiir nihere Erklarungen und Beweise 
wird daher zumeist auf die entsprechenden Stellen in diesen Aufsatzen verwiesen. 

1. Bezeichnet A (é) den Normalri8 der Menge A in der Richtung §&, v, das 
Volumen der x-dim. Einheitskugel 2,, und m(A) das n-dim. innere Lebesgue- 
MaB von 4A, so werden die inneren QuermaBintegrale w, (A) durch das Formel- 
svstem (Teil I, § 1) 


w,(A) = won / W,y-y(A;sE)GE = (wy, (A) = w,_, [A (6)): 
(3) Dn p=1,2,...,n—1). 
wy(A) ~ m(A), w,(A) = Uy 


1) D. OnMANN: Ungleichungen zwischen den QuermaBintegralen. I. Math. Ann. 124, 
265—276 (1952). 

*) D. Onmann: Ungleichungen zwischen den QuermaBintegralen. II. Math. Ann. 127, 
1—7 (1954). 
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definiert, in dem die Integrale als untere Lebesgue-Integrale zu verstehen 
sind, die fiir abgeschlossene Mengen allerdings in Lebesgue-Integrale schlecht- 
hin iibergehen (Teil II,§1). Einheitlicher Bezeichnung halber wird das 
innere MaB einer Menge A im folgenden vorwiegend durch w,(A) wieder- 
gegeben. 

2. Die durch Verkiirzung (Teil I, § 3) in der Richtung um den Betrag t >0 
aus der abgeschlossenen Menge A hervorgegangene (wiederum abgeschlossene) 
Menge A (&/r) umfaBt genau alle Punkte x ¢ A, fiir die der Durchschnitt der 
von ihnen in der -Richtung — & ausgehenden Halbgeraden mit A kein ge- 
ringeres lineares MaB als t besitzt. Fiir die Abnahme der QuermaBintegrale 
bei Verkiirzung abgeschlossener Mengen gelten die Formeln 


(a) wo(A;t’) — we(A; 1”) = f we(A;t, &) dt (s’< ¢”) 
(4) r” 
(b) w,(A; 7’) —w,(4;2") 2 "—? [ ry (A; t,€) dt (p = 1,2,...,m"—1). 


a 


t 


Dabei ist w,(A ; t) abkiirzend fiir w, [A (&/r)] gesetzt, und w, (A ; t, €) bezeichnet 
das QuermaBintegral des Normalrisses der verkiirzten Menge in der Ver- 
kiirzungsrichtung: w,(A;t,£) = w,(A’; &) (A’=A(é/t)). Die Beziehungen (4) 
sind in Teil I (§ 3) fiir die dort definierten QuermaB-K-Integrale (K = konvex) 
hergeleitet worden. Die dortigen Entwicklungen behalten jedoch — wie 
leicht einzusehen — auch fiir Lebesgue-Integrale ihre Giiltigkeit. 

3. Wir skizzieren das in Teil II (§ 3) eingefiihrte Abanderungsverfahren 
fiir Mengen, die aus endlich vielen konvexen Kérpern bestehen. Da wir es 
hier nur in der Ebene anwenden werden, betrachten wir dazu eine ebene 
Menge A, die sich aus endlich vielen konvexen Bereichen zusammenset t. 
Durch Aussonderung der Bereiche verschwindenden Inhalts entstehe die 
Menge Ag, zu deren konvexen Hiille A, wir die Parallelbereiche A; im Abstand 
t >0 nach innen (im G. Bolschen Sinne®) bilden. Ihre Durchschnitte mit A, 
stellen dann schon die abgeiinderten Mengen A* dar. Es ist jedoch noch hin- 
zuzufigen, daB an den Stellen r,(v = 1, 2, .. .), fiir die At konvexe Bereiche 
verschwindenden Inhalts umfaBt, die Parallelbereichbildung erst nach Ausson- 
derung dieser Bereiche auf die konvexe Hiille der dadurch entstandenen Menge 
A, weiter angewendet wird. Dadurch ergibt sich die endgiiltige abschnitts- 
weise Darstellung At= A, A,("~") (1, < T< T,,4). 

Es seien noch die spater bendtigten Formeln notiert: 


r”’ 


(5) (a) wy(A*)—w(A™) = f U(A)dt 


(b) w,(A")—w,(A™) = a (r”—1’) 


bei denen /’(A*‘) die Gesamtlinge des zu At gehérenden Teiles der Berandung 
der konvexen Hiille A* bezeichnet. 


7 G. Bo: Beweis einer Vermutung von H. Mryxowski. Abh. Math. Sem. Univ. 
Hamburg 15, 37—56 (1943). 





388 D. OHMANN: 

4. Ein Approximationssatz fiir ebene Mengen: Jede ebene, beschrinkte 
und abgeschlossene Menge A laBt sich derart durch Mengen A*>A appro- 
ximieren, die aus endlich vielen konvexen Bereichen bestehen, daB sich die 
QuermaBintegrale w, von A* und A beliebig wenig voneinander unterscheiden. 
Zum Beweis sei A, C A,C--+CA eine gegen A konvergente Folge von Mengen. 
die sich jeweils aus endlich vielen konvexen Bereichen zusammensetzen. 
Sodann konvergieren auch die Normalrisse A,(é)C A,(&)C---C A(&) gegen 
A(&), und es folgt how n w9(A,; &) = w,(A;&). Durch Integration iiber 2, ergibt 


sich wegen der Existenz des Lebesgue-Integrals w,(A) = tf w,(A; &) dé aber 


schon lim w,(A,) = w,(A) und mithin die Richtigkeit des Aappredieaatiniantnans. 


5. Die Kernhiille K, zur beschrankten Menge A fiihren wir als den kon- 
vexen Durchschnitt aller abgeschlossenen Halbriume ein, deren Durchschnitt 
mit der Menge A zu dieser maBgleich ist. K, ist damit der kleinste unter allen 
konvexen Kérpern, fiir die der Durchschnitt mit A gleiches inneres Mai 
wie A selbst besitzt. Wir notieren wy(K 4“ A) = w,(A). 

6. Zur Herleitung einer wichtigen Abschitzung bezeichne C den Rand 
der konvexen Hiille der ebenen und aus endlich vielen konvexen Bereichen 
bestehenden Menge A und C’ bzw. C” den zu A bzw. nicht zu A gehérenden 
Teil von C. Wir merken zunichst die MaBdarstellung w,(A ; &) = $f g(x; &) > 

é 


x |€ »,| dx fir den Normalri® A(&) an, in der 7, die iuBere Normalenrichtung 
von C im Punkt r ¢ C angibt, und g (r; &) = 1 baw. g (xr; €) = 0 zu setzen ist, 
je nach dem, ob die durch den Punkt x mit der Richtung § hindurchgehende 
Gerade die Menge A trifft oder nicht. Integration iiber alle Richtungen &. 
anschlieBende Umkehrung der Integrationsordnung und Einfihrung des 


2 
2 
zwischen & und », liegenden Winkels y liefert dann w,(A)=4/f ff g(r; £)~ 
c nm 


ta 
x cos ydy dy. Getrennte Integration iiber C’ und C’’ ergibt wegen g (r; £) = 
fir ¢ ¢ C’ 


I 


a 


+2 


(6) w,(A)=$U(A)+4f f g(r: é)cosydydr. 
c's 


2 
wobei /’(A) das lineare MaB von C’ angibt. Auf Grund der Definition von 
g(t; &) sieht man noch die Richtigkeit der folgenden Ungleichung ein: 


§ : 
“ , 
! g(r; ) cosydy = 2 [ cosy ay Yo= 9 [ oe:8ay 23 , aus der 
- - - 
: “2 


wegen | cosydy = 1— cosy, = va sofort / g (x; §) cosy dy2 y% folgt. 
27 "| 








1ovne 





1ovnulm 


u <= 
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Da fiir alle durch ¢ mit der Richtung & hindurchgehenden Geraden, die A 
treffen, g(x;&)=1 besteht, mu8 weiterhin y,D(A)*2=w,(A) ausfallen 
(D(A) = Durchmesser von A). Aus (6) erschlieBt man daher, wenn 1” (A) 
noch das lineare MaB von C’’ bezeichnet : 
2 
(7) 2w,(A) —U'(A) = I (A) nay 
§ 2. Die Gleichheitsbedingungen 
Wir andern die eingangs formulierte Aussage («) in folgender Weise ab: 
(a*) Existiert zu einer beschriinkten Menge A* positiven inneren Mapes eine 
Folge abgeschlossener Mengen A,(x = 1, 2, ...), fiir die die Bedingungen 
(8) (a) A,OA,,,° A®, (b) lim w,(A,) = w,(A*), 


(c) lim g,(A,) = 0 (Pp= w, — vk ws”) 


erfiillt sind, so ist A* fast ganz in einer mafgleichen Kugel enthalten. 

(x) selbst ist hieraus leicht zu gewinnen: Einerseits l4Bt sich nimlich 
jeder beschrankten Menge A positiven MaBes, fiir die in (1) Gleichheit Platz 
greift, eine Mengenfolge gema&B («*) zuordnen, womit aus (a*) folgt, daB A 
fast ganz in einer maBgleichen Kugel K liegt. Die in (a) zusitzlich enthaltene 
Bedingung w,(A) = w,(K) ist dann aber zur Sicherstellung der Gleichheit 
ebenfalls notwendig. Andererseits ist unmittelbar einzusehen, daB die Bedin- 
gungen von (a) fiir das Eintreten von Gleichheit hinreichen. Fiir Mengen 
verschwindenden MaBes ist («) trivialerweise richtig. 

1. Der Beweis yon (a«*) fiir n = 2. Es sei A* eine ebene Menge, die den 
Bedingungen von (a*) geniigt. Sodann kénnen wir die abgeschlossenen 
Mengen A, dem Approximationssatz von § 1.4 entsprechend derart durch 
Mengen B, > A, approximieren, die sich als Vereinigungsmenge endlich vieler 
konvexer Bereiche darstellen, daB lim [w,(B,) — w,(A,)] = 0 besteht. Wegen 


Y, = 9 folgt daraus unter Beachtung. ven (8b) und (8c) 
(9) (a) lim w,(B,) = w,(A*), (b) lim g,(B,) = 0. 


Fir hinreichend groBes x (etwa x= k) ist daher sicher, daB die durch die in 
§ 1,3 beschriebene Abanderung aus den B, hervorgegangenen Mengen B}* 
fiir r2 = y,(B,) nicht leer sind. Nun erschlieBen wir aus den Formeln (5) fiir 
die Abnahme von g, die Abschatzung 


91(B,) — 9, (BX) = x J Quy (Bs) —I' (BY) dt. 


Bezeichnet ¢, dann noch einen der Werte von ¢ auf (0, r,,), fiir den der Integrand 
seinen Mittelwert nicht iiberschreitet, so folgt bei Beriicksichtigung von 
y, (Bix) > 0 die Ungleichung ¢,(B,) 27 t,, (2 w, (BY) —I'(BY)]. Diese laBt 
sich unter Benutzung der Ungleichung (7) wegen ¢,(B,) = t2 zu 
)- Wo (Bx)* 

2D(Bx)* 
umformen, wenn zur Abkiirzung noch BY% = B’, gesetzt ist. 


(10) t, = al" (By 





390 D. Onmann: 


Aus (2b) ist lim rt, = 0 zu folgern, so daB sich gema&B (5a) aus (9a) auch 


lim w,(B) = w,(A*) sowie vermége w,(B).)< w,(B,) aus (9b) anschlieBend 
lim ¢, (B:,) = 0 ergibt. Wegen (10) ist zudem lim /’(B)) = 0, woraus der 


Bedeutung von I” entsprechend (§ 1.6) fiir die konvexe Hiille B*. von. B;, 
unmittelbar lim [w, (B;) — w, (By, )]=0 folgt. Dies zieht wegen Bi > B, 


“x—> 


weiterhin herve n gi (By ) = 0 sowie lim w, (Bi) = w,(A*) nach sich. Endlich hat 


“—> CO 


man der entiation der konvexen Bereiche B; nur noch lim w, (Bi, (\ A*) 
= w,(A*) zu entnehmen, um auf deren Konvergenz gegen die Kernhiille K* 
von A* schlieBen zu kénnen. Fiir K* ist dann w,(K*) = w,(A* -\ K*) = w,(A*). 
Weiter finden wir g,(K*) = 0, so daB sich K* nach bekannten Methoden als 
Kreis ausweisen laBt. A* liegt mithin fast ganz im maBgleichen Kreis K*. 

2. Der Beweis von (a*) fiir » >2. Wir fiihren die Induktionsvoraus- 
setzung ein, daB («*) fiir geringere als n-te Dimension richtig sei, und sondern 
aus der Folge der abgeschlossenen Mengen 4 ,, die der Menge A* den Bedingun- 
gen von (a*) gema8 zugeordnet ist, derart eine Teilfolge A} (A = 1, 2...) 

Pp =P 
aus, as fir das Funktional y,= w,— v* w," die Ungleichung y,(A}) < 


Wai besteht, was wegen (8c) sicher méglich ist. Die Mengen Ai werden 





<a 1)! 
sodann in der festen Richtung um die Betrige r,= z 
wegen (8b) so groB gewahit werden kann (etwa 4 >/), daB w,(A}4;1,) 
> $ w,(A*) ausfallt. 

Nun setzen wir die Formeln (4) zu 


verkiirzt, wobei / 


ry Aj;t, 
(Ai) — yp(4i; t= [\- (A4;#, €) — on wel Ad : dt 


W,(A};t)” 
zusammen und aarnes das Integral aus spater ersichtlichen Griinden folgender- 


tT 


on 
maBen: [ . . anf .dt+/f ...dt. Bezeichnet — M alsdann fiir 4 >/ 
0 


eine wegen w,(A}; T,) vere (A>l) sicher existierende, von A unab- 
hingige untere Schranke fiir den Integranden auf (0;1,,,) und geniigt 
t,(t,4, < t, < t,) der Forderung, da8 der Integrand dort seinen Mittelwert auf 





(T,,1; T,) nicht iiberschreitet, so ergibt sich bei Beachtung von w, (A 4)< a mat 
und 1,= } fiir A >I die Ungleichung 
1 (n—p)M 
(+i! * nia+t > 
1 1 . (APE 
> veld: a+ *S? (G— apn) [H (43; &)— os SRS 
w,(At)* 


in der zur Abkiirzung Af fiir A4(é/t,) steht. Beriicksichtigung der aus (1) 








se 








oe ty 
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folgenden Ungleichung y, 2 0 fahrt zu 


lim fw, (AT; &)— on mat ls 





Ao w,(Af) ® 
woraus die ebsctte- 
-1 P p 
P ote 2 
se wot A$sé) e- ai wo(AP;&)\*-1 w( Af) | 
on FoF nm atin FF (mony (muan)*) 
wo AF) * 
= lim y, (47; €)2 0 


nach einigen Umformungen abzuleiten ist. 
Nachdem wir zunichst noch 


(12) lim w,(AZ) = bows a wo(Ai) = W,(A*) 


A—oo 


festgehalten haben [folgt aus (4a) — lim't,= 0 sowie (8b)], erschlieBen wir 
Ao 
aus (11) 





| a, SZ. 
a im [(meatany¥_ (way |. g 
Aco nm-1 in 
und daraus wegen (12) unter Beachtung von w,(Aj ;é) > wy(AT ; £) aber auch 
r P P 
sn | (elise) \*-2__ (m4 "| 
(14) sim |( Un-1 ) ( Un 20. 


Man kann jedoch andererseits aus lim y,(A}) = 0 mit Hilfe der Definitions- 
a) 
formel (3) zunichst 


Loe 2 
~— [| eesaio_ (air) . F &=0 
A— oo Un-1 On 


Qn 


gewinnen, um dann vermége y,-, . ;é)2 0 auf 


n—p 
(Aj; p)* w,(A5)\ * 
be im J Un-1 * (a ) 
zu schlieBen, was ‘dill mit (14) sicher nur dann vertriiglich ist, wenn eine auf 
Q,, tiberall dicht liegende Menge 2’ von Richtungen § existiert, fiir die in (14) 
Gleichheit eintritt. Dann hat aber fiir £ €¢ 2’ ebenfalls in (13) Gleichheit statt, 
was wir mit Hilfe von (12) in der Form 


dé <0 





= = P 
‘ wo (Aj; €) \"-1 w,(A*) \* a 
° pe (Fe) 
festhalten kénnen. Weiterhin ist aus (11) noch auf 
(16) lim y,(Af ; €) = 0 (€ € 2’) 
Ao 


zu schlieBen. 
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Nun entnehmen wir Aj,, 2 Aj und t, >1,,, >¢,,, unter Beachtung 
von Af = Aj(é/t,) die Beziehung Af,,>Af und fiir die Normalrisse 
mithin Atnf€) > Af¥(é). Damit laBt sich das MaB der Vereinigungsmenge 


a>. uv Ai (&) (€ € 2’) durch w,(A®) = hese A w9(At ; €) wiedergeben. Wegen 


(16) entspricht Af daher den Bedingungen von on (a* ) und liegt gemaB Induktiors- 
voraussetzung fast ganz in einer —— (n — 1)-dim. Kugel K*, deren 
Radius sich nach (15) zu r = _ 10(A*) \* errechnet. Weiter gestattet die Be- 
ziehung (12) in Verbindung mit at Cc A* die Folgerung, daB die Kernhiille 
K* von A* ganz in dem von K® in der Richtung & zu entwerfenden Pro- 
jektionszylinder liegen muB. Fiir — < 2’ gilt daher die Ungleichung 
a—-1 n—1 
Bye. (l4)* < w(K*) 
wo(K*; €) oe tua Un ) =Pa~s ( Un ) 
deren zweiter Teil sofort aus der Definition der Kernhiille (§ 1.5) folgt. Da K* 
konvex ist, hingt w,(K*; &) stetig von £ ab. Die Giiltigkeit der Ungleichung 
dehnt sich daher auf alle  ¢ 2, aus. Aus y,(K*) 2 0 ist dann aber mit Hilfe 


der Formel (3) verscharfend auf 
n—-1 


wy(K*; &) = ey -y ( ms) ) : 


Un 


zu schlieBen. Die Normalrisse K*(£) stimmen mithin in den Richtungen 
—¢ Q mit den Kugeln K‘ iiberein und stellen aus Stetigkeitsgriinden auch in 
den anderen Richtungen (n— 1)-dim. Kugeln von gleichem Radius dar. Aus 
der bekannten Tatsache, daB K* damit selbst eine Kugel darstellen muB., 
ergibt sich schlieBlich schon die Aussage von (a*). 


§ 3. Das Vollstindigkeitsproblem 
Zum Beweis der Aussage (8) brauchen wir offenbar zu jedem beliebigen 
n-Tupel positiver GréBen a,< a,< ---< a@,_, bei vorgegebenem ¢ > nur je 
eine abgeschicssene Menge A zu konstruieren, fiir die 


(17) jw, (A)— v, a} Pl <e (p=0,1,...,.n—1) 
ausfalit. ~ 
Wir bilden dazu fiir p = 2,3, . . .. n—1 bei festem orthogonalem Richtungs- 


n-Tupel &,, é,, .. ., &, und vorgegebener ganzer Zahl / den Durchschnitt A, 
der Oberflache Cc, einer Kugel K, des Radius a, mit der Vereinigungsmenge Z,, 
aller (n — p +- 1)-dim. Ebenen e, die auf je p — 1 der Richtungen &,, &,, . . ., &, 
senkrecht stehen und die vom Mittelpunkt von K, die Entfernungen a 
(A= 0,1,...,1) besitzen. A,= C,-\E, besteht damit aus endlich vielen 
(n — p)-dim. Kugeloberflaichen, so daB also jedem v-dim. NormalriB von A, 
fiir y > — pdas v-dim. MaB null zukommt. Aus der Definition der QuermaB- 
integrale folgt daher w,(A,) = 0 (9 = 0, 1,2,..., »— 1). Andererseits lassen 
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sich die Ebenen e durch hinreichend groBe Wahl von / derart dicht anordnen, 
daB die (n — p)-dim. Normalrisse «, von A, beliebig genau (n — p)-dim. 
Kugeln des Radius a, approximieren. Wahlen wir / so groB, daB 


[209 (ap) — vy» aB-?| << —*-? (e >0), 


besteht, so erschlieBt man mit Hilfe der Definitionsformel (3) |w,(A)—v,a}-?|<e. 

Damit erfillt die Vereinigungsmenge einer Kugel K, des Radius a,, einer 
zu ihr konzentrischen Kugeloberfliche C, des Radius a, und den zu beiden 
konzentrisch anzuordnenden Mengen Ag, A;,...,A,-, gerade die Be- 
dingungen (17). 


( Eingegangen am 20. Juli 1955) 











Kru i, W. 
Math. Annalen, Bd. 130, 8. 394—398 (1956) 


Eine Bemerkung iiber primire Integritatsbereiche 
Von 
Wo.reane Krute in Bonn 


A, B,... sind Integritatsbereiche mit dem Quotientenkérper K. Gibt es 
keinen zwischen A und K liegenden Ring B(AC BCK), so nennen wir A 
maximal. Bekanntlich gilt der Satz: A ist dann und nur dann maximal. 
wenn A der Bewertungsring einer einrangigen (reellwertigen) Bewertung B 
von .K ist. Je nachdem, ob B diskret ist oder nicht, soll A als diskreter bzw. 
nichtdiskreter Maximalring bezeichnet werden. Unter einem ,,Ideal‘‘ a aus A 
verstehen wir stets ein ganzes Ideal +A, + (0). In entsprechender Weise be- 
deutet ,;Nichteinheit‘‘ immer eine von 0 verschiedene Nichteinheit. Mit a - A 
bezeichnen wir das durch a erzeugte Hauptideal ; ein Ideal e mit endlicher Basis 
heiBt endlich. Bildet in A die Menge aller Nichteinheiten das einzige Primideal p. 
so nennen wir A primar. — Wir gehen aus von dem wohlbekannten Mazimal- 
ringkriterium : 

A ist dann und nur dann ein Maximalring, wenn A primar ist und der 
folgenden Teilbarkeitsbedingung geniigt : Sind a und b beliebige Nichteinheiten 
aus A, so folgt aus b¢a- A stetsa¢b- A. 

Wir fragen nach Kriterien, die formal als schwicher angesehen werden 
kénnen als die Teilbarkeitsbedingung, gleichwohl aber inhaltlich sie vollwertig 
ersetzen!). Grundlegend ist der im positiven Teil (a)) von Kru.t, im negativen 
(b)) von Nacata und RipensBorm bewiesene Durchschnittssatz?) : 

a) Der primaire Integritatsbereich A ist dann und nur dann Durchschnitt 
von Maximalringen, wenn A vollstdéndig ganz abgeschlossen ist, wenn also aus 
a€K,a+0,a-a"¢ A(n=1,2,...) stets a € A folgt. 

b) Es gibt vollstandig ganz abgeschlossene, primaire Integritatsbereiche. 
die keine Maximalringe sind. 

Angesichts des Durchschnittssatzes formulieren wir unsere Frage genauer: 
Unter welchen méglichst schwachen Bedingungen ist der primire, vollstindig 
ganz abgeschlossene Integritétsbereich A ein Maximalring ? 

Satz 1. Der primire, vollstindig ganz abgeschlossene Integritdtsbereich A ist 
dann (und selbstverstindlich nur dann) ein diskreter Maximalring, wenn p" fiir 
hinreichend groBes n in einem endlichen Ideal e enthalten ist. 


1) Der Gedanke, bei vollstandig ganz abgeschlossenem A die Teilbarkeitsbedingung 
durch eine aquivalente Forderung fiir die Ideale von A zu ersetzen, stammt von Herrn 
P. Risensorm. Herr Rrsenzor sucht solche Bedingungen, die es gestatten, direkt von A 
ausgehend eine Bewertung B von K zu konstruieren, von der sich dann zeigen laBt, daB A 
ihr Bewertungsring wird. Im Text werden dagegen Voraussetzungen eingefiihrt, aus denen 
geschlossen werden kann, daB es nur eine Bewertung 3 von K mit A umfassendem Be- 
wertungsring gibt. Herr RisEnBorm wird seine Resultate gegebenenfalls selbstandig 
veréffentlichen. 

*) Krcii, Math. Z. 41, 66—79 (1936); Nacata, Nagoya Math. J. 4 29—33 (1952). 
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Ist namlich a eine beliebige Nichteinheit aus A, so haben wir p"™¢ A, 
e” C a-A fiir passendes m, und daraus folgt fiir die (nicht ganzen) Ideale p~™'" 
bzw. p~! sofort: a-!¢ p-™"", p-™'"> A, p-!> A. Da A vollstindig ganz ab- 
geschlossen und primar ist, ergibt sich aus p-'!> A weiter p-p-! =A, und 
aus p: p-! =A schlieBt man nach iiblichem Schema, da8 in A jedes Ideal a 
eine Potenz von p ist. Man hat dabei nur zu beachten, daB e'¢ a, p"’'¢ a, 
fiir passendes /*). ,, Jedes Ideal a Potenz von p“ ist aber gerade die charakteristi- 
sche Eigenschaft der diskreten Maximalringe. 

Unser weiteres ‘Interesse gilt ausschlieBlich den nichtendlichen primiren 
Integritatsbereichen, in denen niemals p"Ce (n= 1,2,...). Wir kniipfen 
an die Bemerkung an, daB ein primarer Ring durch das Verhalten der Potenzen 
seiner endlichen Ideale charakterisiert werden kann*), und suchen die Teilbar- 
keitsbedingung des Maximalkriteriums durch eine Forderung zu ersetzen, in 
der nur von Potenzen endlicher Ideale die Rede ist. Zu diesem Zwecke defi- 
nieren wir: Bei jedem Paar endlicher Ideale ¢, ¢, mit ¢,>e soll unter k(e, e,) 
bzw. g(e, ¢,) die kleinste bzw. gréBte ganze Zahl m verstanden werden, derart 
daB ee bzw. ede. Mit d(e,e,) werde die rationale Zahl (k(e, e,)— 

g(e,e,))*g(e,e,)-! bezeichnet. (Man beachte: g(e,¢,)>0. wegen ¢, De; 
k(e, ¢;) — gle, e) = 1 wegen ek ¢ e, ef") ¢e).— Bei nichtendlichem A 
kann man ¢, zu gegebenem ¢ stets so wihlen, daB k(e,e,) => N fiir beliebig 
groBes N. Denn wire k(e,e,) = N fiir alle e,, so hiatten wir p"Ce wegen 
p" =Uet. — Ist ferner A ein nichtdiskreter Maximalring, so k(e, ¢,)— 


e, 

—g(¢,e,) = 1 fiir jedes Paar e,¢,>e. Denn man hat hiere = a- A,e, = a,- A, 
und es ist k(e,e,) bzw. g(e,¢,) gleich der kleinsten bzw. gréBten Zahl m, fiir die 
m - B(a,) > Bla) bzw. m - B(a,) < Bia), falls B(c) den Wert von c in der durch A 
definierten Bewertung @ von K bedeutet. — Aus den beiden letzten 
Bemerkungen und der Tatsache, daB g(e,¢}) => g(e,e,) fiir ej 2e,, fol_t 
unmittelbar : 

Satz 2. Ist A ein nichtdiskreter Maximalring, 8o ist d(e, e,) bei festem e eine 
monoton abnehmende Funktion von ¢,, d.h. d(e,e;) < d(e, ¢,) fiir ej 2¢,. Man 
hat limd(e,¢,) = 0 in dem Sinne, daB zu jedem ¢ > 0 ein'e, mit d(e,e,)<e 
existiert. 

(Bei limd(e,e,)= 0 beachte man, daB wegen k(e,¢,)— 1 = g(e,e,) in 
unserem Falle nicht nur k(e, ¢,), sondern auch g(e, ¢,) beliebig groB gemacht 
werden kann.) — Aus Satz 2 ergibt sich das 

Korollar: Bei einem nichtdiskreten Maximalring ist folgende Potenzgrenz- 
hedingung erfillt: Zu zwei beliebigen endlichen Idealen e¢, e’ gibt es fiir jedes 
é > 0 ein endliches Ideal e, derart, daB d(e, e,) + d(e’, e,) Se. 

In der Tat, nach Satz 2 gibt es jedenfalls zwei endliche Ideale ¢}, ¢;’, fir 
die d(e,e;) < e/2, d(e, ej’) <e2/2 und wegen der Monotonieeigenschaft von 
d(e, ¢,) wird d(e, e,) + d(e’, ¢,) < e fire, = e; + e¢{. — Das Korollar umzukehren, 
also aus der Potenzgrenzbedingung riickwarts rein formal die Monotonie von 





*) Zu dem Operieren mit p—! vgl. etwa: VAN DER WAERDEN, Moderne Algebra II §105. 
4) A ist dann und nur dann primar, wenn bei zwei beliebigen endlichen Idealen e,. 
¢, stets e? © ey, ce? Ce, fiir passendes n. 
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d(e, e,) und limd(e, e,) =-0 herzuleiten, scheint nicht méglich. Die Potenzgrenz- 
bedingung ist also ,,schwicher‘‘ als die Forderung der Monotonie und des 
asymptotischen Verschwindens von d(e, ¢,). Wir werden dementsprechend im 
folgenden nur mit der Potenzgrenzbedingung arbeiten. Zu der Wahl ihres 
Namens sei bemerkt: Der Sinn der Potenzgrenzbedingung kann darin gesehen 
werden, daB e und e’ beide niherungsweise Potenzen von e, sind, wobei aller- 
dings die Exponenten mit einem durch die Schranke e begrenzten Fehler 
behaftet sind. 

Satz 3. Gilt fiir den nichtendlichen, primiren, vollstéindig ganz abgeschlossenen 
Integritiétsbereich A die Potenzgrenzbedingung, so ist A ein nichtdiskreter Maximal- 
ring. 

Nach dem Durchschnittssatz ist A Durchschnitt von Maximalringen B,. Es 
seien nun, was stets méglich ist, die durch die B, bestimmten Bewertungen 3, 
von K so normiert, daBG,(a)) = 1 fiir alle B_,, wobei ay eine beliebig, aber fest 
gewahlte Nichteinheit aus A bedeutet. Man iiberlegt sich dann zunichst leicht : 
Satz 3 ist bewiesen, sobald die Richtigkeit des folgenden Hilfssatzes yezeigt ist : 

Aus B,(a9) = | fiir alle rt folgt B, (a) = B,,(a) fiir alle a A und jedes Paar 
%,,. B,, aus der Reihe der B,. 

Es seien namlich bei Giltigkeit des Hilfssatzes a, b beliebige Nichteinheiten 
aus A und etwa B, (a) = B, (b) fiir ein t,. Dann haben wir nach dem Hilfs- 
satz B, (a) < Ba) <B,(b) = B,,(b) fiir alle Bewertungen 3B,, d. h. es gehért 
b-a-' gu +. B,= A. Es muB also der primaire, nichtendliche Ring A ein 
nichtdiskreter Maximalring sein, weil er der Teilbarkeitsbedingung des Maximal- 
ringkriteriums geniigt. — Wir wenden uns jetzt zum Beweise des Hilfssatzes. 
Sei « eine beliebige Nichteinheit aus A und 3, = 3 eine beliebige Bewertung 
aus der Reihe der%,. Dann brauchen wir nur zu zeigen: Ohne nihere Kenntnis 
von 3 kann man allein auf Grund von %, (a) und der Potenzgrenzbedingung 
B(a) beliebig genau berechnen, d. h. Intervalle beliebig kleiner Lange finden. 
in die B(a) hineinfallen muB*). Nun ist jedenfalls af <a - A, B(a) = M -Bia,) 
= M fir hinreichend groBes M, wir haben also von vornherein fiir B(a) eine 
feste obere Schranke M. Daraus folgt, daB B(a) schon dann beliebig genau 
berechenbar ist,-wenn man fiir jedes ¢ > 0 eine Eingabelung C-(1 | 4) = 
= Be) = C+ (1 + He) (\y;| < e) finden kann. (Beachte, daB hier jedenfalls 
C < 2M fir ¢ < }). — Es sei nun e vorgegeben, [(e) = £ sei eine in erst spiter 
festzulegender Weise von ¢ abhiingige, hinreichend kleine positive Zahl, und 
es seidg* A = ¢y,a-A =e. Dann werdee, so gewahlt, daB d (ey, ¢,) + d(e,¢,) < . 
Da ¢-B=c-B in dem zu B gehérigen Bewertungsring B Hauptideal ist. 
ist B(c,) = B(c) erklart und aus den Definitionen von k(e, ¢,) usw. folgt sofort : 


(1) K(Cq, Cy) * B(e,) S Beg) = Bao) = 1 > glo, ey) - Bley). 
(2) k(e, %) * Ble) > Ble) = Bla) > gle. ey) - Ble). 

‘) DaB aus den Intervallen eine auf einen Punkt zusammenziehende Folge gebildet 
werden kann, braucht nicht bewiesen zu werden, da ja die Existenz von B(a) vorausgesetzt 


ist. bensowenig brauchen wir uns mit der Giiltigkeit der Formeln B(a - b) = Bla) + Bl), 
Bia + b) S min(B(a), B(d)) zu beschaftigen. 
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(1) ist gleichwertig mit 


(3) 9 (eg, €)“1. > Ble,) Sj leg, e,)-*. 

und wegen 

(4) Y (@g, ;)~? — B(eg, &y)-? = d(Ug. ¢,) - Rleg, e,) 
folgt aus (3): 


(1 -+ d(eg, ey)) - R(eg, €y)-? > Ble.) S Klee. ey) ?: 


5 
©) B(e,) = (1 + &) Rley. e,). <e<¢) 


Setzt man (5) in (2) ein, so ergibt sich: 
(6) k(e, e,) + R(eg, ey) (1 + &) > Bl@) > gle, ey) « R(eg, ey) (© &). 


Aus (6) schlieBt man weiter mit d(¢,¢,)— (k(e.¢,)—g(e,e,))-gle,e)-'; 
g(e,¢,) = k(e, e,) — d(e, e,) - g(e, e): 


- Ba) 


k(e.e) > keg.) - (1+ Se 
“1-(1 : &)- [1 — d(e, e,) - gle, e,) - k(e, e,)).- 


(7) k(e, e;) - R (eg, e) 
Wegen 0 < g(e, ¢,) - k(e.¢,)' < 1,0-° d(e, ¢,) < 5 erhiilt man schlieBlich: 


k(e, e,) + k(eg,¢,)' + (L + &) = Bla) > 


8 
8) k(e, e,) - R(eg. ey) 2 -(l © &)- Ul - A), (Jé| < 5, |8| < £) 


d. h. aber, man kann 5 = 5(¢) so wahlen, daB C - (1 4 »,) >B(a)=C- (1 + y) 
(|7,| < e) mit C = k(e, e,) + (eg. ¢,)-?. Damit ist der Beweis des Hilfssatzes und 
gleichzeitig der von Satz 3 abgeschlossen. Da wir bei dem Hilfssatz nirgendwo 
von der Tatsache Gebrauch machen muBten, daB A vollstindig ganz abge- 
schlossen ist, haben wir nebenbei fiir beliebige primaire Integrititsbereiche 
gezeigt : 
Satz 4. Geniigt der primiire. nichtendliche Integritétsbereich A der Potenz- 
yrenzbedingung, so gibt es in K héchstens einen A umfassenden Maximalring B. 
Es liegt nahe, Satz 4 noch dadurch zu verscharfen, daB man das ,,héchstens 
einen Maximalring* durch ,,genau einen Maximalring* ersetzt. Man hatte zu 
diesem Zwecke zu zeigen: Ist die Potenzgrenzbedingung erfiillt, so kann man, 
ausgehend von der Feststellung 3 (a,) = 1 fiir eine beliebige Nichteinheit a, « A 
jedem Element @ ¢ A nach der beim Beweis des Hilfssatzes benutzten Methode 
eindeutig einen ,,Wert*‘ 3B (a) > 0 zuordnen, und es gilt dabei B (a - b) = B(a) + 
B(b), Bla + 6) => min (VB (a), B(b)) (a + 6 + O)*). Setzt man dann nimlich 
noch B(a- b-) = B(a) —B(b) fiir ein beliebiges Element « = a-b-' aus K, 
so entsteht eine Bewertung 3 von A, deren Bewertungsring B offenbar A um- 
faBt. — Es soll aber dieser Gedankengang hier nicht weiter verfolgt werden. 
Denn die Bedeutung von Satz 4 wird durch die Bemerkung beeintrachtigt, daB 
kaum in allen primaren Integrititsbereichen, die nur einen umfassenden 
Maximalring besitzen, die Potenzgrenzbedingung erfiillt sein diirfte. 


’) Hier waren also gerade die Uberlegungen nachzuholen, die bei dem Beweise des 
Hilfssatzes iiberfliissig waren [vgl. FuBnote ‘)]. 
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Lohnender erscheint vom Standpunkt unserer Note aus eine Untersuchung, 
ob nicht vielleicht bei Satz 3 die Bedingung, A solle vollstaéndig ganz abge- 
schlossen sein, durch eine Forderung ersetzt werden kann, die sich in ihrer 
Form mehr an die Potenzgrenzbedingung anschlieBt. Zum SchluB noch zwei 
Bemerkungen zur Potenzgrenzbedingung selbst! 

a) Offenbar kann man sich bei der Bedingung auf den Fall beschrinken, 
daBe = a-A unde’ = b-A Hauptideale sind. Dagegen wiirde es eine unnétige 
Verschirfung bedeuten, wenn man verlangen wollte, daB zu e = a-A und 
e’ = 6b-A stets ein Hauptideal e, = c-A mit d(e, ¢,) + d(e’,¢,) < € existiert. 

b) Bei der Anwendung der Bedingung benutzten wir nur, daB es zu festem 
e¢ = e¢, und beliebigem e’ ein e, der gewiinschten Art gibt. Das bedeutet. daB 
wir tatsaichlich nicht von der Potenzgrenzbedingung in ihrer vollen Scharfe 
Gebrauch gemacht haben. Denn aus der Existenz zweier Ideale ¢,, ej mit 
d(e, e,) + d(eg, e,) < €, d(e’, ej) + d(eg, ¢}) < ¢ kann man nicht rein formal auf 
die Existenz eines ¢;’ mit d(e, ¢) + d(e’, c}’) < € sehlieBen. 


( Eingegangen am 5. August 1955) 
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Un théoréme sur les anneaux primaires et complétement 


intégralement clos 
Par 
P. RipENnBorm * 


Dans cette note, nous déterminons des conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu’un anneau d’intégrité primaire et complétement intégralement clos 
soit un anneau de valuation. Nous résumons les différentes étapes qui ont 
conduit au présent article. 

(i) En 1936, Kruxt [1] a conjecturé que tout anneau d’intégrité primaire et 
complétement intégralement clos est un anneau de valuation. 

(ii) En 1952, Nacata [2] a construit un contre-exemple a cette conjecture 
de KRULL... 

(tii) ... mais sa «démonstration» originelle présentait des lacunes essen- 
tielles, que l’auteur vient d’éliminer dans une note récente [3]. 

(iv) Avec l’existence du contre-exemple, le probléme de Kru.u est devenu 
celui de chercher des conditions nécessaires et suffisantes supplémentaires pour 
qu’un anneau primaire et complétement intégralement clos soit un anneau de 
valuation. 

(v) Dans une autre note [4], auteur 4 établi deux types de conditions 
nécessaires et suffisantes, par exemple, si l’anneau d’intégrité A est primaire 
et complétement int¢égralement clos, si son idéal premier g est la réunion d’une 
suite strictement croissante d’idéaux principaux A t,, qui puisse étre «bien 
choisie », de fagon qu’elle ait « largeur nulle» et détermine une topologie rendant 
continue la multiplication d’idéaux principaux — alors A est un anneau 
de valuation (et réciproquement). 

(vi) Simultanément, Krutt [5] a découvert une autre condition qu’il 
nomme «Potenzgrenzbedingung », portant sur l’ensemble filtrant croissant des 
idéaux de type fini. 

(vii) Enfin, dans la présente note, moyennant la notion de puissance a 
exposant réel dans un idéal principal (considérée par SamMvueEt [6] dans un cas 
distinct), nous obtenons le théoréme suivant: si A est un anneau d’intégrité 
primaire et complétement intégralement clos, dont lidéal premier g est la 
réunion d’une suite strictement croissante d’idéaux principaux A t,, de fagon 
que: (I) chaque idéal A t, soit puissance 4 exposant réel (strictement positif) 
de At,,,, (II) les idéaux A t, déterminent une topologie sur l'ensemble des 
idéaux principaux de A, rendant compatible l’opération de produit, alors A est 
un anneau de valuation (et réciproquement). 

Nous considérons ce résultat comme une solution simple et assez élégante 
du probléme de Kru, d’autant plus que le contre-exemple de Nacata 
~* Boursier du Conselho Nacional de Pesquizas, Rio de Janeiro, Brésil. 
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montre que la condition (I) n’est pas suffisante pour que A soit un anneau de 
valuation. 

1. Nous commengons pour rappeler quelques définitions et résultats. Tous 
les anneaux considérés seront supposés des anneaux d’intégrité avec unité: 
parmi les idéaux premiers, on exclut |’idéal nul et l’'anneau lui-méme. 

Si K est le corps des fractions de.A, un élément x ¢ K est presque entier 
sur A quand il existe a¢ K, a +0, tel que a x" ¢ A, quelque soit n, entier 
positif. Si A contient tous les éléments de K, presque entiers sur A, alors on 
dit que A est complétement intégralement clos. 

Un anneau A est primaire quand il posséde un seul idéal premier g; le 
complémentaire de l'ensemble g dans A est l’ensemble des unités de A, tout 
idéal non nul de A est primaire, associé 4 g, en particulier, donnés a, b € A, 
non nuls, il existe un entier positif n tel que a” ¢€ A b. 

Rappelons que tout anneau de valuation (de rang 1) est complétement 
intégralement clos; KRULL a montré [1]: 

(1) Tout anneau primaire et complétement intégralement clos est inter- 
section d’anneaux de valuations. 

2. Maintenant nous allons introduire la notion de puissance 4 exposant réel 
d’un idéal principal. Nous commengons par quelques considérations prélimi- 
naires. 

Soit A un anneau primaire, g son idéal premier, K son corps des fractions. 
Alors [4]: 

(2) Sit¢égalors M At™=(0) et U At*= K. 

n>1 nel 

(3) Si B est un sous-anneau de K, contenant A et s’il existe un élément 
{ €g,t +0, tel que ¢" € B alors B= K. 

Soient donnés les éléments a ¢ K, a + 0, et t € p, § +0. 

Considérons : 

(i) 'ensemble des entiers m (positifs ou négatifs) tels que AaC At”; 
cet ensemble n’est pas vide et posséde un plus grand élément, noté m,(a) 
(en vertu de la propriété (2) ci-dessus) ; 

(ii) Pensemble des entiers n (positifs ou négatifs) tels que At" C Aa; 
cet ensemble n’est pas vide et posséde un plus petit élément, noté n, (a) (en vertu 
de la propriété (2) ci-dessus). 

On a: 

(4) m,(a) < n,(a); si a€ A. ap. alors m,(a) = n,(a) = 0: si a € g alors 
0 < m,(a), 0 < n,(a) et enfin A a C A t équivaut a 0 < m,(a). 

Supposons désormais que A soit un anneau intégralement clos. Considérons 
les ensembles: 


(iii) E,(a) = { 


™|Aa"cA |; on a m,(a) € E, (a), 


n 
(iv) F,(a) = {™ | At™cA a}; on a n,(a) € F, (a) 


. . m . e 
(conventionnons que les fractions —- sont toujours telles que x > 0, le numéra- 


teur pouvant avoir signe quelconque). 
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On a les propriétés suivantes: 


(5) si™ € E, (a), =e = , alors = €E,(a); si = € F, (a), = > = , alors 


P hep cad 2 o =? 
. €F,(a); si - € E, (a), ¢ € F,(a), alors a . 


Notons ,,(a) = sup£,(a), »,(a) = inf F,(a), done m,(a) S py, (a) S », (a) S 
= n;,(a) et en général, on peut avoir y,(a) + v,(a). 
(6) Si a€ A, a¢p, on a p,(a)=»,(a2)=0; si a¢p alors 0< p,(a) 


(car sig >0O est un entier tel que Aa’ C At alors 0< ; € E,(a), done 


7 = Hela). 

(7) m,(@) S w4(a) < m,(a) + 1 et n,(a)—1< »,(a) Sn,(a). 

En effet, si m’ est la partie entiére de 1,(a), alors m’ < u,(a) done A a ¢ At”, 
ainsi m’ <= m,(a), et puisque m,(a) < y,(a) alors m’ = m,(a). Idem pour 
n,(a@). 

Définition. Si tcp, t +0, a¢ K, a+0, s est un nombre réel (de signe 
quelconque) posons A a = (A t)* quand on a j,(a) = »,(a) = 8. On dit que 
Vidéal A a est la puissance s de l’idéal A t. 

Voyons d’abord que ceci définit bien une opération univoque: 

(8) Si s est un nombre réel, ¢t € g, a, a’ € K, des éléments non nuls, et si 
M1 (a) = », (a) = 8, u,(a’) = »,(a’) = 8, alors Aa = Aa’. 

En effet, soit 2 = (w) une famille de valuations de K telles que A = f A, 

wea 


(car A est intégralement clos). Si = € E, (a), €F,(a) (ot n> 0) alors 


At®C Aa*C At™, donc £ . w(t) >u(a) => ~ - w(t); cela entraine v,(a)- w(t) => 


= w(a) = pw, (a) - w(t), donc w(a) = s- w(t) quelle que soit w¢ 2. De méme, 
w(a’) = 8+ w(t), done w(a) = w(a’) quelle que soit w ¢ Qet alors A a = A a’ [7]. 

Remarquons que cette opération de potentiation 4 exposant réel n’est pas 
nécessairement partout définie. Néanmoins, les propriétés usuelles de la 
potentiation sont vérifiées, dés que les expressions écrites aient un sens. 
Ainsi, par exemple: 

(9) Si0 <8, S 8, sia ¢p, a +0, si (A a)", (A a)" existent, alors (Aa)" 2 

»(A a)*; si O< 8,, O< 8, si a€ gp, a+0, si (A a)", (A a)"* existent, alors 
((A a)")* existe et on a ((A a)")* = (A a)**; etc. 

Nous ommettons les vérifications de ces propriétés. 

3. Théoréme. Soit A un anneau primaire et complétement intégralement 
clos. Supposons qu’ il existe une suite strictement croissante d’idéaux principaux 
A t, tels que g = U At, et satisfaisant aux conditions suivantes: 

r2i 

(I) pour tout r > 1 il existe un nombre réel strictement positif s(r) tel que 
A thy =A ids 
(H]) sia,b¢ A, a,b¢At,_;, alors ab¢ At,, pour tout r2 1. 

Alors A est un anneau de valuation. 
Démonstration. 
Nous diviserons la démonstration en plusieurs parties. 
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(a) Pour écarter un cas trivial, on peut supposer que lim S(r) = oo, od on 


rT—>o 
pose S(1) = 1, S(r) = S(r—1)- 8(r). 

En effet, s’il existe un nombre entier S tel que S = S(r) quelque soit r, 
alors (A t,)° ¢ (A t,)8® = At, (en vertu de (9)) pour tout r => 1, donc p* ¢ At. 
Or, alors il résulte que g est un idéal principal [5] et le théoréme est trivial. 

(b) Pour tout a €g,a+0,etr21,ona 


#,(a) r+1(@) ¥r+3(a) v,(a) 
S(r) = S(r+1) = S(r+1) = Sr) * 








Il faut vérifier' que y,(a)-8(r + 1) S w,4,(@), »,4,(@) S », (a) + 8(r + 1). 
On a 0 < u,(a), par (6); soit = tel que 0< ™ < y,(a) et 0<i< 8(r + 1) 
alors Aa*™¢ At™, Atic Af?,,, donc on a Aat*CAH™CAP™ d'or 


2 . = S y+, (@) et alors pu,(a)-s(r +1) <,4,(a). L’autre inégalité se 


démontre analoguement. 
(c) Pour tout a€p, o+0, il existe lim -“7!) ot cette limite est finie. 
roo Sir) 
Posons: w(a) = lim Sa , quand a¢g, a+0; w(a)=0 quand a¢ A, agp; 


T—% 
w(0) = oo. Alors, si a € A, w(a) > 0 équivaut a a € pg. 
Car si a € p, a +0, alors il existe r > 1 tel que a € A t,, c’est-a-dire 1 < yu, (a) 


et d’aprés (b), on a w(a) = lim a >0. 
rT 7a 


(d) Sia,b¢ A alors w(a + b) = inf {w(a), w(b)}. 

Il suffit de démontrer l’inégalité quand a, b € g, non nuls, sinon la formule 
est triviale. Soit, par exemple, w(a + b) < w(a) < w(b). D’aprés (b), (c), il 
existe r assez grand pour que yu, (a + 6) < u,(a) <u,(b) et uw, (a) — uw, (a + 6) >1. 
Puisque m,(a) est la partie entiére de u,(a), d’aprés (7), alors il résulte que 
m, (a) > m,(a + b). 


Or, pour tout entier g on a m, (a) —= = mil M,(a) S p,(d), 


done Aatc At?’ ™@-1, 45¢C At’ ™™®-! Si n est un entier arbitraire, 
n n n 
ona A:(a+b)"=A i x (;)are-*) SV Aat-Aw-1c SY Am @-t x 
q=0 q q=0 Cs 
x ALP—O-mr(e)—1 et Ath ™r(e)-2. ; ainsi, — = Sele) 5 a m,(a)— = < u,(a + b). 
Cela étant vrai pour tout n, on déduit que m,(a) < Mele = b) et, en vertu 
de (7), m,(a) < m,(a + 6); absurde! 


(e) Si 2 ¢ K, 6 € A, sont des éléments non nuls tels que xb € A, alors il 
existe la limite lim ae ; et on a w(x b) = lim “a + w(b). En particulier, 
rT—-o Toco 
si a,b € A alors w(a b) = w(a) + w(b). 








D’abord, yu,(z) + u,(b) < mu,(zb). En effet, si = < p,(z), < < Mr (6) 
(on > 0,q > 0)alorsA 2" ¢ Al”, A b°C Af?,donc A 2** ¢ At? A b"4 CC AlP?, 
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et enfin A(xb)"*¢ At™¢+*?: cela veut dire que nase = * = ri < p,(xb), 
e’est-a-dire, u,(x) + u,(b) S u, (x 5). 

D’autre part, A x ¢ At?) et si u, = t>' alors xu?) ¢ A, curr ¢ A t,. 
De méme, bu?" ¢ A, burr ¢ At, En vertu de (II), il résulte que 

A 

chums) + mr) ¢ At, _,. Si | > 8(r) = wr (ty-1) = »,(t,-:) alors At? ¢ Att, 
et si c’était x* bt ukimr(@)+ mr) ¢ Ah Att | ilserait rb umrO+™¢ At. 
(car A est intégralement clos), absurde! Donc, x* b* uk ™r(*)+™r()) ¢ 4 gh 


alors (xb)*¢ Atht+#im(+mO) et enfin pu,(xb) < B+ iat Sei + or) 
h 
== + m,(x) + m,(b); ceci étant vrai quelque soit > a(r) alors on a 


H,(x) + up(b) S w(x b) S 8(r) + m, (x) + m,(b) S 8(r) + u(x) + gu, (0). 





a(r)_,. 1 
En divisant ces inégalités par S(r), et puisque = ae - a. Sr—h - 0 
on déduit par passage A la limite, l’existence de lim See et l’égalité 
rT 2 
‘ r(x 
lim ig +0) = wed) 


(f) Si on pose, pour tout r=>¢K (avec a,b € A, b +0), w(x) = w(a) — 
— w(b), alors cette fonction w ainsi prolongée 4 K, définit une valuation de K, 
ur(+) 


Bn) . Enfin, l’idéal de la 





dont l’anneau A,, contient A. On a w($ 5) = lim 


Toc 


valuation w est égal a ». 
Il suffit de montrer que si z €.A,, x ¢ A, alors w(z)=0. De x¢A ona 
u,(x) S 0 quelque soit r > 1; sinon il existe r tel que 0 < yu,(z) et si m est un 


entier tel que 0 < + < p,(z) alors A 2" ¢ At* C A et puisque A est intégrale- 
ment clos, alors x € A, absurde! 


Done, w(x) = lim Mr(2) 





a B(P) < 0 et de x € A,, il vient w(z) = 0 


(g) A, =A, 

En effet, supposons que z¢€ A,, 2¢A. Alors, en vertu de (1), il existe 
w’ € Qtel que x ¢ A,,, donc A,, + A, et ces anneaux étant maximaux, car A 
est complétement intégralement clos, il existe y¢ Ay, y¢A,, c’est-d-dire 
w(y) < 0, done w(y) > 0 et alors y € p; or, d’aprés (3), on conclut que 
Ay= K, absurde! ce. q. f. d. 

Corollaire. Soit A un anneau primaire et intégralement clos. Supposons 
qu’il existe une suite croissante d’idéaux principaux At, tels que » = U At,, 

rai 

satisfaisant les conditions (I) et (II). Alors, il existe un anneau de vehuation 


de rang | contenant tout anneau de valuation (de rang arbitraire) quicontient A. 
En effet, remarquons que dans la démonstration du théoréme l’hypothése 
que A soit complétement intégralement clos n’a intervenu qu’a la partie (g), 
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et partout ailleurs on a employé seulement l’hypothése moins forte que A soit 
intégralement clos. 

Soit done w la valuation (de rang 1) définie aux parties (a)—(f), ayant 
idéal égal a p. Si ACA, ¢ A,, od w’ est de rang arbitraire, soit y ¢ A,,. 
y¢A,, done w(y) < 0, w(y~) > 0 et alors y € g; d’aprés (3) il résulte que 
A, =K, absurde! 

4. Nous concluons avec quelques courtes remarques. 

Comme montre l’exemple de Nagata, la condition (I) n’est pas suffisante 
pour que l’anneau A soit un anneau de valuation. 

La condition (II) admet une interprétation topologique trés simple, qui 
permet de l’envisager comme une condition trés naturelle; ainsi, si on note 

, = C, At,, pour tout r = 1, alors la famille d’ensembles {a V, | a ¢ A, a + 0} 
est un systéme fondamental de voisinages pour une topologie sur |’ensemble 
des éléments non nuls de A, et par passage au quotient modulo l'ensemble des 
unités, on obtient une topologie séparée sur le monoide multiplicatif des idéaux 
principaux entiers non nuls de A, rendant continue l’opération de produit. 
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Further Remarks on Ordered Fields and Definite Functions 
By 
ABRAHAM Rosinson in Toronto 


1. Introduction. The present paper contains two distinct contributions to 
the subject matter of refs. [1] and [2]. We shall suppose that the reader is 
familiar with these papers and shall make use of the terminology of ref. [2]. 

In section 2, we reconsider the arguments which lead to ArtIN’s results 
on totally positive quantities (ref. [1]) and to the generalisation of these 
results which is formulated as Theorem 3.8 in ref.’ [2]. In both ref. [1] and 
ref. [2], the respective proofs depend in a essential manner on certain exten- 
sions of the field under consideration, more particularly on the adjunction 
of square roots. The alternative proof given here does not involve any field 
extensions but is based on the introduction of a certain kind of semi-module. 

The contents of section 3 may be illustrated by the following result, which 
is a special case of 3.1 below. 

Let V be an irreducible algebraic variety in the space S,, with coordinates 


in the field of real numbers, M, and let § be the prime ideal of M [2,,.. ., z,] 
which belongs to V. Let f(x, ..., 2,) be a polynomial with real coefficients 
such that 
I(&, .. +» %) BO 

everywhere on V. Then there exist polynomials with real coefficients, 
Jo(Xy, -- + Ln)s - + +» Gu (Xs - « +» La), & S} 1 such that 

(ho(2,, . - -, Sq))* f (2, - - -» Su) = (Ay (2, - - +» Zn))® + - - - + ul - - -, Ze))* (3) 
while 


hola. -- +> Za) =O (3). 


2. Pseudo-ideals. Let M be a formally real commutative field. A set 5 of 
elements of M will be said to be a pseudo-ideal if it satisfies the following 
conditions. 

2.1 3 is a semi-module. That is to say, for any a¢ 3, 6¢ 5, a+ 6 and ab 
also belong to 3. 

2.2. The square of every element of M, other than 0, belongs to 5. 

2.3. 0 does not belong to 3. 

We note that the set of pseudo-ideals in M is not empty. For example, 
the set of all finite sums 


bg + b34+---+0f, kS1; 6,40, j=—1,...,k 


is a pseudo-ideal. More generally, if M is formally real with respect to a 
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given core C (ref. 2, section 3) then the set of all finite sums 
a,b? + agbf +--+ +a,b3, K2>1; b+0, a,€C, j=1,...,k 
is a pseudo-ideal. 

2.4. Theorem. Let 3 be a pseudo-ideal in M and let a + 0 be an element 
of M such that —a does not belong to 3. Then there exists a pseudo-ideal 5’ 
which contains the element a such that 5’ 2 3. 

Proof. Supposing that 3 and a satisfy the conditions of the theorem. 
let 3’ be the set of finite sums. 

2.5. a,a*, + aa*+---+ aa, k= 1; a, € 5, j_, &@ nonnegative integer, 

m=al,...,&. 

Then it is not difficult to see that 5’ is a semi-module (see 2.1.). Moreover 
3’ 25 and so 9’ satisfies also 2.2. 

Suppose now that 0 is contained in 3’. Then there exists an identity 

2. 6. a,a* + a,a*+---+a,akke=0 
where the left hand side satisfies the conditions of 2.5. 

We may number the indices of a in 2.6. in such a way that j,, is even for 
m=1,...,l and odd for m=1+1,...,%. There must be both even and 
odd j,,, for if the powers of a on the left hand side of 2.6. were al] even then 
this expression would belong to 5 (which is impossible since 0 ¢ 3); while if 
the j,, were all odd, then 


— (a,a*+ --- + a,a’e) = (—a) (aa! + --- + a,ate-1) = 0 
would entail 
2.7. a,as—-1 +--+ +a,a-! = 0 


and this is again impossible since the left hand side of 2.7 would then belong to@. 
Put 


b=aa*+---+a,% c= a,,,@1—-! +--+ 4 aati! 
Then 6€ 3 and sob+0. Hence, from 2.6 
b+ac=0 
and furthermore 
c cb aPi+: \2 a?x \2 
2.8. ee are a ae - +***+@ — 
where 


Pm= 4 (jm— 1), m=1+1,...,&. 


We observe that the p,, are all integers. Accordingly, the representation 
of —a by the right hand side of 2.8 shows that —a belongs to 5. But this is 
contrary to assumption, and so an identity 2.6 cannot exist, 3’ satisfies 
2.1 — 2.3 and is a pseudo-ideal. This proves 2.4. 

A pseudo-ideal 3 in M is said to be maximal if there does not exist any 
pseudo-ideal in M which includes 3 as a proper subset. 

2.9. Theorem. In order that a pseudo-ideal 3 in M be maximal it is neces- 
sary and sufficient that for every element a + 0 of M either a ¢€ 3 or —a€ 5. 
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Proof. Suppose that for some element a +0 of M, the pseudo-ideal 5 
includes neither a nor —a. Then by 2.4 there exists a pseudo-ideal 3’ 2 5 
which includes a, and 3’ + 3 since 3 does not include a. Thus 3 cannot be 
maximal, the condition of the theorem is necessary. 

Now suppose that 5 satisfies the condition of the theorem, but that there 
exists another pseudo-ideal 5’ which includes 5 as a proper subset. Select 
any 6 ¢ S’— 3. Then 6 is not included in 5 and so —b must belong to 5, and 
hence to 3’. But if so, then b + (—b) = 0 would also belong to 3’, which is 
impossible. This proves that the condition of 2.9 is also sufficient. 

It is not difficult to verify that the union of a monotonic set of pseudo- 
ideals is again a pseudo-ideal. Accordingly, by Zorn’s lemma, every pseudo- 
ideal is included in a maximal pseudo-ideal. More precisely, we may state the 
following theorem. 

2.10. Theorem. Let 3 be a pseudo-ideal in the field M and let a +0 be 
an element of M which does not belong to 3. Then there exists a maximal 
pseudo-ideal which includes 3 and —a (and hence, does not include a). 

Indeed, by 2.4, 3 is contained in a pseudo-ideal 3’ which includes —a, 
and 9’ in turn is included in a maximal pseudo-ideal. 

An interesting immediate consequence of 2.10, which however will not 
be used in the sequel is 

2.11. Theorem. Every pseudo-ideal is the intersection of all the maximal 
pseudo-ideals in which it is contained. 

Now suppose that M is an ordered field, and let 5 be the set of positive 
elements in M. Then conditions 2.1, 2.2, 2.3 as well as the condition of 
Theorem 2.9 are all satisfied, and so 3 is a maximal pseudo-ideal. Conversely, 
if 3 is a maximal pseudo-ideal in the field M, then an ordering of M is defined 
by putting a > 0 for alla 3. 

2.12. Theorem. (Theorem 3.8 of ref. [2]). Let M be a formally real field 
with core C. Then every element a of M which is totally positive with respect 
to C can be represented in the form 


2.13. a= a,b? +---+a,b2, a,€C, j=1,...,n. 


Proof. The set of all elements which are given by the right hand side of 
2.13 with b;+ 0,7 = 1, . . ., n, constitutes a pseudo-ideal 5. If a is not contained 
in 3 there exists a maximal pseudo-ideal 5’ which includes 3 and —a. Thus, 
there exists an ordering of M for which the elements of C are positive, as 
well as —a. It follows that a is not totally positive with respect to C. This 
proves the theorem. 

3. Definite functions on algebraic varieties. 

3.1. Theorem. Let M be a real-closed ordered field and let S, be the 
n-dimensional cartesian space with coordinates in M. Let V be any non- 
empty irreducible algebraic variety in S, and let 3 be the prime ideal which 
belongs to V in the ring of polynomials M [z,, . . ., x,]. Furthermore, let 


3.2. F (Sao - « > Sedo Ga (Sas - « +» Badr «> <9 Fea (By - + +» Sq), MS I 


be a set of polynomials in M [z,,..., z,], but outside 3, such that for every 
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point (z,,..., x,) which belongs to V, the system of inequalities 


G(%, .- +» Z) >O j= f{,....@ 
entails 
f(z. .- + 2%) 290. 
Then there exists a congruence 


3.3. (gl ys - - -» Sa)}* f( 2. - - +» Sa) 


k i i 
= 2 (nl Pilea 2,))' “Tee x,))™ (Bag (ates «0; +4 x,))*? (3) 


where the Aj stand for either 0 or 1 and where h(a). . . .. X_) . . -, Ay (Xy, - - + Zn) 
are polynomials with coefficients in M such that 
ho (a... - ty) #0 (3). 


Proof. Select a basis 


Gils, « + conde: = 42 Mekis s+ os Mal 


for the ideal 3. Suppose that the polynomials 3.2 satisfy the conditions of the 
theorem but that there does not exist any congruence of the type indicated 
by 3.3. Let M, be the residue ring M[z,,..., 2,)/3. It will not cause any 
confusion if we denote the elements of M, which, when regarded as classes, 
contain the polynomials of 3.2, by f, 9. . . ., ?m Tespectively. Then our assump- 


tion is that no identity 
k 


at : : 
3.4. f= Dg,’ .--9"M. 4 =0orl 
i=1 ¥ 
exists in M, with h, + 0. It follows that no identity of the type 
~ ae _ , 
3.5. f=20G, --+Gm A: Ay = Vor] 
i=1 


can exist in the quotient field M, of M,. 
We observe that MV, is an extension of M and, hence, is of characteristic 0. 
Let C be the set of products of powers 


ag"... gim A=0,1,2,...;: @a>OinM 


regarded as elements of M,. Since none of the polynomials h;(2,, . . ., #,) 
belong to 3, C satisfies the conditions of a core in M, (see ref. [2], 3.1). If M, 
is not formally real with respect to C, we may conclude from Theorem 3.10 
of ref. [2] that there exists an identity 


k i it 
3.6. f =S ag,’ - Gm A?, A= 0,1,2,...; a, >Oin M. 
i=1 


By absorbing the a; = (Va,}? and the éven powers of the g, in h?, we may 
reduce 3.6 to the form 3.5, thus proving the theorem. Again, if M, is 
formally real with respect to C, and an identity 3.6 exists then we may still com- 
plete the proof by reducing 3.6 to 3.5. Suppose then that M, is formally real 
with respect to C but that there does not exist an identity 3.6. It then follows 
from theorem 2.12 above that we can find an ordering of M, for which all 
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elements of C are positive, but / is negative. Now let &,, . . ., &,, be the elements 


of M, which correspond to the indeterminates 2,,..., x, of M [x,,.. ., 2»). 
Then / and g,, . . ., gm are precisely the values taken by the functions 
SR) a ey 8 ee ee 


for the argument values 


@, = §,, %, = &y, ... 2, = &,. 
Thus, in this case, the following statement holds in M,. 
3.7. There exist elements z,,..., x, such that 
P;:(%,..-, Z_) = 0,8 = 1,..., 7, and g,(z, ..., gi>6, i=il,...@ 


while at the same time 
Hay... m) <6. 


We observe that the specified ordering of M, is a continuation of the 
ordering of M since C includes all the positive elements of M. Furthermore, 
we observe that 3.7 still holds in the real closure M, of M,, whose order is 
again a continuation of the order of M. 

Now let 3* be a set of axioms for the concept of a real closed ordered 
field, as in section 5 of ref. [2], and let N be the diagram of M. Then both M 
and M, are models of 3*\) N. Also let X be a formal statement in the lower 
predicate calculus which expresses 3.7 in terms of the relations of equality, 
addition, multiplication, and order and in terms of some of the individual 
constants (elements) of M. Then X holds in M, while ~ X holds in M. But 
3* UN is model-complete, and so either X is deducible from 3* UN or ~ X 
is deducible from 3* U N. This implies that either X holds in both M and M, 
or ~ X holds in both M and M,. Neither of these alternatives applies, and so 
the assumption that 3.1 is false leads to a contradiction in all cases. 

The result mentioned in the introduction is obtained from 3.1 for m = 1, 


9; (2%, ..., 2) = 1. 

3.8. Corollary. 3.1. still applies (trivially so) if /(z,,..., 2,) is contained 
in 3. On the other hand, the assumption that the polynomials g,(2,, . . ., 2), :.. 
Im (2X1, -- -» Zp) do not belong to 3 is essential. 

3.9. Corollary. Suppose that the conditions of theorem 3.1 are satisfied. 
Then, for given polynomials g,, . . ., g,, and for a given bound on the degree of f, 


there exist uniform bounds on the number & and on the degrees of the poly- 
nomials hy, h,, . . ., Ay. 

The proof of 3.9 is along the lines of the proof of theorem 5.9 of ref. [2] 
and need not be given in detail. 
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Projektionen analytischer Mengen 


Von 
RemnHOLD ReMMERT in Miinster (Westf.) 


Einleitung 


1. Ein wichtiges Hilfsmittel der algebraischen Geometrie ist die Elimi- 
nationstheorie. Das Kardinalproblem dieser Theorie kann im wesentlichen wie 
folgt formuliert werden: 

Vorgegeben sind endlich viele Polynome P,(2,, ..., 2.) (9 = 1,...,7) in 
n = 2 Unbestimmten iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper k. Man 
bestimme endlich viele Polynome Q,(2,, . .-, Z,-;) (¢ = 1,..., 8) in (n—1) 
Unbestimmten iiber k, derart, da8 gilt (Eliminationsbedingung): 

Ein (n — 1)-Tupel (a,, . . .,@,-,) mit a,¢ k ist genau dann éin Lésungstupel 


des Gleichungssystems Q,= --- = Q,= 0, wenn es ein a,¢€k gibt, so daB das 
n-Tupel (a,, . . ., @,) ein Lésungstupel des Gleichungssystems P,= --- = P,=0 
ist. 


Der grundlegende Satz der Eliminationstheorie lautet : 

Zu beliebig vorgegebenen Polynomen P,(2,,.. ., Xp»), - . «» Pp(Xy, «+ +5 Xn) 
(nm = 2) gibt es nach Einfiihrung neuer Koordinaten y,, . .., y, durch eine lineare 
Transformation der Gestalt x,= yy + C1 Yns -- +> Sn—1= Yn-1 + Cn-1 Yn» Tn= Cn Yn 
(c, + 0) mit geeignet gewiihlten c,, .. ., Cc, stets endlich viele Polynome Q,(y,, . - -, 
Yn-1)>-- +> Qs(Yy, ~~ +s Yn—1), derart, daB die Eliminationsbedingung erfiillt ist. 
wenn man die P, als Polynome in den y,, . . ., Yn schreibt. Als Tupel (c,, . . ., Cy) 
kann jedes Tupel gewiihlt werden, welches nicht Nullstelle eines gewissen homo- 
genen, nicht identisch verschwindenden Polynoms in n Unbestimmten iiber k ist. 

Fir den Fall, daB an die Polynome P, Homogenititsforderungen gestellt 
werden, kann man folgende Aussage machen: 

Sind die Polynome P,, . . ., P, stimtlich jeweils homogen in den Unbestimmten 
Lys ey Lm UNE Byiy, ++ +5 Ly (MS>2, n— m2 2), 80 kann man endlich viele 
Polynome Q,(2, . «+; Zm)s - + +» Qp(%ys -- + Lm) finden, die séimtlich in den 
Ly, - « +» Lm homogen sind, derart, dap ein m-Tupel (a,, . . ., Gm) + (0, . . ., 0) genau 


dann das Gleichungssystem Q,= --- = Q,= 0 lést, wenn es Elemente a,,,,, . - -; 
a,,€ k gibt, die nicht stimtlich Null sind, so daB das n-Tupel (a,,...,@,) das 
Gleichungssystem P,=--- = P,=0 lést. Eine lineare Koordinatentransforma- 


tion braucht in diesem Falle nicht mehr durchgefiihrt zu werden. 

2. Es sei im folgenden k der Kérper C der komplexen Zahlen. Dann abt 
sich, wie es in der Funktionentheorie mehrerer Veranderlichen — vornehmlich 
in der letzten Zeit — geschehen ist, der Begriff der algebraisthen Menge, d. i. 
die gemeinsame Nullstellenmenge von endlich vielen Polynomen iiber C, ver- 
allgemeinern zum Begriff der analytischen Menge. Darunter versteht man eine 
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abgeschlossene Menge in einem komplexen Raum, die im Kleinen als gemein- 
same Nullstellenmenge von holomorphen Funktionen darstellbar ist. Dabei 
bedarf allerdings noch der Begriff des komplexen Raumes einer Priizisierung. 
Es sind verschiedene Definitionen bekannt ; wir folgen in unseren Uberlegungen 
einem Vorschlag von SERRE. 

Sieht man die Theorie der analytischen Mengen in allgemeinen komplexen 
Raumen als eine mégliche Verallgemeinerung einer speziellen algebraischen 
Geometrie, naimlich der Theorie der analytischen Mengen in mehrfach-pro- 
jektiven Raumen iiber dem K6rper C an, so steht zu erwarten, daB eine sinn- 
gemaBe Ubertragung der Eliminationstheorie auf die Funktionentheorie von 
mehreren Veranderlichen das Studium der analytischen Mengen in mancherlei 
Hinsicht erleichtern wird. Vor allem darf man dies fiir analytische Mengen 
in kompakten komplexen Réumen vermuten, da die aus der Funktionen- 
theorie einer Verinderlichen bekannte starke Bindung, die zwischen den Be- 
griffen ,,kompakt“ und ,,algebraisch‘‘ besteht, auch bei mehreren Verander- 
lichen vorhanden ist, wie z. B. ein Satz von CHow lehrt, der aussagt, daB 
analytische Mengen in (kompakten) mehrfach-projektiven komplexen Réumen 
algebraische Mengen sind. 

3. Der Versuch einer direkten Ubertragung der Eliminationstheorie, indem 
man die Polynome durch meromorphe Funktionen ersetzt, ist aber aus einem 
unmittelbar ersichtlichen Grunde nicht mdéglich : die Existenzgebiete von mero- 
morphen Funktionen sind namlich im allgemeinen komplexe Raume, in denen 
keine globalen Koordinaten existieren (in gewissen Punkten des Raumes sind 
nicht einmal lokale Koordinaten im strengen Sinne vorhanden); daher kann 
man zunichst iiberhaupt keine Verinderlichen eliminicren'). Man sieht aber 
sofort, wie das Problem anzugreifen ist, wenn man dem Hauptsatz der Eli- 
minationstheorie eine andere Fassung gibt. Zu dem Zwecke fiihren wir den 
Begriff der Projektion ein: es seien X, Y irgend zwei Mengen, es sei A eine 
Teilmenge des Produktes X x Y. Die Abbildung, die dem Punkt (x, y) € A 
den Punkt z ¢ X zuordnet, heiBt die Projektion von A in X; analog wird die 
Projektion von A in Y definiert. Die Bildmengen heiBen die Projektians- 
mengen oder, wenn Mifverstindnisse ausgeschlossen sind, wieder die Pro- 
jektion von A in X bzw. in Y. Nunmehr kann der Hauptsatz der Eliminations- 
theorie, wie man sofort iiberlegt, auch so formuliert werden (wir beschriinken 
uns auf den Korper C als Grundkérper): 

Im Raume C* von n komplexen Veriinderlichen sei eine algebraische Menge A 
gegeben. Die Gesamtheit der 1-dimensionalen analytischen Ebenen E durch den 
Nullpunkt des C" bildet einen (n — 1)-dimensionalen komplex-projektiven Raum 
P-1_ Es gibt eine héchstens_(n — 2)-dimensionale algebraische Menge B im 
P*-!, derart, daB fiir jede Ebene E ¢ B gilt: ist C"= C"-' x E irgendeine kar- 
tesische Zerlegung des C" mit der einen festen Komponente E, so ist die Pro- 
jektion von A in den C"-' eine algebraische Menge im C"-!. 





1) Fir Potenzreihen in n komplexen Veranderlichen hat bereits W. Rickert die Eli- 
minationstheorie behandelt. W. Riickert: Zum Eliminationsproblem der Potenzreihen- 
ideale; Math. Ann. 107, 259—281 (1933). 
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Ist in einem mehrfach-projektiven Raum P™ x--+ x P™ eine algebraische 
Menge A gegeben, so ist die Projektion von A in jeden der Riume P™ eine al- 
gebraische Menge in P"* 2), 

4. Geht man von der soeben gegebenen Fassung des Hauptsatzes der 
klassischen Eliminationstheorie aus, so ist klar, wie ein Analogon zum Eli- 
minationsproblem in der Funktionentheorie mehrerer komplexer Verander- 
lichen formuliert werden kann. Man kann sich folgende Frage vorlegen: 

Im kartesischen Produkt X x Y zweier komplexer Riume X, Y sei eine 
analytische Menge A gegeben. Unter welchen Voraussetzungen iiber X, Y 
oder A sind die Projektionen von A in X bzw. Y analytische Mengen in X 
bzw. Y? 

Diese Frage ist das Hauptproblem der vorliegenden Arbeit. Wir geben 
eine allgemeine Bedingung dafiir an, daB die Projektionen analytische Mengen 
sind. Wir beweisen u. a. folgenden Satz (hinsichtlich der genauen Fassung 
vgl. § 7, Satz 18): 

Es sei A eine analytische Menge im kartesischen Produkt X x Y zweier 
komplexer Riume X, Y. Es sei X’ eine relativ-kompakt in X liegende Menge, 
derart, dap gilt: A = Ar\(X'x Y). Dann ist die Projektion von A in Y eine 
analytische Menge in Y. 

Diese Bedingung ist sicher erfillt, wenn die Menge A kompakt ist. Weiter 
ist sie erfillt, wenn der Raum X kompakt ist. Insbesondere,gilt also: 

Ist A eine analytische Menge im kartesischen Produkt X x Y zweier kom- 
pakter komplexer Ritume X, Y, so sind die Projektionen von A in X und in Y 
analytische Mengen in X urd in Y. 

Ist im letzten Satz Y ein mehrfach-projektiver Raum, so ist die Pro- 
jektion von A in Y sogar eine algebraische Menge, wie unmittelbar aus dem in 
2. angegebenen Satz von Cuow folgt. 

5. Der Projektionssatz gestattet mannigfache Anwendungen. Es lassen 
sich z. B. mit seiner Hilfe grundlegende Sitze iiber die Beschaffenheit der 
Bildmengen komplexer Raéume unter holomorphen und meromorphen Ab- 
bildungen gewinnen. Insbesondere ergibt sich als unmittelbare Folgerung der 
von CHow angekiindigte Satz, daB der Koérper der auf einem n-dimensio- 
nalen, kompakten komplexen Raum meromorphen Funktionen stets eine 
endliche algebraische Erweiterung eines Kérpers in héchstens n Unbestimmten 
iiber dem Kérper der komplexen Zahlen ist. — Dariiber soll in einer weiteren 
Arbeit berichtet werden®). 

6. Der Beweis des oben ausgesprochenen Projektionssatzes bereitet groBere 
Schwierigkeiten. Die diesbeziiglichen Uberlegungen machen wesentlichen 


*, Aus diesem letzten Satz folgt insbesondere, daB bei beliebiger Wahl einer ein- 
dimensionalen analytischen Ebene fiir jede kartesische Zerlegung C" = C"-'x E gilt: 
Die abgeschlossene Hiille der Projektion einer im C” algebraischen Menge in den C® ? ist 
eine algebraische Menge im C"-!. Die Projektion einer im C" algebraischen Menge in den 
C®-1 ist also genau dann eine algebraische Menge im C"-', wenn sie abgeschlossen im C"~' 
ist. 


3) Weiteré Anwendungen des Projektionssatzes finden sich in: H. GravErt u. R. 
RemMERT, Zur Theorie der Modifikationen. I. Math. Ann. 129, 274—296 (1955). 
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Gebrauch von einem von K. Srern und dem Verfasser friiher bewiesenen Satz 
tiber die Verteilung der Singularititen einer analytischen Menge; sie finden 
sich in den §§ 6, 7. In § 6 wird zuniichst der Fall einer nirgends entarteten 
Projektion behandelt, worauf dann in § 7 der Allgemeinfall zuriickgefiihrt wird. 

Die Vorbereitungen fiir den Beweis des Projektionssatzes werden in den 
ersten fiinf Paragraphen getroffen. Es sei jedoch betont, daB bei der Ab- 
fassung derselben nicht stets der Gedanke mafgebend war, nur solche Aus- 
sagen aufzunehmen, die spiter fir den Beweis des Projektionssatzes bendtigt 
werden. 

In §1 sind grundlegende Sitze iiber analytische Mengen zusammen- 
gestellt. Der Begriff des uniformisierbaren Punktes einer analytischen Menge 
wird abweichend von der geliufigen Definition eingefiihrt. Auf die Durch- 
fiihrung von Beweisen haben wir in § 1 verzichtet; dieselben lassen sich aus 
der Darstellung der Theorie der anatytischen Mengen. wie sie in den §§ 1, 2 
der Arbeit [3] gegeben wurde, entnehmen. 

In § 2 beweisen wir einige fiir unsere Uberlegungen wichtige, z. T. hin- 
sénglich bekannte Eigenschaften von holomorphen Funktionen auf analyti- 
schen Mengen. In §3 definieren wir holomorphe Abbildungen von analyti- 
schen Mengen ineinander; wir beschriinken uns im wesentlichen auf die 
Wiedergabe der Resultate. 

Die Definition des komplexen Raumes wird in § 4 gegeben; dort wird ferner 
ein bekannter Satz iiber die Fortsetzbarkeit von analytischen Mengen auf 
analytische Mengen in komplexen Raéumen iibertragen. Ein fiir den Beweis 
des Projektionssatzes wesentlicher Satz tiber den Rang eines Systems von 
endlich vielen auf einem komplexen Raum holomorphen Funktionen findet 
sich in § 5. 

Es sei mir gestattet, an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. K. Stern fiir wertvolle 
Anregungen meinen herzlichen Dank auszusprechen. 


§ 1. Lokale und globale Eigenschaften analytischer Mengen 


0. In diesem Paragraphen sind ohne Beweise die wichtigsten Satze tiber 
analytische Mengen zusammengestellt, die in dieser Arbeit benétigt werden. 
Eine Teilmenge M des n-dimensionalen komplexen Zahlenraumes C* heibt 
bekanntlich eine analytische Menge in einem Punkte z ¢ C", wenn es eine Um- 
gebung U (z) und endlich viele in U (z) holomorphe Funktionen /f,, . . ., /, gibt, 
derart, daB Mvr\U(z) das simultane Nullstellengebilde der Funktionen 
hi, ..+5f, ist; eine Teilmenge M eines Gebietes GC O" heiBt eine analytische 
Menge in G, wenn M in jedem Punkte z ¢ G eine analytische Menge ist. Die 
sich an die Definition der analytischen Menge unmittelbar anschlieBenden 
Begriffe wie ,,reduzibel“, ,,irreduzibel'’, ,,Dimension in einem Punkt’’, ,,ge- 
wohnlicher Punkt‘ usw. werden als bekannt vorausgesetzt (vgl: hierzu etwa 
[3}). 

Analytische Mengen, wie sie in diesem Paragraphen vorkommen, sind 
stets als analytische Mengen in einem Gebiete G des C" zu verstehen; in un- 
seren Betrachtungen geben wir daher nicht immer das Gebiet G mit an. 
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1. Von grundlegender Bedeutung fiir die lokale Theorie analytischer 
Mengen ist der 
Einbettungssatz: Es sei M eine analytische Menge, die den Nullpunkt O des 
C™ enthilt. Die Koordinaten z,,...,2, seien so beschaffen, daB die (n —d)- 
dimensionale analytische Ebene {z,= - - - = zq= 0} in einer Umgebung von O nur 
den Punkt O mit M gemeinsam hat (1 < d< n). Dann gibt es eine Umgebungsbasis 
{S} des .Punktes O mit Polyzylindern 8S: {\z| <1, ...,|2,|<,} und eine 
jeweils in S analytische Menge M' (Hinbettungsmenge von M in S) mit fol- 
genden Eigenschajten : 
a) M’ gestattet in S die Darstellung 
ky-1 
4 (253 2). - «> %q) = 2° + SAL x(a, ey @g)'te=O0 (6=d+1,...,0) 
x= 0 


O,(%.---.%4)=9 (9 =1,...,7). 

Dabei sind die Funktionen Af) (2, « +) 2g) (4% = 0,...,&s—1;b6=d 1....,n) 
und 0,(%,-..-,%4) (0@=1,...,17) stmtlich im Polyzylinder S*: {\z,| <1, ..., 
!24| < rg} holomorph, und es gilt stets: Ay? ,. (0, .., 0) = 0, o,(0,...,0) = 0. 
Die Pseudopolynome w,(zs; 2, - + -,%q) besitzen im Nullpunkt keine mehrfachen 
Faktoren; alle Wurzeln z5(z,, . ..,%q) von w= 0 liegen fiir (z,,...,z4)€ S¢ in 
{|26| < r}- 

b) M ist in jedem Polyzylinder S eine analytische Menge, und es gilt je- 
weils: MSc M’. 

c) Zu jedem Lésungs-d-Tupel (z;, . . ., 2) « S* des Gleichungssystems 

0; (2; . . -. Zg) = 0... ., O-(%, . . -» Sg) = O 


gehért wenigstens ein Punkt (2,, . . .,Z,)€ MOS mit Z,= 2}, .. ., Zg= 2%. 

Aus diesem Einbettungssatz ergibt sich sofort ein fiir spitere Betrachtungen 
wichtiger 

Projektionssatz: Es sei M eine analytische Menge; es gelte Oc M. Die 
(n—d)-dimensionale analytische Ebene {z,= 0, . . .,2,= 0} habe in der Niihe von 
O nur den PunktO mit M gemeinsam. Dann gibt es eine Umgebungsbasis { S} von 
O mit Polyzylindern S : {|\z,| <1,, .. ., |Zn| < ,} derart, daB M in S und die Pro- 
jektion von M in den d-dimensionalen Polyzylinder S# : {\z,| < rj, ..., |Z] < ra} 
jeweils eine analytische Menge ist. 

Dabei sollen alle diejenigen Punkte (z}, ..., z;) ¢ S* zur Projektion von M 
in S* gehéren, tiber denen Punkte von M/S liegen. Man sagt, ein Punkt 
(2, . . -, Z,) liegt tiber dem Punkt (zj, . . ., zz), wenn gilt 2,= 21, . . ., Zg= 23. 

2. Der Einbettungssatz laBt sich wesentlich verschaérfen, wenn man iiber 
die Menge M weitere Voraussetzungen macht. So gilt zunichst: 

Ist M im Punkte 0 ¢€ C* eine d-dimensionale analytische Menge, so ver- 
schwinden jeweils ¢ ie Zusatzfunktionen o,, . . ., ¢, identisch. 

Dariiber hinaus gilt, falls M in der Umgebung von O € C" rein d-dimensional 
ist: 

d) Ist z irgendein Punkt von M 7\ 8S, der nicht iiber der Vereinigung D der 
Diskriminantenjliichen der Pseudopolynome w 4... ., 0, im Polyzylinder S* 
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liegt, so gibt es eine Polyzylinderumgebung S(@)cs S, derart, daB gilt: M r\ 8(@) 
= M'n 8 (2). Zwei verschiedene Punkte von M r\ 8(2) liegen nie iiber demselben 
Punkt von S*. 

e) Me\S zerfillt jeweils in endlich viele in S irreduzible analytische Mengen, 
die auch in O € C® irreduzibel sind. Jede irreduzible Komponente von M7\ 8 
in S ist eine irreduzible Komponente von M’' in 8. 

f) Ist M* eine irreduzible Komponente von M r\ 8 in S, so liegt iiber jedem 
Punkt von S* mindestens ein Punkt von M*. 

Die Polyzylinder S mit den zugehérigen Koordinaten z,, . . ., z,, fiir welche 
beziiglich M die Eigenschaften a)—f) erfiillt sind, nennen wir ausgezeichnete 
Koordinatensysteme in O beziiglich M ; wir schreiben (S; z,, . . ., 2). 

3. Die Eigenschaften d), e) und f) besagen insbesondere, daB die Menge 
M/S jeweils eine Uberlagerung von S* ist. Diese Uberlagerung ist endlich- 
blattrig und héchstens tiber den Punkten von Dc S* verzweigt, d.h. die 
natiirliche Abbildung ® von M7 S auf S* ist auBerhalb D lokal-topologisch. 
Es gilt nun: 

Ist M eine in der Umgebung O € C" rein d-dimensionale analytische Menge, 
so lassen sich die ausgezeichneten Koordinatensysteme (S; 2,,...,2,) in O be- 
ziiglich M so wiihlen, dab M -\ S— ®-(D) jeweils eine unbegrenzte Uberlagerung 
von S¢ — D ist. Ist M in einer Umgebung von O irreduzibel, so kann man weiter 
erreichen, daB M r\ S— ©-*(D) zusammenhéngend ist. 

4. Die Aussagen dieses Abschnittes sind im wesentlichen direkte Folge- 
rungen aus dem Einbettungssatz und seinen Zusitzen. So gewinnt man etwa: 

Ist M eine in O€ C" irreduzible, d-dimensionale analytische Menge, so gibt 
es eine Umgebungsbasis {U} des Punktes O, derart, daB M -\ U jeweils irreduzibel 
und rein d-dimensional in U ist. 

Es sei angemerkt, daB man jedoch aus der Irreduzibilitét von M in einem 
Punkte z ¢ M im allgemeinen nicht auf die Irreduzibilitaét von M in allen in 
der Niihe von z liegenden Punkten von M schlieBen kann. Man kann hierfiir 
einfache Beispiele im C", n = 3, angeben. 

Uber die Lage der nichtgewohnlichen Punkte einer analytischen Menge M 
in M macht der folgende Satz eine Aussage: 

Ist M eine rein d-dimensionale analytische Menge, so gibt es zu jedem Punkt 
z € M eine Umgebung U und eine in U analytische, hichstens (d — 1)-dimensionale 
Menge M, die alle nichtgewohnlichen Punkte von M -\ U enthiilt. 

Dariiber hinaus gilt, daB die nichtgewéhnlichen Punkte von M selbst eine 
analytische Menge bilden ‘*) ; diese Aussage wird in dieser Arbeit jedoch nirgends 
benutzt. 

5. Fir analytische Mengen gilt ein ,,Identitétssatz. 

Es seien M, M' analytische Mengen in einem Gebiet GCC", M sei irreduzibel 
in G. Gibt es dann einen Punkt z ¢ M’, derart, dap eine irreduzible Komponente 
von M in z in einer irreduziblen Komponente von M’' in z enthalten ist bzw. mit 
einer solchen Komponente iibereinstimmt, so ist M in M' enthalten bzw. M stimmt 
mit einer der in G irreduziblen Komponenten von M’ iiberein. 

*) Vgl. hierzu etwa [1], Exp. IX. 

Math. Ann. 130 
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Hieraus folgt sofort das sog. 

Rirrsche Lemma: Es seien M, M’' analytische Mengen in einem Gebiete 
GCC"; keine der in G irreduziblen Komponenten von M’ sei in M enthalten. 
Dann ist jeder Punkt von Mr\ M' Héufungspunkt von Punkten von M’, die 
nicht zu M gehéren®). 

Weiter ergibt sich: 

Sind M, M' rein d-dimensionale analytische Mengen in einem CGebiete 
GCC" und gilt M’c M, so stimmt M’' mit gewissen der in G irreduziblen Kom- 
ponenten von M iiberein. 

6. Uber die Dimension des Durchschnitts zweier analytischer Mengen be- 
nétigen wir folgenden Satz: 

Ist M eine in einem Gebiet GCC" irreduzible d-dimensionale analytische 
Menge und ist M’ eine analytische Menge in G, in der M nicht enthalten ist, 
so ist Mr\ M’ eine héchstens (d — 1)-dimensionale analytische Menge in G. Ist 
M’ rein (n— 1)-dimensional, so ist Mr\ M’ entweder leer oder rein (d — 1)- 
dimensional. 

Ferner werden wir benutzen: 

‘Ist M eine nicht rein nulldimensionale analytische Menge in einem beschriinkten 
Gebiete GCC", so gibt es einen Randpunkt von G, der Héiufungspunkt von M ist. 

7. Die nichtgew6hnlichen Punkte einer analytischen Menge lassen sich weiter 
klassifizieren, wenn man deh Begriff des uniformisierbaren Punktes einfiihrt. 

Es sei z ein Punkt einer im Raum der Veriinderlichen z,, . . ., z, liegenden 
analytischen Menge M ; wir nehmen zunichst an, daB M im Punkte z irreduzibel 
ist. Der Punkt z heiBt ein uniformisierbarer Punkt von M, wenn es eine Um- 
gebung U von z und eine topologische Abbildung g von U7 M auf ein 
Gebiet G eines ¢,, . . .,¢,-Raumes gibt, derart, daB y-* durch n in G holomorphe 
Funktionen z,= u,(¢,, . . .,t,) beschrielx:: wird. Die Verinderlichen ¢,, . . ., t, 
nennen wir in Verbindung mit der Abbilung py ein System von Ortsuniformi- 
sierenden von M in z. Offensichtlich ist d die Dimension von M in z. Man 
sieht, daB jeder gew6hnliche Punkt einer analytischen Menge M ein uniformi- 
sierbarer Punkt von M ist. 

Sind zwei Systeme 1,,...,¢, und ¢;,...,¢ von Ortsuniformisierenden im 
Punkte z € M gegeben, so tiberlegt man, daB die eineindeutige Beziehung, die 
zwischen den Tupeln (tj, ...,¢;)¢€@’ und (¢,,...,4, © vermége der Ab- 
bildung g-q’-! geliefert wird, durch d in G@ /vlvmorphe Funktionen 
ts= fg(ti, .--, 4), 6=1,...,d, mit. nicht verschwindender Funktionaldeter- 
minante beschrieben wird. 

Wir lassen nun die Voraussetzung fallen, daB M in z irreduzibel ist. Ist 
z ein uniformisierbarer Punkt einer jeden der in z irreduziblen Komponenten 
von M, so soll z auch noch ein uniformisierbarer Punkt von M heiBen. 

Ein Punkt z ¢ M kann also auch dann ein uniformisierbary | unkt von M 
sein, wenn M in z reduzibel ist. Die obig' Definition wird gerec!:i ‘ertigt durch 
folgenden einfach zu beweisenden Satz: 


5) Vgl. auch: H. Hermes, Analytische Mannigfaltigkeiten in Riema hen Bereichen, 
Math. Ann. 120, 539—562 (1947/49), S. 546. 
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Ist die analytische Menge M in einer Umgebung des Punktes z¢ M rein 
d-dimensional, so gibt es eine Umgebung U(z) und eine in U(z) analytische, 
héchstens (d — 2)-dimensionale Menge M*, die alle nichtuniformisierbaren 
Punkte von M r\ U (z) enthiilt. 

Wiirden wir die Irreduzibilitat von M in z als wesentliche Voraussetzung 
fiir die Uniformisierbarkeit von M in z gemacht haben, so wire dieser Satz 
falsch. Der Grund dafiir ist, daB eine in z irreduzible analytische Menge in 
beliebiger Nahe von z Punkte besitzen kann, in denen M reduzibel ist. 

Die nichtuniformisierbaren Punkte einer analytischen Menge bilden selbst 
wieder eine analytische Menge*). Dieser Satz ist jedoch tiefliegend und wird 
in dieser Arbeit nirgends benutzt. 


§ 2. Holomorphe Funktionen auf analytischen Mengen 

1. Eine komplex-wertige Funktion f, die auf einer analytischen Menge M 
definiert ist, heiBt eine holomorphe Funktion auf M, wenn f in jedem Punkt 
von M stetig und in jedem uniformisierbaren Punkt von M holomorph ist. 

Dabei heiBt f in einem uniformisierbaren Punkt z ¢ M holomorph, wenn / 
auf jeder der in z irreduziblen Komponenten M, von M eine holomorphe 
Funktion ist in bezug auf ein System von Ortsuniformisierenden von M, in z, 
d. h. wenn f - gy! eine holomorphe Funktion in den ¢,, . . ., §g ist (g bezeichnet 
die zu den ¢,,...,t4 gehdrende topologische Abbildung, vgl. 1.7.).— Ist 
holomorph in z¢€ M, in bezug auf ein System von Ortsuniformisierenden 
von M, in z, so auch in bezug auf jedes andere System von Ortsuniformi- 
sierenden dieses Punktes. 

Wir beweisen zunachst eine naheliegende Verallgemeinerung eines be- 
kannten Satzes von Riemann iiber hebbare Unstetigkeiten holomorpher 
Funktionen. 

Satz 1: Es sei f eine stetige Funktion auf einer analytischen Menge M. Zu 
jedem Punkte z ¢ M gebe es eine Umgebung U (z) und eine in U (z) analytische, 
in M 7\ U(z) enthaltene Menge 'M mit d,('M) < d,(M)—1, derart, daB f in 
U (z) \M —'M holomorph ist. Dann ist f auf M selbst holomorph’). 

Beweis: Sei 2 ein uniformisierbarer Punkt von M (nur fiir solche Punkte 
ist etwas zu beweisen); man kann sich auf den Fall beschrinken, daB M irre- 
duzibel in 2 ist. Wahlt man die dem Punkt 2‘ auf Grund des Satzes zu- 
geordnete Umgebung U geniigend klein, so wird M in U durch Gleichungen 
g,= 0,...,g9,= 0 mit in U holomorphen Funktionen g,(¢ = 1, . . ., #) dar- 
gestellt. Wegen der Voraussetzung d (MM )s d 9 (M )—1 kann man (evtl. 
ist U noch zu verkleinern) eine in U holomorphe Funktion A finden, die auf 
Mvc\U nicht identisch verschwindet, derart, daB ‘M 7-\ U enthalten ist in der 


in U durch die Gleichungen g,= +--+ = g,= 4 =0 definierten analytischen 
Menge. Sind daher ¢,,...,¢, Ortsuniformisierende von M in 2, so gilt 
h(t, . . -» tg) #0. 


*) Dieser Satz wurde von K. Oxa und H.Cartan bewiesen; siehe K. Oka: Sur les 
Fonctions Analytiques de Plusieurs Variables VIII. Lemme Fondamental, J. Math. Soc. 
of Japan 3, 204—214 (1951); sowie [1], Exp. X u. XI. 

7) Mit dM) werde die Dimension von M im Punkte z ¢ M bezeichnet. 


28* 
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Wir betrachten nun f/f als Funktion der ¢,,...,¢, zunachst in den 
Punkten (t;, . . ., ¢)), fiir die gilt: A(t}, . . ., (7) + 0. Fir die zugehérigen Punkte z’ 
auf M gilt stets z’¢ U -\M —'M; mithin ist / laut Voraussetzung holomorph 
in jedem solchen Punkt (¢}, . . ., #7). Da f in den auf h = 0 gelegenen Punkten 
noch stetig ist, so folyt aus dem bekannten Riemannschen Satz iiber hebbare 
Unstetigkeiten, daB f(t,, ...,¢4) auch auf h = 0 und mithin in dent, .. ., t, 
schlechthin holomorph ist, w.z.b.w. 

Aus Satz 1 folgt wegen 1.4. sofort: 

Satz 2: Ist f eine stetige Funktion auf einer analytischen Menge M, die in 
jedem gewohnlichen Punkt von M holomorph ist, so ist f auf M selbst holomorph. 

Die holomorphen Funktionen auf analytischen Mengen stehen in enger 
Beziehung zu den ganz-algebroiden Funktionen. Es gilt namlich: 

Satz 3: In einer Umgebung des NullpunktesO <C" sei M eine irreduzible d-dimen- 
sionale analytische Menge. Es sei (S;2,,.. .,Z,) — wo S: {|z,| << 1ry,..., len! <p 
— ein ausgezeichnetes Koordinatensystem in O beziiglich M. Eine auf MN 
stetige Funktion f ist genau dann holomorph auf Mr\ 8S, wenn f im d-dimen- 


sionalen Polyzylinder S*: {\z,|<1,, ..., |Zq| << rg} ganz-algebroid ist, d. h. 
wenn f Nullstelle eines in S* irreduziblen Pseudopolynoms der Form 
uP + 6, (2, «+ Zq) We 1+ +++ + €,(z,..., 24) mit in S* holomorphen Koeffizi- 
enten C,,...,C, tt. 


Der Beweis ist einfach. Die Menge M kann nach 1.3. als eine Uberlagerung 
von S? aufgefaBt werden; simtliche Verzweigungspunkte von M liegen iiber 


einer in S¢ analytischen Menge D(D + S*). Ist z’= (z;,. . .,z,)€ M kein Ver- 
zweigungspunkt, so sind die auf die Nahe von 2j, . . ., z beschrinkten Koordi- 
ndten z,,...,2, Ortsuniformisierende von M in der Umgebung von z’. Ist 


daher f holomorph auf , so ist f in der Umgebung eines jeden solchen Punktes 
z’ eine holomorphe Funktion in den 2, . . ., zz. Dieselbe ist in S*— D unein- 
geschrinkt holomorph fortsetzbar; sie bleibt dabei zwar i.a. nicht eindeutig, 
stellt jedoch noch stets die Funktion f in den zugehérigen Punkten von M dar. 
Auf diese Weise gelangt man zu den Funktionswerten von f in saimtlichen 
Punkten von M - S—@-1(D) (®sei die Projektion von M auf 8), da nach 1.3. 
die Uberlagerung auBerhalb D unbegrenzt und zusammenhingend ist. Sei nun 
diese Uberlagerung s-blattrig und seien etwa w,(z;, . . ., 24). . . -, Ws(2, - - - Za) 
die Funktionswerte von f tiber dem Punkt (z,,...,z,) « S¢-—- D. Dann sind 
die clementarsymmetrischen Funktionen 


Cg (qs « = 05 Bg) = Wy (%, . . -» Bg). - -* WelB,-- 4%) t:°? (o=wl,..., 8) 


uneingeschrankt holomorph in S¢— D fortsetzbar; sie bleiben dabei, wie un- 
mittelbar aus dem vorstehenden folgt, eindeutig. Da f stetig ist, sind die 
€,(2,, . . ., Zg) stetig in die Punkte von D fortsetzbar. Mithin ist jedes c, eine 
eindeutige holomorphe Funktion in S¢. Das Pseudopolynom 


QQ (w; 24, . . +» Sg) = W + Cy (Z), . . «, Sg) W234 °° + + Oy (z, .. -, Sg) 


wird nun durch w = / identisch annulliert. Ist 2 irreduzibel in S¢, so sind wir 
bereits am Ziele. Andernfalls sei 2 = Q,-...-2, die Primelementzerlegung 
von 2 in S*. Ist etwa Q, ein Faktor, der von der Funktion / annulliert wird, 








| 
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wenn man / auf die Umgebung irgendeines Punktes von M/\S, der nicht 
iiber D liegt, beschrankt, so annullieren auch alle holomorphen Fortsetzungen 
dieses Funktionselementes auf M - S den Faktor 2,. Daraus folgt aber (nach 
Konstruktion von 2), daB 2 eine Potenz von Q, sein mu8. Damit ist ins- 
besondere der erste Teil des Satzes bewiesen. 

Es sei nun / ganz-algebrcid in S*. Ist z ¢ M -\ S'irgendein Punkt, der nicht 
Verzweigungspunkt ist, so folgt wegen der Stetigkeit von / auf M -\ S aus einem 
bekannten Satze iiber die Wurzeln von Pseudopolynomen, daB / in der Um- 
gebung von z € M/S holomorph in den Ortsuniformisierenden z,, . . ., zq ist. 
Daher ist f in allen Punkten von M ‘4 S, die nicht iiber D liegen, holomorph. 
Dann ist aber, da f stetig auf M - S ist und die Verzweigungspunktmenge von 
M -\S in der héchstens (d— 1)-dimensionalen in S analytischen Menge ®-1(D) 
a ist, nach Satz 1 die Funktion f auf M7 S selbst holomorph. 

2. Ist f eine Funktion, deren Argumentbereich irgendeine Menge A ist, 
so versteht man unter der Beschriinkung von f auf eine Teilmenge A von A 
diejenige auf A definierte Funktion i. fiir die gilt: f(a) = f(a) fiir jedes a € in 
Es gilt 

Satz 4: Ist f eine holomorphe Funktion auf einer analytischen Menge M 
und ist M eine in M enthaltene analytische Menge, so ist die Beschriinkung j von f 
auf M eine holomorphe Funktion auf M. 


Anmerkung: Dieser Satz ist nicht trivial, denn M kann evtl. aus lauter 
nichtuniformisierbaren Punkten von M bestehen. Dann wei man zuniichst 
nur, daB j stetig auf M ist. 

Beweis: Wegen Satz 2 geniigt es zu zeigen, daB j in allen gewéhnlichen 
Punkten von M holomorph ist. Sei 2 ¢€ M ein solcher Punkt; ; Sei (53m, .- te 
ein ausgezeichnetes Koordinatensystem in 2‘) beziiglich M, so daB i n8 
durch die Gleichungen z,,,=--* = 2Z,=0 dargestellt wird. Man darf an- 
nehmen, daB M in 2 irreduzibel ist; dann ist M — falls S hinreichend klein 
gewahlt ist — eine rein d-dimensionale in 8 irreduzible analytische Menge. 
Nur der Fall / < d—1 ist interessant. Wir zeigen zunichst, da&8 man den 
Beweis des Satzes auf den Fall 1 = d— 1 zuriickfiihren kann. Zu dem Zwecke 
betrachten wir die in S analytischen Mengen 

M,= MOAS/N {2,-,= °° * = Z,= 0} (A=0,...,n—1—1). 
Es gilt offenbar: M™\S>M,>M,>d--:>My1-1= MOS. 

Ist 1 < d— 1, so gibt es einen kleinsten Index A, mit 0 s A, < n--1— 1, so 
daB die Menge MS die Menge M,, echt umfaBt. Daraus folgt aber, im 
wesentlichen auf Grund von 1.6., wie man leicht iiberlegt, daB M,, eine rein 
(d — 1)-dimensionale analytische Menge in S ist. Es gibt eine in S irreduzible 
a ol von M,, — wir bezeichnen sie mit M¢~! — die M7 S umfaBt. 
Gilt d— 2 =I, so brechen wir das Verfahren ab; gilt jedoch 1 < d—2, so 
1aBt sich i in analoger Weise eine in S irreduzible analytische (d 2)-dimen- 
sionale Menge M¢-? finden, die in M4-! enthalten ist und M/\S umfaBt. 
Man kann mithin in S irreduzible analytische (d — 6)-dimensionale Mengen 
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M*-* finden (6 = 1,...,d—1— 1), so daB gilt: M7 S> M4-!> M4-25---> 
SMD MAS. 

Ist nun die Beschrankung /* von f auf M¢-! holomorph und die Beschrin- 
kung von /* auf M¢-? ebenfalls usw., so folgt, daB auch die Beschrankung / 
von f auf MOS holomorph ist. 

Nun zum eigentlichen Beweis! Es sei /=d—1. Wir wiahlen in 2 
beziiglich M ein ausgezeichnetes Koordinatensystem (7'; u,,..., u,), derart, daB 
Mc\T nur aus gewohnlichen Punkten besteht.Ist 74: {|u,| < 1,,.. ., |ug| << rg} 
der d-dimensionale Teilpolyzylinder von T beziiglich der ersten d Koordi- 
naten, so gibt es nach Satz 3 ein in TJ irreduzibles Pseudopolynom 
Q =w' + (Uy, .. ., Ug) w=! 4+ +++ + €,(Uy, ..., Us), Welches von f auf M annul- 
liert wird. 

Wir diirfen annehmen, daB MT in der Verzweigungsmenge von M -\ 7’ 
liegt, denn besitzt MaT Punkte, die gew6hnliche Punkte von M7 T sind. 
so ist ohne weiteres ersichtlich, daB die Beschrankung ; von f auf MOAT w- 
nachst in diesen Punkten und dann wegen Satz | in simtlichen Punkten von 
MoT holomorph ist. Die Menge MT sei demnach enthalten in der in 7 
durch die Gleichungen 

(us; Uy, ..-,Ug) = 0 (6=d+1,..., 2) 
D(u,; ...,Ug) = 0 
dargestellten analytischen Menge; dabei sind w, die die Einbettungsmenge 


von M/\T darstellenden Pseudopolynome, wikhrend D die Diskriminanten- 
fliche aller ws beschreibt. Wir kénnen annehmen (evtl. ist eine lineare Ko- 


ordinatentransformation in den w,,..., ug allein auszufiihren), daB D ein 
Pseudopolynom in u, ist. Alsdann wird die Menge M in der Nahe des Null- 
punktes von der Ebene {u,= --- = u,-,=,0} nur in isolierten Punkten ge- 


schnitten; da M ‘\T nur aus gewohnlichen Punkten besteht, kann M AT 
also durch holomorphe Gleichungen der Form 


Us= Ja(Uy, - . -, Ug—y) (6=d,..., n) 
in der Umgebung von (0,..., 0) dargestellt werden. Wir kénnen 7 so klein 
gewihlt denken, daB diese Darstellung in ganz T gilt. Die Beschrinkung j 
von f auf MT annulliert nun in Té-: fiee,| < it; « - 5 \Ug—y| < ra-1} das 
Pseudopolynom Q=w + C, (Uy... -, Wg-y) 8-1 ++ +O, (Uy, . . ., Ug—1); dabei 
gilt : 

Gq (My, - « -5 Wg—3) = Cg(My, . . ., Mga, Jats... -. Bg-y)) (= 1,..., 8): 


die ¢, sind also in T¢-! holomorph. (Man kann voraussetzen, da8 gilt: 
Waly, - - -. Ug—4)| < ry fiir (uy, . . ., wg_,) € T4-"). Die Funktion j annulliert, da 
sie auf M4 7 stetig ist, auch einen der in 7'¢-! irreduziblen Faktoren von 2 
(derselbe ist sogar linear). Daraus folgt aber nach Satz 3, daB f holomorph 
auf M- T ist. 
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3. Nachdem wir auf analytischen Mengen den Begriff der holomorphen 
Funktion eingefiihrt haben, kénnen wir auch analytische Mengen in analyti- 
schen Mengen definieren. 

Eine Teilmenge N einer analytischen Menge M heiBt eine analytische Menge 
beziiglich M in einem Punkt x ¢€ M, wenn es eine Umgebung U von 2 auf M 
gibt und endlich viele in U holomorphe Funktionen 4,, . . ., g,, 30 daB NU 
genau aus den in U gelegenen gemeinsamen Nullstellen der Funktionen 
9:,---9, besteht. Eine Teilmenge N von M heiBt eine analytische Menge 
beziiglich M in M, wenn N in jedem Punkt 2¢ M eine analytische Menge 
heziiglich M ist. 

Sind M, N analytische Mengen in einem Gebiete des C" und gilt N c M, 
so ist N auch eine analytische Menge beziiglich M in M. 

Wir zeigen im folgenden, da8 man durch Betrachtung von analytischen 
Mengen in analytischen Mengen zu keinen ,,neuen“ analytischen Mengen ge- 
langt. Es gilt: 

Satz 5: Ist M eine rein d-dimensionale analytische Menge in einem Gebiet 
(f des C" und ist f eine auf M holomorphe nicht identisch verschwindende Funktion, 
so ist die Nullstellenmenge N von f entweder leer oder eine rein (d — 1)-dimen- 
sionale analytisché Menge in G. 

Beweis: Die Menge N ist abgeschlossen in G. Sei N nicht leer, sei 2 ¢ N 
ein beliebiger Punkt. Wir diirfen annehmen, da8 M in 2 irreduzibel ist. 
Daraus ergibt sich namlich der allgemeine Fall sofort, denn sind M,, .. ., M, 
die irreduziblen Komponenten von M in 2, sind h,,..., h, die Beschrin- 
kungen von h jeweils auf M,, . . ., Mj, und ist die Nullstellenmenge NV, von h, 
jeweils eine rein (d — 1)-dimensionale analytische Menge in 2 (bezogen auf 
2 als Punkt des C*), so ist auch N =U JN, als Vereinigung von endlich 
vielen in 2 € C* analytischen rein (d — 1)-dimensionalen Mengen eine analy- 
tische rein (d — 1)-dimensionale Menge in 2 € O*. 

Es sei nun (S; 2, . . ., Z,) ein ausgezeichnetes Koordinatensystem in 2 be- 
ziiglich M, es gilt: SCG. Nach Satz 3 annulliert f auf M7\S ein Pseudo- 
polynom w* + ¢,(z, .. ., 2g) W®~2+ +++ + ¢,(z%,.. -, 2g). Es gilt c,(z,,..., zg) #0, 
da nach Voraussetzung {+ 0. Die Funktion / verschwindet nun in einem 
Punkt (z}, . . ., z,) € MS héchstens dann, wenn gilt c,(zj, . . ., zz) = 0. Um- 
gekehrt liegt, da c,(zj, . . ., zz) das Produkt der Funktionswerte von / in den 
iiber (z}, . . ., zz) liegenden Punkten von M / S ist, iiber jeder Nullstelle von c, 
mindestens ein Punkt von M / S, in dem f{ verschwindet. 

Die Menge N /\ S ist mithin eine Teilmenge der in S analytischen Menge 

L= MASn {e,(z, . . -, 24) = 0}. 
Wir konstruieren nun eine Umgebung S von 2, die in S enthalten ist, 


derart, daB N -\ § mit gewissen der in S irreduziblen Komponenten von LS 
iibereinstimmt. Da L offensichtlich rein (d — 1)-dimensional in 8 ist, ist als- 
dann der Satz bewiesen. Fiir d= 1 ist der Satz trivial, wir setzen daher 
d > 1 voraus. 

Wir kénnen annehmen (evtl. ist eine lineare Koordinatentransformation 
in den z,...,2, allein auszufiihren), daB gilt: c,(0,...,0,2,) #0. Dann 
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schneidet die (n —d + 1)-dimensionale analytische Ebene {z, = +--+ = zg_,= 0} 
die Menge L in der Nahe von 2 nur in 2; es gibt daher einen in S enthal- 
tenen Polyzylinder 8: {|z| < a, ..., |zn| < @,}, derart, daB LA S§ eine Uber- 
lagerung des Polyzylinders S¢-": {|z,| < a,,..., |zg-,| < @g-,} ist. Samtliche 
Verzweigungspunkte von L/\ 8 liegen itiber einer leeren oder rein (d— 2)- 
dimensionalen, in S¢- analytischen Menge V. Es sei z = (2, .. ., Zn) CLAS 
ein Punkt, der nicht iiber V liegt und in dem f verschwindet. Wir wollen 
eine Umgebung S(2) konstruieren, derart, daB / auf L\ S(z) identisch ver- 
schwindet. Zu dem Zwecke betrachten wir -zunichst die Menge M in der 
Nihe von z. Da die Ebene {z, = 2,,. . ., 2g= 24} die Menge M in der Nahe von Z 
nur in z schneidet, so gibt es einen Polyzylinder S(z) : {\z,— 2,| < ,,..., 
l2n— Zm| < 6,}, derart, daB M -\ S(z) eine Uberlagerung von S#(2) : {|z,— z,| < 
< by, . . «5 |zg—Zal < bg} ist. 

Wir denken uns S(z) so klein gewihlt, daB jede in z irreduzible Kom- 
ponente von M in S(z) irreduzibel ist (das ist nach 1.4. méglich); ferner sei 
S(z) so beschaffen, daB zwei verschiedene Punkte von L -\ S(z) nie dieselben 
Z, - - -» Zg~y-Koordinaten haben; im iibrigen gelte S(z)C S. Die Funktion / 
annulliert -auf M 7\ S(z) wieder ein Pseudopolynom w+ d,(z,, . . ., zg) w’~? + 
+-++++4+d,(m,...,24), dabei gilt d, +0. Nun ist aus gleichen Griinden wie 
vorhin die Nullstellenmenge N 7\ S(Z) von f auf M 7) S(z) in der in S(z) analyti- 
schen Menge 

K = MA S8(z) 2A {d,(%, . . ., 24) = 0} 

enthalten, und zwar liegt iiber jeder Nullstelle von d, in S*(z) mindestens eine 
Nullstelle von / auf M7\ S(z). Da d,(z,, . . ., zg) das Produkt der Funktions- 
werte von f in den iiber (z,, . . .,z4) gelegenen Punkten von M 7) S(2) ist, so ist 
die Nullstellenmenge von d, in S(z) in der Nullstellenmenge von c, in S(z) 
enthalten. Das besagt aber, daB die Menge K in der Menge L /\ S(z) enthalten 
ist. Da L 7\ S(z) in S(z) irreduzibel ist (ZL -\ S(2) ist zusammenhingend und 
jeder Punkt ist gewéhnlicher Punkt!) und sowohl K als auch L- S(2) rein 
(d— 1)-dimensionale analytische Mengen sind, so stimmt also K nach -1.5. 
mit L\ S(z) iberein. Da nun iiber jedem d-Tupel aus S*(z), welches c, an- 
nulliert, genau ein Punkt von L /\ S(z) liegt und da weiter iiber jedem solchen 
d-Tupel eine Nullstelle von / auf M r\ S(z) liegt, so folgt, daB f auf L- S(z) 
identisch verschwindet. 

Sei nun L, diejenige irreduzible Komponente von L in S, die die Menge 
Lr\8(2) enthalt. Die Beschrinkung von h auf L, ist nach Satz 4 eine holo- 
morphe Funktion auf L,; da dieselbe auf L -\ S(z) identisch verschwindet, so 
auch notwendig auf L,; d. h. aber, daB h auf L, verschwindet. 

Nunmehr betrachten wir alle iiber einem beliebigen (d— 1)-Tupel 
(2, ---»2q-,) ¢ V liegenden Punkte, in denen / verschwindet. Jedem solchen Punkt 
kénnen wir nach dem soeben bewiesenen eine in § irreduzible Komponente 
von L zuordnen, .uf der f identisch verschwindet. Die Vereinigung L’ dieser 
Komponenten ist dann die genaue Nullstellenmenge von f auf M78. Ist 


namlich 2’ = (z}, . . ., 2,)€ Mn 8 irgendeine Nullstelle von / und steht z’¢ L’ 
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noch nicht fest, so diirfen wir (zj, . . .,2;.;) € V annehmen, da sonst z’ nach 
Konstruktion von L’ bereits zu L’ gehért. Da die Ebene {z, = 2}, . . ., zg= 24} 
die Menge M in der Nahe von z’ nur in z’ schneidet, so geniigt / nach Satz 3 
in einer geeigneten Polyzylinderumgebung S(z’) einer Pseudopolynom- 
gleichung /°+ €,(2,, .. ., 2g) f?-2+ +++ + e,(z,...,24) = 0. Uber jeder ge- 
niigend nahe bei (zj, .. ., zz) gelegenen Nullstelle von e, liegt eine Nullstelle 
von f auf Mr\ S(z’). Da V leer oder rein (d — 2)-dimensional und die Null- 
stellenmenge von ¢, rein (d — 1)-dimensional ist, gibt es eine gegen z’ kon- 
vergierende Folge 2‘*) von Nullstellen von f auf M /\ S(z’), derart, daB kein 2”) 
tiber V liegt. Daher gehéren alle 2”) zu L’; da L’ abgeschlossen ist, folgt 
z’€ L’. Mithin ist L’ die genaue Nullstellenmenge von f auf M1 8, so daB 
Satz 5 bewiesen ist. 

Aus Satz 5 folgt unmittelbar: 

Satz 6: Ist M eine analytische Menge in einem Gebiete G des CO" und ist N 
eine Teilmenge von M, die eine analytische Menge beziiglich M in, M ist, so 
ist N eine analytische Menge in G. 


§ 3. Holomorphe Abbildungen analytischer Mengen 

1. M, M’ seien wieder analytische Mengen in Gebieten eines Zahlen- 
raumes. Eine Abbildung ¢ einer analytischen Menge M in eine analytische 
Menge M’ (M’ liege im 2%, .. ., Z,-Raume) heiBt eine holomorphe Abbildung, 
wenn die die Abbildung beschreibenden Funktionen z,=/,(z) (x¢M; 
vy = 1,...,) holomorphe Funktionen auf M sind. 

Eine holomorphe Funktion auf einer analytischen Menge M ist also eine 
holomorphe Abbildung von M in die Zahlenebene C. 

Mankanneineaquivalente Definition geben, die nicht die Koordinaten im Bild- 
raum benutzt. Hs gilt nimlich, was hier nicht bewiesen werden soll (vg]. etwa [2]}): 

Eine Abbildung p einer analytischen Menge M in eine analytische Menge M’' 
ist genau dann eine holomorphe Abbildung, wenn q stetig ist und folgender Be- 
dingung geniigt: fiir jede in einer offenen Menge V von M’ Jjolomorphe Funk- 
tion f ist f+ p eine holomorphe Funktion in der in M offenen Menge y~'(V). 

2. Holomorphe Abbildungen haben zwei wichtige Eigenschaften : 

a) Ist @ eine holomorphe Abbildung einer analytischen Menge M in eine 
analytische Menge M’' und gy’ eine holomorphe Abbildung von M’ in eine ana- 
lytische Menge M"’, so ist y’ - p eine holomorphe Abbildung von M in M”. 

b) Ist @ eine eineindeutige holomorphe Abbildung einer analytischen Menge 
M auf eine analytische Menge M’, so ist die Umkehrabbildung g~' eine holo- 
morphe Abbildung von M’ auf M *). 

Aus b) folgt: 

Satz 7: Ist p eine eineindeutige holomorphe Abbildung einer analytischen 
Menge M auf eine analytische Menge M’, so gilt: 

1. Zerfallt die Menge M im _Punkte z¢ M in k irreduzible Komponenten, so 
zerfallt M’ im Punkte z' = y(z) ebenfalls in k irreduzible Komponenten (ist 
insbesondere M irreduzibel in z, so ist M' irreduzibel in z’). 

*) Hinsiehtlich der Beweise vgl. [2]. 
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2. Der Punkt z € M ist genau dann ein uniformisierbarer Punkt von M, wenn 
z'= o(z) ein uniformisierbarer Punkt von M’ ist 

3. Die Menge M ist in 2¢€ M genau dann d-dimensional, wenn M' in 2’ 
d-dimensional ist. 

Die Aussagen 1., 2. sind ohne weiteres ersichtlich; 3. kann wie folgt ein- 
gesehen werden: Man darf annehmen, da8 M und M’ irreduzibel im GroBen 
sind. Alsdann hat M in allen Punkten dieselbe Dimension, dasselbe gilt fiir M’. 
Daher geniigt es, einen Punkt z’¢ M’ anzugeben, derart, daB M’ inz’ d-dimen- 
sional ist. Wir wahlen z’¢ M’ so, daB z’ ein gewohnlicher Punkt von M’ und 
gy" (z') € M ein gewohnlicher Punkt von M ist.-Sei nun etwa d’ die Dimension 
von M’ inz’.Wir denken uns in der Umgebung von g~" (z’) bzw. z’ die Koordinaten 
Z, - - «» Z_ DZW. 21, . . ., Z, 80 gewahlt, daB M bzw. M’ in der Nahe dieser Punkte 
durch die Gleichungen 


Zee = °° ° = 2n=0 bew. 2741;=°'' = 2,=0 


beschrieben wird. Dann sind z,,...,2z, bzw. 2], .... 2, Ortsuniformisierende 
1 d 1 d 


von M bzw. M’ in g~'(z’) bzw. z’; die Abbildung g kann dementsprechend 
durch Gleichungen 


y = fy (Zq, - - +> Zagdo - « +» Zer= far (Zs - - -> Ze) 

mit in einer Umgebung des Punktes (0, . . ., 0) holomorphen Funktionen /; dar- 
gestellt werden. Da dieses Funktionensystem umkehrbar ist, folgt notwendig 
d = d' (vgl. hierzu etwa [3], S. 283). 

Aus Satz 4 ergibt sich direkt 

Satz 8: Ist q eine holomorphe Abbildung einer analytischen Menge M in 
eine analytische Menge M ’ und ist M eine in M enthaltene analytische Menge, 
so ist die Beschriinkung P von p auf M eine holomorphe Abbildung von M in M’. 


§ 4. Komplexe Riume 

1. Es ist im Hinblick auf die in dieser Arbeit zu besprechenden Projektions- 
sitze zweckmaBig, den Begriff des komplexen Raumes im Anschlu8 an J. P. 
Serre ({1], Exp. XX) einzufiihren. Dementsprechend definieren wir: 

Def. Unter einer komplez-analytischen Struktur auf einem Hausporrrschen 
Raum X wird folgendes verstanden: 

1. X ist mit einer Uberdeckung U von Karten (U;,w;) (j¢ J, J eine Index- 
menge) versehen. Dabei wird unter einer Karte (U, w) eine offene Menge UC X 
verstanden, die durch eine topologische Abbildung yw auf eine analytische Menge, 
die in einem Gebiete eines komplexen Zahlenraumes liegt, bezogen ist. 

2. Zwei Karten (U;, p,;) und (U;, y;) aus U sind holomorph vertriglich, d. h. 
U,7\ U; ist leer oder die topologische Abbildung y;- p> * : p(U;\ U;) > yO. 
(\ U;) ist eine holomorphe Abbildung ( Vertriglichkeitsbedingung ). 

3. Ist (U, w) irgendeine Karte, welche mit allen (U;, y,;) € U holomorph ver- 
traglich ist, so gilt: (U, p) € U (Volistindigkeitsbedingung ). 

Eine Uberdeckung U, die zunichst nur die Bedingungen 1. und 2. erfiillt, 
kann offenbar stets zu einer komplex-analytischen Struktur vervollstandigt 
werden. 
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Def. Ein Hausporrrscher Raum X mit einer fest vorgegebenen komplez- 
analytischen Struktur heiBt ein komplexer Raum*). 

Ein Punkt z eines komplexen Raumes X heiBt ein wniformisierbarer Punkt 
von X, wenn es eine Karte (U, y) € U gibt, derart, daB x¢ U und y(z) ein 
uniformisierbarer Punkt von y(U) ist.—Ist x ein uniformisierbarer Punkt von 
X, so ist auf Grund von Satz 7, 2. fiir jede Karte (U, y)¢ U mit 2¢ U der 
Punkt w(x) ein uniformisierbarer Punkt von p(U). 

Ein komplexer Raum X heiBt d-dimensional im Punkte x ¢ X, wenn es 
eine Karte (U, y) ¢U mit z¢€ U gibt, so daB die im Punkte y(z) analytische 
Menge y(U) in p(x) d-dimensional ist. — Ist (‘U, ‘w) € Ui mit x ¢’U eine weitere 
Karte, so ist, wie man sofort aus Satz 7, 3. folgert, die Menge ‘y('U) in ‘p(z) 
ebenfalls d-dimensional. Die Dimension des Raumes X im Punkte x ¢ X ist 
daher unabhangig von der Wahl der Karte definiert. 

Eine komplex-wertige stetige Funktion / auf einer offenen Menge W eines 
komplexen Raumes X heiBt holomorph in einem Punkte z ¢ W, wenn es eine 
Karie (U, y)€U mit «¢€ U gibt, so daB f - y~! eine holomorphe Funktion im 
Punkte w(x) der analytischen Menge p(U) ist; diese Definition ist unabhingig 
von der Wah! der Karte (U, y) ¢ U. Die Funktion / hei8t holomorph in W, wenn / 
in jedem Punkt «¢W holomorph ist. Eine stetige Abbildung r eines kom- 
plexen Raumes X in einen komplexen Raum Y heift eine holomorphe Ab- 
bildung, wenn folgendes gilt: ist f eine holomorphe Funktion in einer offenen 
Menge V c Y, so ist f -t eine holomorphe Funktion in der offenen Menge r~!(V). 

2. Eine Teilmenge A eines komplexen Raumes X heiBt eine analytische 
Menge in einem Punkte x ¢ X, wenn es eine Umgebung U(z) gibt, so dab 
U(x)-\A aus dem genauen simultanen Nullstellengebilde endlich vieler in 
U (x) holomorpher Funktionen besteht. A heiBt eine analytische Menge in X, 
wenn A in jedem Punkte x ¢ X eine analytische Menge ist. Es felgt sofort: 

Ist t eine holomorphe Abbildung eines komplexen Raumes X in einen kom- 
plexen Raum Y, 8o ist das Urbild r~1(M) einer jeden in Y analytischen Menge M 
eine analytische Menge in X. 

Neben analytischen Mengen werden wir auch lokal-analvtische Mengen 
betrachten. Eine Teilmenge A eines komplexen Raumes X heiBt eine lokal- 
analytische Menge in X, wenn A in jedem Punkt z ¢ A eine analytische Menge 
ist. Eine lokal-analytische Menge A in X ist genau dann eine analytische Menge 
in X, wenn A abgeschlossen in X ist. 


*) Der Begriff des komplexen Raumes hat sich als grundlegend fiir die Funktionen- 
theorie mehrerer Verinderlichen erwiesen. Es sind im wesentlichen zwei Definitionen 
gelaufig: H. Cartan (Séminaire E. N. 8S. 1951—1952 und [1]) fiihrte den Begriff des 
espace analytique général ein; die lokalen Reprasentanten sind analytische Mengen, die 
sich ,,normal‘ in einen komplexen Zahienraum einbetten lassen. H. Bennxe und K. STer 
fiihrten in der Arbeit : Modifikation komplexer Mannigfaltigkeiten und RiemannscherGebiete, 
Math. Ann. 124, 1—16 (1951) den Begriff des Riemannschen Gebietes ein; hier sind die 
lokalen Reprisentanten analytisch-verzweigte Uberlagerungen der Hyperkugel. Zum Begriff 
des komplexen Raumes vgl. auch: H. Gravert u. R>Remmert, loc. cit. 3), und [2]. Es 
ist noch unbekannt, ob die Definitionen von H.CarTaN sowie von H. Bennke und K. Stern 
inhaltsgleich sind. — Die in der vorliegenden Arbeit gegebene Definition des komplexen Rau- 
mes ist eine von SERRE vorgeschlagene Verallgemeinerung der Cartanschen Definition. 
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Es sei A eine analytische Menge in einem koniplexen Raum X und 
U=(U;, y;) die die komplex-analytische Struktur auf X definierende Uber- 
deckung. Wir ordnen jeder Karte (U,;, y;)€ U, wo U,;/\A nicht leer .ist, die 
auf A definierte Karte (U;- A, ,) zu; dabei bezeichne », die Beschriinkung 
von y, auf U,;7\ A. y; ist eine topologische Abbildung, wenn A mit der in- 
duzierten Topologie versehen wird. Das System (U,/\ A, w,) bildet eine Uber- 
deckung von A. Da offensichtlich y,(U,; - A) eine analytische Menge beziiglich 
der in einem Gebiete eines komplexen Zahlenraumes gelegenen analytischen 
Menge y,(U;) ist, so folgt aus Satz 6, daB y,(U; 7 A) eine analytische Menge 
in demselbern. Gebiete dieses Zahlenraumes ist. Aus Satz 8 folgt weiter, daB 
je zwei Karten (U, AA, 9) und (U;\A, #,;) holomorph vertriaglich sind. 
Mithin laBt sich die Uberdeckung (U; > A, w,) zu einer komplex-analytischen 
Struktur auf dem Havusporrrschen Raum A vervollstindigen. Damit haben 
wir bewiesen : 

Satz 9: Ist A eine analytische Menge in einem komplexen Raum X, so 
wird A zu einem komplexen Raum, wenn man die komplex-analytische Struktur 
von X auf A beschraénkt. 

Im Sinne dieses Satzes kénnen also analytische Mengen A in komplexen 
Réumen X selbst als komplexe Raume aufgefaBt werden; A ist ,,holomorph 
eingebettet“’ in X, d.h. die identische Abbildung von A in X ist eine holo- 
morphe Abbildung?®). 

Eine analytische Menge A in einem komplexen Raum X zerfallt in jedem 
Punkt x¢A in eindeutiger Weise in endlich viele in x analytische und 
daselbst irreduzible Mengen (vgl. auch [3]). Ferner zeigt man durch eine ein- 
fache Uberlegung : 

Jede in einem komplexen Raum X analytische Menge A ist eindeutig dar- 
stellbar als unverkiirzbare Vereinigung von in X analytischen und irreduziblen 
Mengen A,. — Diese Tatsache werden wir im folgenden hiufig bendtigen. 

3. Komplexe Riume, wie sie hier den Betrachtungen zugrunde liegen, 
haben im allgemeinen in verschiedenen Punkten nicht dieselbe Dimension; 
selbst die zusammenhangenden Komponenten kénnen Punkte verschiedener 
Dimension besitzen. Man kann aber jeden komplexen Raum X ,,aufspalten* 
in komplexe Riume X¢, derart, daB X¢ leer oder in jedem Punkt d-dimensional 
ist (d = 0,1,...). Ist némlich 2 ¢ X ein beliebiger Punkt, so zerfallt X in x in 
endlich viele analytische Primkeime!®*); wir nennen sie die zu x ¢ X gehéren- 
den Primkeime. Wir definieren nun als Raum X4%(d = 0,1, ...) die Menge 
aller derjenigen Punkte von X, zu denen ein Primkeim gehért, der d-dimen- 
sional ist. Man iiberlegt, daB X¢ eine analytische Menge in X ist und mithin 
nach Satz 9 als komplexer Raum aufgefaBt werden darf. X¢ ist ein rein 


1°) Fiir komplexe Raume im engeren Sinne von H.Caxran oder H. BEHNKE u. 
K. Stem ist dieser Satz falsch; man kann dann nur ,,in kanonischer Weise“ jeder ana- 
lytischen Menge einen komplexen Raum zuordnen (v¢gl. [2]). 

10a) Ein analytischer Primkeim in einem Punkte zx X ist ein Mengenkeim in z, der 
durch eine im-« irreduzible analytische Menge reprasentiert werden kann (vgl. auch [3], 
S. 265). — Man beachte, da8 der Raum X in jedem seiner Punkte z als analytische Menge 
,aufgefaBt werden kann. 








n 


d 
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d-dimensionaler komplexer Raum. Ein Punkt x ¢ X kann zu mehreren, aber 
héchstens endlich vielen Réiumen X¢ gehéren. Die natiirliche Abbildung von 
X¢ in X ist eine holomorphe Abbildung. 

Def. Ein komplexer Raum X heift lokal-reindimensional, wenn die zu einem 
Punkt x ¢ X gehérenden Primkeime sémtlich gleichdimensional sind. 

Nach dem vorstehenden léBt sich jedem komplexen Raum X in natiir- 
licher Weise ein lokal-reindimensionaler komplexer Raum zuordnen, nimlich 


der Raum WU X‘. Ist X selbst lokal-reindimensional, so gehért jeder Punkt 
d=0 

x¢€X genau einem Raum X¢ an; die Riume X* stellen in diesem Falle also 

eine Zerlegung von X dar. 

Spezielle komplexe Raéume sind die komplexen Mannigfaltigkeiten. Ein 
komplexer Raum X heiBt eine komplexe Mannigfaltigkeit, wenn X nur uni- 
formisierbare Punkte enthilt und in jedem Punkt 2z¢ X irreduzibel jist. 
(X heiBt irreduzibel in x ¢ X, wenn zu x ¢€ X genau ein Primkeim gehért.) 

4. Zum Beweise des Hauptsatzes iiber Projektionen benétigen wir ein 
Fortsetzbarkeitskriterium fiir analytische Mengen. 

Satz 10. Es sei N eine analytische Menge in einem komplexen Raum X; 
dieselbe sei in jedem ihrer Punkte héchstens |-dimensional. In X — N sei eine 
rein d-dimensionale analytische Menge M gegeben; es gelte |< d. Dann ist die 
abgeschlossene Hiille M von M in X eine rein d-dimensionale analytische Menge 
in X. 

Fiir den Fall, daB X ein Gebiet des C" bzw. eine komplexe Mannigfaltigkeit 
ist, ist dieser Satz bekannt™); der Allgemeinfall la8t sich hieraus sofort wie 
folgt gewinnen: ist x ¢ N ein Haufungspunkt von M, so sei (U, y) € U eine 
Karte mit x¢ U. Dann ist w(U) eine analytische Menge in einem Gebiete G 
eines C"; weiter ist y(U ~ N) eine héchstens /-dimensionale analytische Menge 
inG und y(U -\ M) eine rein d-dimensionale analytische Menge inG— y(U ™ N° 
Daher ist die abgeschlossene Hiille von y(U ~ M) beziiglich @ eine in @ ana- 
lytische, rein d-dimensionale Menge. Dann ist aber auch M/\U eine rein 
d-dimensionale, analytische Menge in U. 


§ 5. Ein Satz iiber den Rang eines Funktionensystems 

1. Die Menge aller uniformisierbaren Punkte eines komplexen Raumes X 
werde im folgenden stets mit X bezeichnet. X ist offen und liegt dicht in X. 
Wir beweisen zunichst 

Satz 11: Es sei X ein lokal-reindimensionaler komplexer Raum; es set h 
eine meromorphe, nicht identisch verschwindende Funktion auf X. Ist B die 
Nullstellenmenge von h auf X, so ist die abgeschlossene Hiille B von B in X eine 
analytische Menge in X. Es gilt stets: d,(B) = d,(X)— 1"). 

11) Beweise siche etwa [1], Exp. XIII, XIV sowie [3]. Ferner auch W. Rorustern: 
Zur Theorie der Singularitéten analytischer Funktionen und Flachen, Math. Ann. 126, 
221—238 (1953). , 

12) Wir nennen eine Funktion 4 meromorph in einem uniformisierbaren Punkt 2° X, 


wenn die Beschriankung von h auf jede in 2 irreduzible Komponente von X im iiblichen 
Sinne meromorph in den Ortsuniformisierenden dieser Komponente ist. 
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Beweis: Sei B nicht leer. Fir jeden Punkt von B, der zu X gehért, ist die 
Behauptung des Satzes klar; es sei also x ein nichtuniformisierbarer Punkt von 
X, der zu B gehért. In einer Umgebung U des Punktes x kénnen wir den 
Raum X auffassen als eine etwa rein n-dimensionale analytische Menge M 
in einem Gebiete G eines C’ mit z als Nullpunkt. Nach 1.9 gibt es eine Um- 
gebung V des Nullpunktes des C” und eine in V analytische Menge M*, die 
héchstens (nm — 2)-dimensional ist und alle nichtuniformisierbaren Punkte von 
Mc \V enthalt. Jeder Punkt von V ~\ M — M* ist ein uniformisierbarer Punkt 
von X; in V ~\ M — M* ist also die Menge B nach Definition eine rein (n — 1)- 
dimensionale Menge. Die abgeschlossene Hiille B’ von B~(V ~\ M — M*) ist 
alsdann nach Satz 10 eine rein (n — 1)-dimensionale analytische Menge in V. 
Die Menge B’ stimmt aber mit der abgeschlossenen Hiille B von B -\ V iiberein, 
denn in beliebiger Nahe eines Punktes der rein (n — 1)-dimensionalen Menge 
Br V liegen, da M* héchstens (n — 2)-dimensional ist, Punkte von 
Br(V \M— M*). — Satz 11 ist bewiesen. 

2. Ist f,,..., f, ein System von holomorphen Funktionen auf einem kom- 
plexen Raum X, so kann man in jedem Punkt x ¢ X den Rang dieses Funk- 
tionensystems definieren: ist X irreduzibel in x und n-dimensional, so wihle 


man ein System ¢,,...,, von Ortsuniformisierenden in x und erklire als 
. A a 

Rang r des Systems /f,,...,/, in x den Rang der Funktionalmatrix (3% ) 

(o=1,...,8; y= 1,..., ) in 2; diese Definition ist, wie man sofort iiberlegt. 


unakhingig von der Wahl der Ortsuniformisierenden. Zerfallt X in zink 
irreduzible Komponenten X, und ist jeweils r, der Rang des Systems in z. 
wenn man die Funktionen f,, . . ., /, auf X, beschrankt, so sei der Rang r der 
fi... +f, in x das Minimum der r,. 

Satz 12: Es seien f,,..., f, endlich viele holomorphe Funktionen auf einem 
lokal-reindimensionalen komplexen Raum X; es sei B(m) die Gesamtheit aller 
Punkte von X, in denen der Rang des Systems f,,~. . ., f, héchstens gleich m ist. 
Dann ist die abgeschlossene Hiille B(m) von B(m) beziiglich X eine analytische 
Menge in X. 4 

Beweis: Die Menge B(m) ist, wie leicht einzusehen, abgeschlossen in X. 
Weiter ist B(m) in jedem Punkt 2(®¢ B(m) analytisch. In einer Umgebung 
von 2(°) kann man naimlich den Raum X auffassen als eine analytische Menge 
M, die in einem Gebiete G eines C" liegt; die f,,. . ., f, sind dann holomorphe 
Funktionen auf M. Es seien M,, .. ., M, die in 2 irreduziblen Komponenten 
von M. Betrachtet man die /,,. . ., /, jeweils als Funktionen auf M,,x=1,.... k, 
und definiert man in der Umgebung von 2‘° die Menge B, (m) als die Menge aller 
derjenigen Punkte von M,, in denen der Rang der /,, . . ., {, héchstens gleich m 
ist, so ist jedes B, (m) sicher eine in 2‘ analytische Menge. Ein Punkt 2 ¢ M, 
gehért nimlich genau dann zu B,(m), wenn simtliche beziiglich irgendeines 
Systems von Ortsuniformisierenden von M, in x bildbaren Unterdeterminanten 
der Funktionalmatrix, die mindestens (m + 1) Zeilen haben, in x verschwinden. 
Nun gilt aber B(m) = UY B,(m) in der Umgebung von 2‘); daher ist B(m) 
eine in 2x‘ analytische Menge. 
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Sei nun 2 ein nichtuniformisierbarer Punkt von X, der Haufungspunkt 
von B(m) ist. In der Umgebung von 2‘ sei M etwa rein d-dimensional. Es 
sei (S;2,,...,2,) — wo 8: {\z,|<1,,..., |en]<1,} — ein ausgezeichnetes 
Koordinatensystem in 2(® ¢€ OC" beziiglich M. Dann ist also M7 S eine Uber- 
lagerung des d-dimensionalen Polyzylinders S*: {\z,| <1... ., \zg| < rg}, die 
héchstens tiber einer in S¢ rein (d — 1)-dimensionalen analytischen Menge D 
verzweigt ist (vgl. 1.3.). Bezeichnet ® die Projektion von MS auf S*, so 
kénnen also in jedem Punkt von M = MnsS— @®-1(D) die Koordinaten 
z,,...,2%q als Ortsuniformisierende gewihlt werden; in allen diesen Punkten 
kann daher die Menge B(m) dargestellt werden als Nullstellenmenge von end- 
lich vielen Funktionen h,, die aus den /,,...,/,, die als Funktionen in den 
2,-..+,%q aufzufassen sind, durch Differentiation nach den 2, ...,z, nebst 
anschlieBender Determinantenbildung gewonnen werden. Wir werden nun 


sogleich unten zeigen: Jede Funktion se ,o=-1,...,8;6=1,...,d, ist in 





jeden uniformisierbaren Punkt von ®-1(D) meromorph fortsetzbar. Dann lassen 
sich auch die Funktionen A, simtlich meromorph in die uniformisier- 
baren Punkte von ©-!(D).fortsetzen; nach Satz 11 ist daher die beziiglich S 
gebildete abgeschlossene Hiille der NulJstellenmenge jeder dieset Funktionen h, 
eine analytische Menge in S. Der Durchschnitt aller dieser Mengen stimmt mit 


meme 4 
der Menge B(m)7\M iiberein. Es ist denkbar, daB dieselbe noch nicht die 
ganze Menge B(m) 7S ausmacht. Es kénnte z. B. méglich sein, daB ein uni- 
formisierbarer Punkt z ¢ ®-!(D) existiert, in dem auf einer der in Z irredu- 
ziblen Komponenten von M alle zu betrachtenden Funktionaldeterminanten 
mit mehr als m Zeilen verschwinden, ohne daf eine derselben in der Nihe 


von & eine Nullstelle besitzt, die zu M gehért. In diesem Falle gehéren jedoch 
simtliche uniformisierbaren Punkte von gewissen irreduziblen Komponenten 
der Menge ®-!(D), die den Punkt % enthalten, zu B(m). Diese vollen Komponen- 
ten sind dann bei der Hiillenbildung von B(m) der oben konstruierten Menge noch 
hinzuzufiigen. Insgesamt ist also B(m) -\ S die Vereinigung dieser Komponenten 


mit der Menge B(m) 4 M und mithin eine analytische Menge in 2°), 
Um zu sehen, daB die Funktionen of in jeden uniformisierbaren Punkt 


von ®-1(D) meromorph fortsetzbar sind, sei # irgendein uniformisierbarer 
Punkt von ®-!(D). Wir kénnen annehmen, daB M irreduzibel in z ist. Es 
seien ¢,; . . ., tz Ortsuniformisierende von M in Z; weiter seien z,= u, (t,, . . ., ta) 
(v= 1,...,m) die zugehérigen holomorphen Funktionen. Wir betrachten 
insbesondere das Funktionensystem z,= u,(t,, ..., tg)... ..Zg@= Walt, - - -. ta): 
Dasselbe ist in jedem Nichtverzweigungspunkt von M,\S umkehrbar, da 
dort auch z,....,2, Ortsuniformisierende sind; also verschwindet die Deter- 


@ P , ‘ . . . 
minante ae in diesen Punkten nicht. Bezeichnen wir mit 4g, (¢,, .. ., t4), 


. «s Is (ty, . . «, tg) jeweils die Funktionen fy + +> fs, Wenn wir sie in der Um- 
gebung von z als holomorphe Funktionen in den ¢,, . . ., tz auffassen, so stehen 


9 fo 


die g,,...,g, und %,,..., uz mit den Funktionen By 


— letztere ebenfalls 
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in den Nichtverzweigungspunkten als Funktionen in den ¢,,. . ., tz aufgefaBt — 
in folgender Relation : 


eB. are 


Oty ~ Oz, Oy * ae oe ey a a re ae 


‘ : . ’ a a . 
FaBt man bei festem o hier die Funktionen a er gle als Unbestimmte 
1 da 


auf, so folgt, daB in allen Nichtverzweigungspunkten dieses Gleichungssystem 
umkehrbar: ist, da dort die Determinante | aed nicht verschwindet. Es gilt 
daher 


st = ou : Ge he wa t,. . o¥. 
| Ote 
mit in der Umgebung von %¢ M ~ S in den t,,.. .,t, holomorphen Funktionen 
A,,- Daraus folgt aber, daB die Funktionen & meromorph in den Punkt 
x €M fortsetzbar sind. — Satz 12 ist bewiesen. 


Jedes System von endlich vielen auf einem komplexen Raum holomorphen 
Funktionen besitzt einen Maximalrang. In Satz 12 ist daher insbesondere 
enthalten : 

Sind f,,...,f, endlich viele holomorphe Funktionen auf einem lokal-rein- 
dimensionalen komplexen Raum X, so ist die abgeschlossene Hiille aller der- 
jenigen Punkte von X, in denen dieses System nicht vom Mazimalrang ist, 
eine analytische Menge in X. 


§ 6. Sitze iiber Projektionen analytischer Mengen 

1. Im topologischen Produkt X x Y zweier komplexer Riume X, Y laBt 
sich in natiirlicher Weise eine komplex-analytische Struktur einfiihren; im 
folgenden denken wir uns X x Y stets mit dieser Struktur versehen und nennen 
Xx Y das kartesische Produkt von X und Y. Wir schreiben oft X x Y = Z 
und entsprechend fiir die Punkte: (2, y) = z. 

Ist X im Punkte x¢ X von der Dimension m und Y im Punkte y« Y 
von der Dimension x, so ist Z im Punkte (x, y) von der Dimension m + n: 
der Raum Z ist lokal-reindimensional, wenn X und Y lokal-reindimensional 
sind. 

Die komplex-analytische Struktur in Z ist so beschaffen, daB die Pro- 
jektion p: (x, y) > x von Z auf X bzw. q: (4, y) > y von Z auf Y jeweils eine 
hclomorphe Abbildung ist. 

Ist A eine analytische Menge in Z, so nennen wir auch die Beschrankungen 
ven p und g auf A Projektionen; genauer: Projektion von A in X bzw. A 
in Y. Die Mengen p(A) und q(A) heiBen Projektionsmengen, oder, wenn 
MiBverstandnisse ausgeschlossen sind, wieder die Projektionen von A in X 
baw. Y. 

In diesem Paragraphen soll untersucht werden, wann die Projektionen p(A) 
oder q(A) einer in Z analytischen Menge A analytische Mengen in X oder Y 
sind. .Wir werden in unseren Uberlegungen durchweg die Projektion q bzw. 
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die Menge g(A) betrachten; die Resultate gelten dann natiirlich mutatis 
mutandis auch fiir p bzw. p(A). 

Die Menge q(A) ist im allgemeinen keine analytische Menge in Y; selbst 
dann nicht, wenn X und Y beide komplexe Mannigfaltigkeiten sind und A 
singularitaétenfrei in X x Y liegt. Es seien z. B. X bzw. Y die offenen Einheits- 
polyzylinder eines 2,,2z,- bzw. y,,y,-Raumes; in X x Y werde die durch die 
Gleichungen 

%—-%=9, Yr %4%,=— 0 


definierte analytische Menge A betrachtet; A besitzt nur gewéhnliche Punkte. 
Die Menge q(A) besteht aus allen Punkten (y,,y,) € Y mit |y,| < |y,| < 1 sowie 
aus dem Nullpunkt. Diese Menge ist offenbar im Punkte (0, 0) nicht analytisch. 

2. Wir beweisen in diesem Abschnitt einen Satz, der fiir die weiteren Uber- 
legungen grundlegend ist. Zunichst werde noch eine Bezeichnung eingefihrt : 

Ist A eine analytische Menge in Z = X x Y, so ist fiir jeden Punkt z¢ A 
die Menge F = q~'(q(z)) eine analytische Menge in Z, die den Punkt z enthilt; 
F heiBe die Faser von q beziiglich A (iiber y = q(z)). Jede Faser F kann auch als 
analytische Menge in X aufgefaBt werden; wir schreiben dann auch F = F(y). 

Es gilt nun 

Satz 13: Es sei A eine rein s-dimensionale analytische Menge im kartesischen 
Produkt S™ x 8S" zweier Polyzylinder S™: {\x,| < ay, .. ., |%m| < @m}, 8": {|y| < 

< By, . . «5 |\Yn| < b,}. Die Fasern von q beziiglich A seien iiber jedem Punkt von 
q(A) rein d-dimensional; es gebe einen relativ-kompakt in S™ liegenden Poly- 
zylinder 'S™, derart, daB jede Faser von q, aufgefaft als analytische Menge in S™, 
mit 'S™ Punkte gemeinsam hat. Dann ist die Projektion q(A) von A in S” eine 
rein (s — d)-dimensionale analytische Menge in 8". 

Aus Darstellungsgriinden ist es zweckmaBig, dem Beweise dieses Satzes 
zwei Hilfssatze voranzuschicken. 

Hilfssatz 1: Es sei A eine rein s-dimensionale analytische Menge im kartesi- 
schen Produkt S™xS" zweier Polyzylinder S™: {|x| < a, ..-, |%m| < Gm}; 
S": {lyy| < by, .. 5 lyn] < 5,}; die Menge p(A) liege relativ-kompakt in S™. 
Dann ist q(A) eine rein s-dimensionale analytische Menge in S*. 

Beweis: Die Menge q(A) ist, wie unmittelbar ersichtlich, abgeschlossen in S" ; 
zu zeigen bleibt also, daB g(A) lokal-analytisch ist. Die Faser F besteht fiir jedes 
y'=(y},-- +. Yn) €q(A) aus endlich vielen Punkten; denn eine nicht null- 
dimensionale Komponente von F miiBte nach 1.6. Punkte in beliebiger Nahe 
des Randes von S” haben, was nicht sein kann, da p(A) relativ-kompakt 
in S™ liegt. Seien etwa z@) = (x(@),y’), 9 = 1,..., 7, die endlich vielen Punkte 
von F iiber y’. Wir betrachten A zunichst in der Umgebung von 2). Die 
m-dimensionale Ebene {y,= yj, . - .» ¥n= Yn} schneidet A in der Nahe von 2) 
nur in 2), Nach dem Projektionssatz aus § 1 gibt es dann eine in S” x S" ent- 
haltene Polyzylinderumgebung S7" x S" des Punktes 2), derart, daB kein Punkt 
2), 9=2,...,r, in SY x Sj liegt und die Projektion N, von A ™(S7 x S}) in ST 
eine analytische Menge in Sf ist. Die Menge N, ist rein s-dimensional in S,. Ist 
nimlich d,(N,) = d, wo y’¢ N, ein beliebiger Punkt ist, so gibt es ausgezeichnete 
Koordinaten 7, ..., %, in y’, derart, daB die (n—d)-dimensionale analytische 
Math. Ann. 130 29 
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Ebene {7, = --- = yq= 0} die Menge N, in der Nahe von y’ nur in y’ schneidet. 
Nach dem Einbettungssatz gibt es daher einen Polyzylinder V*: {|7,| < 
<,..., |Mal < ¢g}, derart, daB itiber jedem Punkt von V4 mindestens ein 
Punkt von N, liegt. Dann liegt aber auch tiber jedem Punkt von V4 min- 
destens ein Punkt von A /(S? x S?), woraus folgt: d < s. 

Um d2s zu beweisen, fassen wir {y,= +--+ = yg= 0} als (m + n— d)- 
dimensionale analytische Ebene in SJ’ x S? auf. Diese Ebene liuft durch 2) 
und hat in der Nahe von z@) mit A nur den Punkt 2) gemeinsam; denn fii 
jeden in hinreichender Nahe von z) auf ihr liegenden Punkt 2 = (z, ¥) € A 
gilt notwendig y= y’, woraus z= 2 folgt, da 2) der einzige Punkt 
von A /\(S7 x S}) ist, der iiber y’ liegt. Da also die (m + n — d)-dimensionale 
analytische Ebene {= +--+ = 7%q= 0} die Menge A in der Nahe von 2 nur 
in 2) schneidet, so folgt d > s. Damit ist gezeigt: d,,(N,) = s. 

Die soeben fiir den Punkt 2) durchgefiihrten Uberlegungen lassen sich 
fiir jeden der Punkte z@)(9 = 2, ..., r) wiederholen; man erhialt jeweils einen 
Polyzylinder S? x S} um 2), derart, daB die Projektion NV, von A (S?" x 8%) 
in S?} eine rein s-dimensionale analytische Menge in S?} ist. Bezeichnet nun 
Sj eine in simtlichen S? enthaltene Polyzylinderumgebung um y’, so ist 


[ 
U ¥,] r\ S85 eine rein s-dimensionale analytische Menge in Sj. Es gilt aber 
e=1 


. , 
q(A) 85 = ( UN.) \ Sh, womit Hilfssatz 1 bewiesen ist. 
a 


Hiljssatz 2; Es sei A eine rein s-dimensionale analytische Menge im kar- 
tesischen Produkt S™ x S" zweier Polyzylinder S™: {|x,| < a,,..., |%m| < Gp}. 
S": {l\y,| < },,..., |Yn| < b,}. Die Fasern von q beziiglich A seien stets mit S” 
identisch. Dann ist q(A) eine rein (s — m)-dimensionale analytische Menge in 8S". 

Beweis: Die Menge N = A /\ {x,= +++ = X,,= 0} ist eine analytische Menge 
in S™ x 8". Die N jeweils beschreibenden Gleichungen enthalten nicht mehr 
die Veranderlichen 2,, . . ., z,,; daher kann N auch als eine analytische Menge 
im Polyzylinder S" aufgefaBt werden. Bei dieser Deutung stimmt N aber. 
wie man sofort sieht, mit der Menge q(A) iiberein; daher ist g(A) eine analyti- 
sche Menge in S". 

Um zu zeigen, daB q(A) rein (s — m)-dimensional ist, betrachten wir zu- 
nachst die Menge N,= A“ {xz,= 0}. Keine der in S™ x S” irreduziblen Kom- 
ponenten von A ist in der Ebene {z,= 0} enthalten; denn wire das etwa fiir 
eine Komponente A, von A der Fall, so sei (0, 2f,..., 2; y) € A, ein 
gewohnlicher Punkt von A. Die Faser iiber y stimmt dann nicht mit S” 
iiberein, denn die Punkte (x,, x, . . ., 2), wo x, geniigend nahe bei 0 liegt 
gehéren nicht zu derselben. Nach 1.6 ist also N, eine rein (s — 1)-dimensionale 
analytische Menge in S™ x S", und die Fasern von q beziiglich N, stimmen 
stets mit der in S"(m— 1)-dimensionalen analytischen Ebene {x, = 0} tiberein. 

Bilden wir weiter die Menge N,= N, 7 {x,= 0}, so folgt mittels desselben 
Schlusses wie eben, daB N, eine rein (s — 2)-dimensionale analytische Menge 
in S” x 8" ist, deren Fasern stets mit der in S” (m — 2)-dimensionalen analyti- 
schen Ebene {z,= 2,= 0} tibereinstimmen. 
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Nach m Schritten gelangt man so zur Menge N selbst; da sich bei jedem 
Schritt die Dimension um 1 erniedrigt, ist also in der Tat N und mithin auch 
q(A) eine rein (s — m)-dimensionale analytische Menge, w.z.b.w. 

Nunmehr beweisen wir Satz 13. Die Menge q(A) ist abgeschlossen in A”. 
Ist nimlich y”)¢ g(A) eine Punktfolge mit einem Konvergenzpunkt y’¢ 8", 
so kénnen Punkte 2‘”)¢ ’S™ jeweils so gewahlt werden, daB gilt (2, y”)¢€ A. 
Da ‘S™ relativ-kompakt in S™ liegt, haben die 2”) einen Hiufungspunkt 2’ 
in S™; alsdann ist (z’, y’) ¢ S™ x S* ein Haufungspunkt der Folge (x‘”), y”). 
Da A abgeschlossen in S™ x 8" ist, folgt (x’, y’)¢ A. Dann gilt aber y’¢ ¢(A); 
d. h. q(A) ist abgeschlossen in S*. 

Um zu zeigen, daB g(A) eine lokal-analytische Menge in 8" ist, sei 
y’ = (yj, ---, ¥) ein beliebiger Punkt aus q(A) und F (y’) die tiber y’ in S™ liegende 
Faser. Wir behaupten zunichst, daB sich jedem Punkt z = (z, y’) mit z ¢ F(y’) 
eine in S" x S"enthaltene Produktumgebung V™ x V" von z zuordnen la Bt, der- 
art, daB die Projektion von A -\(V™ x V") in V" eine rein (s — d)-dimensionale 
analytische Menge in V* ist. Zu dem Zwecke seien ¢,,..., £,, Koordinaten in V™ 
in einer Umgebung von 2, derart, daB die (m — d)-dimensionale analytische 
Ebene {f,= +--+ = €4= 0} die Faser F(y’), die nach Voraussetzung rein d- 
dimensional ist, in der Nahe von % nur in Z schneidet (es gelte Z =(¢,, . . -, Sm) 
= (0,...,0)). Dann schneidet die ebenfalls (m— d)-dimensionale analytische 
Ebene {f,= -+- = Cg4= 0, 4. = Yi, ---» ¥n= Yn} die Menge A in der Nahe von 
z nur in z. Man kann daher positive reelle Zahlen e,,6 = d+ 1, .. ., m finden, 
so daB die Mengen 


ANC == Ca= 0, [Saal Sagar +++» [So] = Cas + + [Som] Sms Yur Yar -++> Yn = Yak 


fiir 6=d-+-1,...,m simtlich leer sind. Da A abgeschlossen in S” x S" ist, gibt 
es weiter positive reelle Zahlen é,, . ..., 4, f,,.- +) fn, 80 daB auch noch die Mengen 


A N {12 = Chr + + +» [Cal s Ca [Casal s Ca+> lies iy. Cel = €3, ++ +» om s em: 
\Yr ae yi! = h» coe lyn — Yn!| Ss fa} 
leer sind, d=d+1,...,n. Setzt man nun: 


Vm: {1Ca] < as «+» [Sm] < emis V: {la — gil < hy - +> Yn — Ynl < fad 


und denkt man sich die e, und /, noch so klein gewahlt, daB V™ x V* in S™ x S" 
enthalten ist, so liegt also die Projektion von A ™(V™x V*) in den (m— d)- 
dimensionalen Polyzylinder V™~*: {|C4.3| < €gss) - - «> [Sm| < €m} Telativ-kom- 
pakt in V™-¢. Nach Hilfssatz 1 ist folglich die Projektion ‘A von A ~ (V™ x V") 
in den Polyzylinder 


Vx Vm: {10a] < ey, - +» [al < eab x {lua — Yil < fa - - +» |Yu— Yl < fad 
eine in V¢ x V® rein s-dimensionale analytische Menge. 

Da die Projektion von A \(V™ x V") in V™~¢ relativ-kompakt in V™~-¢ 
liegt, so liegt auch die Projektion jeder der rein d-dimensionalen analytischen 
Mengen F(y)\ V™, wo F(y) die Faser iiber y € g(A “\(V™ x V")) ist, in V™~-4 
relativ-kompakt in V™~-¢; daher sind nach Hilfssatz 1 die Projektionen ‘F (y) 
von F(y) in V4 stets rein d-dimensionale analytische Mengen in V%, die alsdann 
29* 
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notwendig mit V‘ iibereinstimmen. Da offensichtlich die Menge ‘F (y) jeweils 
die Faser von q beziiglich ‘A iiber y ist, so laBt sich auf ‘A Hilfssatz 2 an- 
wenden. Es folgt, daB die Projektion ‘A von ‘A in V" eine in V* rein (s — d)- 
dimensionale analytische Menge ist. Da gilt: "A = q(A \(V™x V")), so ist 
also V™ x V" eine Produktumgebung der behaupteten Art. 

Wir denken uns nun jedem Punkt (z, y’) mit z ¢ F(y’) \'S™ eine solche 
Produktumgebung V™ x V" zugeordnet (mit ‘S™ sei die abgeschlossene Hiille 
von ‘S™ beziiglich S™ bezeichnet). Da ‘S" kompakt in S™ liegt, kann man 
auf Grund des Here-Boretschen Satzes endlich viele solche Umgebungen 
V™ x V" — wir bezeichnen sie mit V7 x V7, .. ., V7" x V? — finden, so daB die 

t 
Menge U V*" eine offene Umgebung von F(y’)\‘S™ ist. Da nun jeweils die 
t=1 
Mengen g(A 7\ (V7 x V")) rein (s— d)-dimensionale analytische Mengen in V? 
sind, so ist auch, wenn V% einen in allen V? enthaltenen Polyzylinder um y’ 


t 
bezeichnet, die Menge N = U g(A (V7 x V2)) \ V% eine rein (s — d)-dimen- 
t=1 


sionale analytische Menge in V4. 

Die Menge N ist nach Konstruktion in g(A)-\ V% enthalten; zeigen wir 
noch, daB bei hinreichend kleiner Wahl von V% beide Mengen iibereinstimmen, 
so ist offenbar Satz 13 bewiesen. Angenommen, man kénnte den Polyzylinder 
V*, nicht so wihlen. Dann gabe es eine gegen y’ konvergierende Folge y”) €q(A), 

t 


derart, daB kein y”) zu U g(A (V2 x V®)) gehort. Zu jedem solchen y”) gibt 
t=1 


es nach Voraussetzung ein 4») ¢ "S™, so daB gilt: (2, y”)) ¢ A. Da ’S™ re- 

lativ-kompakt in S™ liegt, haben die x‘) einen Haufungspunkt 2’ in ‘S™, 

es gilt (x’, y’) € A, also 2’¢ F(y’) \'S™. Es gibt nun unendlich viele Punkte 2x‘, 
t 


die in der Umgebung U V7?’ von F(y’) \’S™ liegen, darunter sind auch solche 
t=1 
x”), deren zugehGrige ¥‘”) in einem V? liegen. Jedes solche ”) liegt dann aber in 
t 
U q(A7\(V2 x V?P)) im Widerspruch zur Annahme. — Satz 13 ist bewiesen. 
t=1 


3. Wir erweitern in diesem Abschnitt Satz 13 auf komplexe Raume. Vor- 
bereitend zeigen wir: 

Satz 14: Es sei A eine rein s-dimensionale analytische Menge im kartesi- 
schen Produkt X x Y zweier komplexer Riume X, Y; die Fasern von q beziiglich 
A seien stets rein d-dimensional. Dann gibt es zu jedem Punkt (x, y)¢ A Um- 
gebungen U und V der Punkte x und y, derart, daB die Projektion von A -\(U x V) 
in V eine rein (s — d)-dimensionale analytische Menge in V ist. 

Beweis: Es bezeichne F die Faser von q beziiglich A iiber y ¢ g(A); dann 
gilt x ¢ F. Es seien (U’, y) und (V’, y) Karten auf X und Y mit x¢ U’, ye V’, 
die jeweils zu den die komplex-analytischen Strukturen auf X und Y defi- 
nierenden Uberdeckungen gehéren. Dann ist (U’ x V’, y x ¢) eine die Struktur 
auf X x Y definierende Karte, und der Punkt (z, y) liegt nm U’xV’. Die 
Mengen y(U’) bzw. ~(V’) sind analytische Mengen in Gebieten G, bzw. G, 
eines C*: bzw. C%:; wir diirfen y(x) und g(y) jeweils als Nullpunkt voraus- 
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setzen. Nach Satz 6 ist y(F) bzw. yx o(A) eine rein d- bzw. s-dimensionale 
analytische Menge in G, bzw. G, x G,. Es seien nun 2, . . ., y, Koordinaten im 
O™:, derart, daB die (N,— d)-dimensionale analytische Ebene {x, = «++ = x, = 0} 
die Menge y(F) in der Nahe von y(x) = O nur in O selbst schneidet. Sind 
dann y;,..., ¥y, Koordinaten im CO, so schneidet die (N,— d)-dimensionale 
analytische Ebene {x,= +++ = 24= y,=*** = Yy,= 0} die Menge px (A) 
in der Nahe von (0,0) ¢ C™: x C** nur im Punkte (0,0). Nach dem Einbettungs- 
satz gibt es also zwei Polyzylinder 


8: {|a|<a,..., |zy,| < ay,}, 8: {ly| < b,, .- +» [Y¥y,| < by} 


mit S™: x §™CG@, x G, derart, daB in S¥: x §+ die Menge p x y(A) einbettbar 
ist in eine analytische Menge ‘A, die dort durch Gleichungen 


W(X; %,.--) Ta Yo -+ +» Yy,) = aks + x Aly» (24, + +> Zar YH -- +» Yy,) Mo =O 
x= \ 

(6 =\d + 1,...,.¥,) 

dargestellt wird; dabei sind die Ay. in {|x,| < a,,..., |zg| < a4} x 8™* holo- 


morphe Funktionen, und es gilt stets: Aj ,(0,...,0)= 0. (Die Zusatz- 
funktionen o, interessieren hier nicht.) 

Ist nun ‘S™: irgendeine relativ-kompakt in S*: liegende Polyzylinder- 
umgebung von 0 ¢ C™:, so behaupten wir, daB es einen in S** enthaltenen 
Polyzylinder S**: {|y,| < },, .. ., |yy,| < by,} gibt, derart, daB jede Faser von 
y x p(A) \(S™ x 8™) ber einem beliebigen Punkt von ¢(y x @(A)) \ S**inden 
Polyzylinder 'S™: eindringt (mit q bezeichnen wir jetzt voriibergehend die Projek- 
tion in S¥*).Wiare das namlich nicht der Fall, so giibe es eine gegen g( y) = Okonver- 
gierende Punktfolge y” = (y\”, ..., y) €g(y x p(A)) A S™:, derart, daB jewe'!s 
die Faser F, iiber y‘”) nicht in ‘S™: eindringt. Die Faser F, ist in der durch 
die Gleichungen 

o(%; 2%, .. -, Ze, YF, .. -s yy) =0 (§- é+1,...,M)) 


in S*: definierten analytischen Menge F* enthalten; da sowohl Ff, als auch F} 
rein d-dimensionale analytische Mengen sind, so stimmt F, nach 1.5. mit ge- 
wissen der in S™: irreduziblen Komponenten von F¥ iiberein. Jede dieser Kom- 
ponenten besitzt nun, wie sich aus 1.2. f) ergibt, tiber jedem Punkt (2, . . ., 4), 
der hinreichend nahe bei (0, . . ., 0) liegt, Punkte. Wegen Af’) ,(0,. . ., 0) = 0 
hat sogar jede Komponente von F¥ in beliebiger Nahe des Nullpunktes 
von C™: Punkte, wenn die Tupel (y”, . . ., ¥Q) und (2,,..., 24) nur geniigend 
nahe bei den zugehérigen Nulltupeln gewahlt werden. Das bedeutet aber, 
daB bei hinreichend groBem Index v die Fasern F, doch in den Polyzylinder ‘S¥ 
eindringen im Widerspruch zur Annahme. 

Wir kénnen mithin dem Pumkt (y(z), ¢(y)) = (0,0) € C%: x C* eine Poly- 
zylinderumgebung S*: x S*+ zuordnen, so daB jede Faser von px y\A)/\ 
r\(S™: x 8%) in einen fest vorgegebenen, relativ-kompakt in S*: liegenden 
Polyzylinder ‘S™: eindringt. Damit sind aber die Voraussetzungen von Satz 13 
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erfiillt, die Projektion g(x p(A)) von yx p(A)(S*:x S**) in den Poly- 
zylinder S*™: ist daher eine rein (s — d)-dimensionale analytische Menge in S**. 

Alsdann haben aber die Umgebungen U = y-!(8"1-\ p(U")), V = q"! 
(S*:r\ p(V')) der Punkte x¢X,y¢Y die im Satze behauptete Eigen- 
schaft; denn die Projektion von A7\(UxV) in V stimmt mit der Menge 
p(q(y x p(A))) tiberein. 

Aus Satz 14 folgt jetzt leicht: 

Satz 15: Es sei A eine rein s-dimensionale analytische Menge im kartesischen 
Produkt X x Y zweier komplexer Riume X, Y. Die Fasern von q beziiglich A 
seien iiber jedem Punkt von q(A) rein d-dimensional; es gebe weiter zu jedem 
y € q(A) eine Umgebung W (y) und eine relativ-kompakt in X liegende Menge X ,. 
so da die Fasern von q, aufgefapt als analytische Mengen in X, iiber den Punkten 
von q(A) \ W(y) stets Punkte mit X, gemeinsam haben. Dann ist q(A) eine lokal- 
analytische, rein (s — d)-dimensionale Menge in Y. 

In der Tat! Man ordne bei festem y ¢ q(A) jedem Punkt x ¢ F > X,, wo F 
die Faser von g beziiglich A tiber y bezeichnet, eine Umgebung U x V im 
Sinne von Satz 14 zu; da X, kompakt i in X liegt, kann man endlich viele res 


gebungen U,x V,,t = 1, ..., t, dieser Art finden, derart, daB die Monge | U U, 


eine Umgebung von X, ist. Wahlt man nun eine in simtlichen V, on in 
W(y) enthaltene Umgebung V,(y), so schlieBt man analog wie im Beweise 
von Satz 13, da nach Voraussetzung jede Faser von gq iiber einem Punkt von 
q(A) \ W(y) Punkte mit X, gemeinsam hat, daB die Menge g(A) -\ V,4(y) mit 
der Vereinigung der endlich vielen Projektionen der Mengen A -\(U, x V,(y)) 
in V,(y) tibereinstimmt, wenn V,(y) geniigend klein gewahlt ist. Da jede 
dieser Mengen eine rein (s — d)-dimensionale analytische Menge in V,(y) ist. 
ist also auch q(A) V,(y) eine Menge mit dieser Eigenschaft. — Satz’ 15 ist 
bewiesen. 


§ 7. Der Begriff des Ranges einer Projektion. Der Hauptsatz iiber Projektionen 

1. Wie in § 6 sei A eine analytische Menge im kartesischen Produkt X x Y 
zweier komplexer Raiume X, Y und q die Projektion von A in Y. 

Unter dem lokalen Rang r(z) der Projektion q beziiglich A im Punkte z ¢ A 
verstehen wir die natiirliche Zahl s(z) —d(z); dabei sei s(z) die Dimension 
von A in z und d(z) die Dimension der Faser q-'(q(z)) in z. 

Fir jede irreduzible Komponente A; von A existiert r= sup r(z); 1° 

zea 
heiBt der globale Rang von q auf A;. Stimmen alle r(*) iiberein, = heiBt gq 
eine Projektion vom Range r = r(*) schlechthin. 

Offenbar haben wir in § 6 stets die Voraussetzung gemacht, daB der lokale 
Rang von q in allen Punkten von A derselbe ist. Die Dimension der Menge 
q(A) stimmte dort stets mit diesem lokalen Rang iberein. 

Wir beweisen zunichst: 

Satz 16: Ist A eine rein-dimensionale analytische Menge in der Umgebung 
eines jeden Punktes z ¢ A, so ist der lokale Rang r(z) der Projektion q eine nach 
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unten halbstetige Funktion. Es gibt sogar :u jedem z¢ A eine Umgebung U, 
so daf fiir jedes z ¢ U (\ A gilt: r(z) = r(z)"). 

Beweis: Wir wahlen zunichst eine Umgebung U von z so, daB A in U 
rein s-dimensional ist. Wenn wir zeigen, daB U noch so gewahlt werden kann, 
daB fiir jedes z¢ U -\ A gilt: d(z) < d(z), so ist der Satz bewiesen, da in U gilt: 
r(z) = s—d@2). 

Angenommen, U kénnte fiir einen Punkt z¢ A nicht so gewahlit werden. 
Dann giibe es eine gegen z konvergierende Folge 2") ¢ U r\ A, so daB stets gilt: 
d(zx™) > d(z), dabei sei U irgendeine hinreichend kleine Umgebung von z. 
Es seien F und F, in U irreduzible Komponenten der Fasern g~'(q(z)) und 
q-*(q(2™)), so daB gilt: z ¢ F, 2 ¢ F,. Wir diirfen annehmen, daB alle Mengen 
F,, von derselben Dimension d > d(z) sind. Die Vereinigung M simtlicher 
Mengen F,, ist eine analytische Menge in U —F ; denn zu jedem Punkt z ¢ U —F 
kann man offenbar eine Umgebung V C U — F finden, so daB nur endlich viele F,,, 
in V eindringen. M ist rein d-dimensional. Da F rein-dimensional von der Di- 
mension d(z) ist und d(z) kleiner als d ist, so folgt aus Satz 10, daB die abge- 
schlossene Hille M von M in U eine analytische Menge in U ist. Das ist 
jedoch nicht méglich, denn MW miBte in beliebiger Nahe von z stets aus ab- 
zihlbar unendlich vielen irreduziblen Komponenten bestehen, was bekanntlich 
nicht sein kann. Es gibt mithin ein U von der verlangten Art; Satz 16 ist be- 
wiesen. 

2. Ist m eine natiirliche Zahl, so sei A (m) die Menge aller derjenigen Punkte 
z € A, in denen der lokale Rang von qg héchstens gleich m ist: 


A(m) = {z;z€ A, r(z) S m}. 
Es gilt: 

Satz 17: Ist A eine analytische Menge im kartesischen Produkt X x Y 
zweier komplexer Raiume, die in der Umgebung eines jeden Punktes z ¢ A rein- 
dimensional ist, so ist fiir jede natiirliche Zahl m die Menge A(m) eine analyti- 
sche Menge in X x Y. 

Beweis: Die Menge A (m) ist abgeschlossen in X x Y. Ist naémlich z ¢ X x Y 
ein Konvergenzpunkt einer Folge 2) ¢ A(m), so gilt sicher z €¢ A, da A abge- 
schlossen ist. Da A in der Umgebung von z rein-dimensional ist, folgt aus 
Satz 16, daB fiir Punkte 2 ¢ A, die hinreichend nahe bei z liegen, gilt : r(z) = r(z). 
Also gilt auch fiir geniigend groBe n: r(z) S r(z™) S m, d. hh. z € A(m). 

Es bleibt zu zeigen, daB A(m) in jedem Punkte (x, y) ¢ A(m) eine analyti- 
sche Menge ist. 

Ist in einer vollen Umgebung von (2, y) der Rang von g nirgends gréBer als 
m, so ist das trivial; man darf daher annehmen, daB es in beliebiger Nahe von 
(x, y) Punkte auf A gibt, in denen der Rang von g gréBer als m ist. Weiter 
darf m = 1 vorausgesetzt werden; denn die Menge A(0) ist sicher in (2, y) 
analytisch, da sie mit gewissen der Komponenten von A, in die A in (2, y) 
zerfallt, iibereinstimmt. 

13) Vgl. zu diesem Satz auch [1], Exp. XIV, wo Satz 16 fiir die Faserdimension for- 


muliert und bewiesen ist. Wir haben hier der Vollstandigkeit halber den dort gefiihrten 
Beweis wiedergegeben. 
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Wir wahlen auf X und Y Karten (U, y) und (V, ~) mit xe U, ye V; 
dann sind y(U) bzw. o(V) analytische Mengen in Gebieten G, bzw. G, eines 
C™: baw. C+; wx (A) ist eine analytische Menge in G,xG,. Wir kénnen U 
und V so klein wihlen, da8 A = y x p(A) eine rein-dimensionale analytische 
Menge — etwa von der Dimension s — ist. 

Wir betrachten nun die Mengen A(m), die wir beziiglich der Projektion 
von A in G, definiert denken. Wenn wir zeigen, daB A(m) fiir jedes natiirliche 
m eine in G,xG, analytische Menge ist, so ist offenbar auch A(m) jeweils 
eine analytische Menge in U x V. 

Wir fiihren vollstaéndige Induktion nach der Dimension s von A. Fir 
s=0 ist die Behauptung trivial, denn dann besteht A nur aus isolierten 
Punkten, so da8 saimtliche zu untersuchenden Mengen A(m) ebenfalls aus 
diesen Punkten bestehen. Die Behauptung sei fiir alle in G, x G, reindimen- 
sionalen analytischen Mengen, deren Dimension nicht gréBer als s — 1 ist, 
bewiesen. b 

Sind y,, . . ., yy, Koordinaten in C™*, so wird die Projektion g von A in G, 
beschrieben durch die auf A holomorphen Funktionen y,= /,(a), 7 = 1,..., 9, 
die jeweils einem Punkt a ¢ A seine y,-Koordinaten zuordnen. Ist A, irgend- 
eine in G, x G@, irreduzible und also sicher reindimensionale Komponente von A, 
so ist in jedem uniformisierbaren Punkt von A. , der Rang des Funktionen- 
systems f,,...,/y, definiert; nach Satz 12 wissen wir, daB die beziiglich 
G, x G, gebildete abgeschlossene Hiilie der Gesamtheit aller uniformisierbaren 
Punkte von Ay in denen dieser Rang nicht maximal ist, eine in G, x G, analyti- 
sche Menge B, ist. Dieselbe ist, da A, , irreduzibel in G, x G, ist, in jedem ihrer 
Punkte héchstens (s — 1)-dimensional. Die Vereinigung aller dieser Mengen B, 
ist dann offensichtlich auch eine in G, x G, analytische, héchstens (s — 1)-dimen- 
sionale Menge B. Die Menge der nichtgewéhnlichen Punkte von A ist, wenn 
U und V hinreichend klein sind, nach 1.4. in einer in G, x G, analytischen, 
héchstens (s — 1)-dimensionalen Menge C enthalten. -Wir betrachten nun 
zunachst die rein s-dimensionale analytische Menge A auBerhalb der héchstens 
(s — 1)-dimensionalen analytischen Menge D’= BWC. In jedem Punkt 
ae A—D?’ ist der Rang von q maximal, denn er stimmt, wie man sofort 
durch gelaufige Determinantenbetrachtungen einsieht, in jedem dieser Punkte 
mit dem Rang des Funktionensystems f,, . . ., fy, tiberein. Da nun oben an- 
genommen werden konnte, daB es in beliebiger Nahe von a Punkte auf A gibt, 
in denen der Rang von q gréBer als m ist, so folgt, daB die Menge A (m) in der 
Menge D’ enthalten ist. : 

Wir kénnen, wenn die Gebiete G,,G, und dementsprechend die Um- 
gebungen U, V hinreichend klein gewihlt werden, die Menge D’ einbetten in 
eine in G, x G, rein (s — 1)-dimensionale analytische Menge D, die in A ent- 
halten ist. Dann gilt auch A (m) C D. Auf die Menge D trifft nun die Induktions- 
voraussetzung zu. daher sind die Mengen D(m), die beziiglich der Projektion ¢ 

















von D in G, zu bilden sind, fiir jede natiirliche Zah] m analytische Mengen in 
G, x G,. Wir zeigen nun A(m) = D(m— 1), womit dann der Satz bewiesen ist. 

In der Tat! Zunichst gehért jeder Punkt a¢ D(m—1) zu A(m). Ist 
naimlich der Rang von q beziiglich D in a héchstens (m — 1), so ist die Faser 
von qg beziiglich D in a mindestens von der Dimension (s — 1) — (m— 1) 
= s—m. Dann ist aber erst recht die Faser von g beziiglich A in a mindestens 
(s — m)-dimensional; daher. kann der Rang von q beziiglich A in a héchstens 
m sein, woraus folgt: a € A(m). 

Sei umgekehrt a ¢ A (m). Dann gibt es eine irreduzible Komponente F’ 
der Faser von g beziiglich A durch a, die mindestens (s — m)-dimensional ist. 
Alle Punkte von F’ gehéren zu A(m), daher gilt: F’C D. Mithin gehért F’ 
auch zur Faser von q beziiglich D durch a; dieselbe ist also mindestens (s — m)- 
dimensional. Dann kann aber der Rang von q beziiglich D in a héchstens 
(s — 1— (s— m)) = m—1 sein. Also gilt: a¢ D(m— 1). — Satz 17 ist be- 
wiesen. 

Ist der lokale Rang von q auf A beschriankt und ist etwa r, das Maximum 
dieses lokalen Ranges, so kann man einen Punkt z¢ A eine Entartungsstelle 
von q beziiglich A nennen, wenn der lokale Rang von gq beziiglich A in z kleiner 
als r, ist. Dann ist in Satz 17 insbesondere enthalten: 

Die Gesamtheit der Entartungsstellen der Projektion q einer analytischen 
Menge A ist eine analytische Menge. 

Man wird die Projektion g von A in Y nirgends entartet nennen, wenn der 
lokale Rang von g in allen Punkten von A derselbe ist. 

3. Wir kommen nun zum Hauptsatz dieser Arbeit. In § 6 haben wir — 
um in der jetzt méglichen Terminologie zu sprechen — den Fall betrachtet, 
daB die Projektion g nirgends entartet ist. Wir werden im folgenden zeigen, 
daB sich der Allgemeinfall unter Benutzung von Satz 10 und Satz 17 auf 
diesen Fall zuriickfiihren 1a8t. 

Satz 18: Es sei A eine analytische Menge im kartesischen Produkt X x ¥ 
zweier komplexer Riume X, Y. Zu jedem Punkt y € ats A) gebe es eine Umgebung 
W (y) und eine relativ-kompakt in X liegende Menge X,, so da jede irreduzible 
Komponente einer jeden Faser von q iiber einem Punkt von q(A)\ W(y) Punkte 
mit X, gemeinsam hat. Dann ist q(A) eine lokal-analytische Menge in Y. Ist r 
der Rang von q beziiglich A, so ist q(A) rein r-dimensional. 

Beweis: Es sei y€q(A) ein beliebiger Punkt. Wir wihlen eine relativ. 
kompakt in Y liegende, in W(y) enthaltene Umgebung V (y) und eine offene, 
relativ-kompakt in X liegende Menge Xj, derart, daB X, relativ-kompakt in X, 
liegt. Wir betrachten die in X}, x V (y) analytische Menge A=A (X; x V(y)). 
Die Projektion von A in V(y) stimmt mit der Menge g(A)/~ V (y) tiberein, 
da alle Fasern von gq beziiglich A itiber den Punkten von g(A)™ V (y) wegen 
V(y)C W(y) im X, eindringen. Wir kénnen uns mithin darauf beschrinken, 


an Stelle der Menge A und ihrer Projektion in Y die Menge A und ihre Pro- 
jektion in V (y) zu betrachten. 
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Es gibt. da A relativ-kompakt in X x Y liegt, eine natiirliche Zahl s, so 
daB fiir jeden Punkt z ¢ A gilt: d,(A) = s. Wir denken uns s minimal gewahlt 
und fiihren vollstandige Induktion nach s. Der Induktionsbeginn s = 0 ist 
klar, denn dann besteht A und folglich auch die Projektion von A in V(y) 
nur aus endlich vielen Punkten. 

Wir nehmen zunachst an, daB A eine irreduzible s-dimensionale analytische 
Menge ist. Die Menge A* aller derjenigen Punkte von A, in denen die Pro- 
jektion g von Ain V( y) entartet ist, ist nach Satz 17 eine analytische Menge in 
X‘, x V(y); dieselbe ist héchstens (s — 1)-dimensional. Jede irreduzible Kom- 
ponente einer Faser von q beziiglich A* tiber einem Punkt y ¢ q(A) V(y) 
stimmt mit einer Komponente der entsprechenden Faser von q beziiglich A 
iiberein; daher dringt auch jede Faserkomponente von q beziiglich A* in X, 
ein. Mithin gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine Umgebung V* von 
y(V* Cc V(y)), so daB N*- q(A*) > V eine analytische Menge in V* ist. Ist r 
der globale Rang von q auf A. so ist der Rang von q beziiglich A* in jedem 
Punkt z ¢ A* héchstens + — 2, denn A* ist héchstens (s — 1)-dimensional und 
die Dimension der Fasern von q beziiglich A* ist stets um mindestens | gr6éBer 
als die minimale Dimension der Fasern von q beziiglich A. Daher ist N*, wie 
sich ebenfalls aus der Induktionsvoraussetzung ergibt, eine héchstens (7 —2)- 
dimensionale analytische Menge in V*. 

Wir betrachten nun in X}, x (V*— N*) die rein s-dimensionale analytische 
Menge A’= AN (Xi, x (V*— N*)). Die Projektion von A’ in V*—N® ist 
nirgends entartet und vom Range r; daher gibt es nach Satz 15, da jede Faser 
von q beziiglich A’ in X, eindringt, eme Umgebung V’ von y(V’ Cc V*), so dab 
die Projektion NV’ von A’ in V’'—V' A N* eine rein r-dimensionale analytische 
Menge in V’— V’ - N* ist. Nach Satz 10 ist nun die abgeschlossene Hiille N’ 
von N’ in V’ eine rein y-dimensionale analytische Menge in V’. Nun gilt 
aber offenbar N’= q(A)/\ V’, so daB Satz 18 fiir irreduzible s-dimensionale 
analytische Mengen A bewiesen ist. 

Ist A rein s-dimensional, so kann man den soeben durchgefiihrten SchluB 
fiir jede irreduzible Komponente von A durchfithren. Da A relativ-kompakt 
in X x ¥ liegt, gibt es nur endlich viele solche Komponenten. Daher ist auch 
in diesem Falle die Menge q(A) (\ V’ eine analytische Menge in V’; dieselbe 
ist rein r-dimensional, wenn q auf A vom Range r schlechthin ist. 

Sei nun A nicht rein s-dimensional. Dann ist 4 die Vereinigung zweier 
analytischer Mengen A, » Ay von denen A, héchstens (s — 1)-dimensional und A, 
rein s-dimensional ist. Nach dem bereits bewiesenen ist sowohl die Projektion 
von A, als auch von A, in der Nahe von y eine analytische Menge, die rein 
r-dimensional ist, wenn g vom Range + ist. Daher ist auch die Projektion 
von A selbst eine solche Menge. — Satz 18 ist bewiesen *). 


14) Man beachte, daB in Satz 18 nicht (wie in Satz 15) nur verlangt wird, daB jede 
Faser von q iiber einem Punkt von g(A)/ W(y) in X, eindringen soll, sondern daB dariiber 
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Bemerkung: Macht man in Satz 18 die (stirkere) Voraussetzung, dap eine 
relativ-kompakt in X liegende Menge X' existiert, derart, daB jede irreduzible 
Komponente einer jeden Faser von q beziiglich A in X' eindringt, so ist die Menge 
q(A) eine analytische (rein r-dimensionale) Menge in Y. 

In diesem Fall ist nimlich, wie man sofort iiberlegt, g(A) abgeschlossen 
in ¥. 

Aus der soeben gemachten Bemerkung folgt 

Satz 19: Ist A eine kompakte analytische Menge im kartesischen Produkt 
Xx Y zweier komplexer Riume X, Y, so sind die Projektionen von A in X 
und in Y kompakte analytische Mengen in X und in Y. Ist r' bzw. r der Rang 
der Projektion p bzw. q von A in X bzw. in Y, so ist p(A) bzw. q(A) rein r’- 
haw. rein r-dimensional. 

Jede irreduzible Komponente jeder Faser von p bzw. q beziiglich A iiber 
einem Punkt von p(A) bzw. qg(A) dringt naimlich in die kompakte Menge 
q(A)C Y¥ baw. p(A)CX ein. 

Weiter ergibt sich (unter Benutzung des Satzes von Cuow) sofort: 

Satz 20: Ist A eine analytische Menge im kartesischen Produkt X x Y zweie: 
komplexer Raume und ist X kompakt, so ist die Projektion von A in Y eine ana- 
lytische Menge in Y. Ist r der Rang von q beziiglich A, so ist q(A) rein r-dimen- 
sional. Ist Y ein mehrfach-projektiver Raum, so ist q(A) eine algebraische 
Menge"). 

In diesem letzten Satze sind offensichtlich die Resultate der klassischen 
Eliminationstheorie fiir mehrfach projektive Riume (vgl. Einleitung) enthalten. 
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hinaus sogar jede irreduzible Faserkomponente diese Eigenschaft haben soll. Die schwa- 
chere Forderung des Satzes 15 reicht bei dem hier gegebenen Beweis nicht aus, weil man 
nicht weiB, ob die Fasern, die beziiglich der Projektion der Entartungsmenge A* gebildet 
werden, stets in X, eindringen. Daher ware kein Induktionsschlu8 méglich. 

15) Fiir den Fall, daB X der n-dimensionale Raum der Funktionentheorie und Y ein 
Gebiet des C” ist, findet sich eine Teilaussage dieses Satzes bei W. Tamm: Uber die Null- 
stellenmengen von Polynomidealen iiber dem Potenzreihenring. J. reine u. angew. 
Math. 198, 183—208 (1954). 
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Das Problem von Cauchy in der mehrdimensionalen 
Differentialgeometrie 
I. Zur isometrischen Einbettung und Verbiegung von Riemannschen Riumen 
Von 
Kurt Letcutweiss in Freiburg i. Br. 


§ 1. Einleitung 


Trotz der groBen Fortschritte der mehrdimensionalen Differentialgeometrie 
zu Anfang dieses Jahrhunderts hat man sich relativ wenig um Existenz- und 
Eindeutigkeitsfragen gekiimmert. Die einzig wesentlichen Ergebnisse in 
dieser Richtung stammen von E. Cartan und C. Burstry. Cartan gelang es 
1927, eine alte Vermutung ScHLAFLIs iiber die lokale, isometrische Einbett- 
barkeit eines Riemannschen Raums von m Dimensionen R,, in einen euklidi- 


aint. 1) dimensionalen Raum E m(m+1) Zum ersten Male vollstandig 


2 
zu beweisen, wihrend Burstin 1931 sogar die isometrische Einbettbarkeit 
von R,, in einen mnt) dimensionalen Riemannschen Raum zeigen konnte. 
Dariiber hinaus wies Burstin die stetige Verbiegbarkeit des R,, in dem Ein- 
bettungsraum £ ,, (m+,) fair den Fall nach, da8 R,, hinreichend ,,uneben* 


2 


schen, 


im E mim+1) liegt. 


2 

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Resultate CarTans und Burstins 
auf eine methodisch neue Weise herzuleiten und sie gleichzeitig zu erweitern, 
indem nicht — wie bei Burstrxn — beliebige stetige Verbiegungen, sondern 
speziell analytische Verbiegungen untersucht werden. NaturgemaB liegt die 
Hauptschwierigkeit bei den erforderlichen Uberlegungen in der Uniibersicht- 
lichkeit und Vielfalt der auftretenden Ableitungsgleichungen und deren Inte- 
grierbarkeitsbedingungen. Die Integration dieser partiellen Differential- 
gleichungen 14Bt sich aber trotzdem durchfiihren, wenn man einer Idee 
H. Weyts folgend beachtet, daB gewissermaBen schon ein Teil der Integrier- 
barkeitsbedingungen fiir die Lésbarkeit der Ableitungsgleichungen hinreicht 
(Hilfssatz 2). Dieser Teil kann aber in allen Fallen durch Zuriickfiihrung auf 
den Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Caucny-KowaLEwskI integriert 
werden, und auf diese Weise gelangt man u. a. zu folgenden Ergebnissen: 

Jede m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit analytischer Riemannscher 


Metrik 148t sich in einen (m+ 0) | dimensionalen Raum R a (m+ 1) mit ana- 


2 
lytischer Riemannscher Metrik lokal, analytisch und isometrisch einbetten 
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(Satz 1) und, wenn sie keine Flachpunkte besitzt, dort sogar analytisch ver- 
biegen (Satz 4). Zwei derartige m-dimensionale, flachpunktfreie, isometrische 
Mannigfaltigkeiten im R,, (n >= im ty) kénnen stets ineinander analytisch 
verbogen werden (Satz 5), wihrend ein entsprechendes Resultat fir 
n= oer! nur in abgeschwiachter Form richtig ist (Satz 6). 

Um den Satz von Caucny-KowaLEwskKI anwenden zu kénnen, werden 
alle Existenz- und Eindeutigkeitssitze unter Voraussetzung der Analytizitat 
der in Frage kommenden Mannigfaltigkeiten bewiesen. Dies bedeutet natiir- 
lich eine Einschrankung, sie wird aber durch die Allgemeinheit der erzielten 
Resultate gerechtfertigt. In formaler Hinsicht wird nicht die von Cartan 
eingefihrte Symbolik der alternierenden Differentialformen, sondern die 
klassische Tensorschreibweise benutzt, um die geometrische Formulierung der 
analytisch gewonnenen Aussagen zu erleichtern. Es sei noch besonders darauf 
hingewiesen, daB alle in dieser Arbeit auftretenden Mannigfaltigkeiten reell 
sind. 

Beziiglich der Bezeichnungsweise ist zu erwihnen, daB die Indizes a, b, c, 
d,... immer von | bis m und die Indizes i,j, k,l,... von 1 bis  laufen. 
Nach ErysTEtn ist iiber gleiche oben und unten stehende Indizes zu summieren. 
Eine Matrix wird durch EinschlieBung in runde Klammern und eine Deter- 
minante durch EinschlieBung in vertikale Doppelstriche gekennzeichnet. 


§ 2. Hilfssitze 


An die Spitze unserer Betrachtungen stellen wir den Satz von Cavcuy- 
Kowa.ewski, auf, welchen wir siamtliche Anfangswertprobleme in der 
mehrdimensionalen Differentialgeometrie zuriickfihren werden. Er 
lautet :1) 

Sind /, (ui, ...,w"~*) im Nullpunkt analytische Funktionen .mit 

a 


t+-.-+f 
1 m1 
é i 


(ut) +* -(au™—1)'m we ( 





0,...,90 =e 


m 
(20, Ze*tee, GEr.~1); «8%... r) 
a=1 
ate 
wnt, stall -woter die Sulit. Flat, — eae sk im Punkt 
a (8 urj*-* (Aum 
(9, we + 05 Ge, tum ) analytisch (8 = 1,2,...,p), so hat das partielle Diffe- 
rentialgleichungssystem : 








aa A 
D! =F a - 2 I 
(au™)"a 4 a (. (aut)*""(aumy'm ( ) 
m ° 
(1.20: 3 t= tsr, tasr—l; a B=1,2,.. 92) 
a=1 B - 6 





1) Ein Beweis dieses Satzes findet sich bei [1] 8. 633 
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in der Umgebung des Nullpunkts eine und nur eine im Nullpunkt analytische 
Lésung g = ¢(u*), welche den Anfangsbedingungen 
a a 


t 
~~ 


(Ostisr,—1; 2=—1,2,...,p) 
genigt. 
Dieser Satz laBt sich leicht in folgender Weise verallgemeinern : 
Hiangen die Anfangsfunktionen /,| und die Funktionen F auBer von 


den angegebenen Argumenten noch von dem Parameter ¢ im Punkt (I’) 
t= 0 analytisch ab, so gilt entsprechendes fiir die Lésungen 9. 


Um dies einzusehen, brauchen wir nur in (I) den Bereich der unabhingigen 
Variablen um die Variable ¢ zu erweitern. 

Zur Anwendung des Satzes von CaucHy-KOWALEWSKI auf unsere Probleme 
ben6tigen wir zunichst einige Hilfssitze. 

Hilfssatz 1. 

Es seien y(u*) im Nullpunkt analytische Funktionen mit wy (0) = 4, und 


die Funktionen G, (u®, y) seien in (0, .. ., 0; a) analytisch (a, 8 = 1, 2,..., p). 


Dann gilt fiir die Funktionen 
oy 
(2.1) A, (u”)= r= 3 (u’)—G, (u’, p(w’) 
3 
und 
0G, aGs 
3a b(u*) = —* 5 (ue, p(u’))— = (wu, p(u*)) + 

(2.2) * aa OH YO) — gue OH yo") 

p 0Gq p aG 
+ EE (ws, p(w) Gy (ws, plus) — 3 GE (us, plus) Ga (we, plu) 

-1 °¥ r) ? 8 y= °Y B ? 8 


in einer Umgebung des Nullpunkts: 
OAa 
x Gye (“) =0 mod (2a (u*), A, (u*), Sap (u*)) 
(2.3) und 
OSan 
lab. e} auc (u*) = 0 mod (2a (u4), %, (w*), A. (u*), 5.y(w*). 5, (u*), Seq (u*)) “ 
Hierbei bedeutet (a, b) bzw. [a, b, c], daB iiber alle Permutationen von a, b 
bzw. tiber alle geraden Permutationen von a, b,c (d.h. iiber alle zyklischen 
Vertauschungen von a, b, c) algebraisch zu summieren ist (analog wie bei der 
Definition einer Determinante aus ihren Elementen). Mit der Schreibweise 
,.& 0 mod (.. . ) soll gesagt werden, daB die Funktionen auf der linken Seite 
der Gln. (2.3) sich linear homogen aus den rechts stehenden Funktionen mit 
im Nullpunkt analytischen Funktionen von u, als Koeffizienten ausdriicken 
lassen. 
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i — ) 


Beweis. Es ist 


a%e aGa aGa 0G, (# 
a): —ain ds Se 5 616. @ 
aoe of .. ite " fe a y aun? 
=—Fa-— 2 Say % 
a,b) B +4 
und 
y Bar a 0Ga aG, #4, 
b Y += ~- {ut 4 5-8 @ |. ene 
[abe OM xe due | au? ra 7 ) es & au?dut 
Ga Ga Ga 
+ 229 aw oy Get Oe Fu autoy § Got eee yay G. Gy + 





aGa 2G» a 2G, ( oy 
+ - -~G 4+ $* $* 2 —— 
A> ty var a ~ G, y ya au? dy auc G +. 
B 











™ “P6 ( ) Ge a ) 
thee 7% Go \aue — $e +222 “oy ay \aue” G. 

“<a 
= eee oy Boe + 

Ga Ge 8G_ 8G 
aie +2 apay 9 2 iy ty lp. 
da ; 
beth tell #0. aCe 


((a, 6, c) bedeutet hier, daB iiber alle Permutationen von a, b, c algebraisch 
zu summieren ist). w. z. b. w. 


Hilfssatz 2 
a) Notwendige Bedingungen dafiir, dali die im Nullpunkt analytischen 
Funktionen y (u*) mit den Anfangswerten yO, . ., 0) = g in der Umgebung 


des Nullpunkts Lésungen des Systems partieller Difterentisigleichungen 


oy 
(2.5) Pt — G, (“¥) =0 (ls a, Bs p) 


und der Bedingungsgleichungen: 
(2.6) F (**. y) = (isd 4q) 
. 8 


bei als bekannt vorausgesetzten, im Punkt (0,.. ., 0. q) analytischen Funk- 
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tionen G, und K sind; ist: 
, A, (ue) =0 
(2.7) Sa» (u*) =0 2) 
und 
Bw) = K (u*, p(w’) - 
b) Hinreichend ist dafiir jedoch schon das Bestehen folgender schwicherer 
Beziehungen fiir die u* aus einer Umgebung des Nullpunktes: 
(2.8) Y,-(wt,...,u™,0...0)=0 mod (2 (ul, ..., wu’, 0... 0), 
Se” (ui, ee um, 0... 0)), 
Sa”m' (ui, ..., u™, 0...0)=0 mod (Ay (u, aeee.. A 
Serar(ut, .- um, 0... 0)) 


und 
a3 


(2.9) BO...0) = 0,57 (wl, .. w™’,0...0)= 0 mod (B(w,..., u™, 
0...0)), 
(l <a", b",c",d"<m'—1,1 <4, B, y<p,1<6,e5¢,1 5 m'<m) 


wo die Koeffizienten der Linearkombinationen der Kongruenzen im Nullpunkt 
analytische Funktionen von w’,. . ., u™ sind. 
e) Das System (2.5), (2.6) besitzt bei Vorgabe der Anfangswerte y (0, . . .,0) 


= g héchstens eine im Nullpunkt analytische Lésung y (u‘). 

Im einzelnen werden wir noch folgendes beweisen : 

d) Geniigen fiir ein festes m’(1 < m’s m) die im Nullpunkt analytischen 
Funktionen y(u',...,u™,0...0) in einer Umgebung des Nullpunkts den 

B 
Anfangsbedingungen: %,.(w!,...,w™-1,0...0)=0 und den Kongruenzen 
a ! 
(2.8), so gilt daselbst auch: AM,-(u',...,.u",0...0)=0 (lsa”<m'—1; 
lsa’sm’). Genigen dagegen die y(u',...,u™,0...0) den Anfangs- 
B 

bedingungen: B(u', .. ., ee 0...0)=0 und den Kongruenzen (2.9), so 
folgt: B(u', . ..u™,0...0)= 

e) Jede im Nullpunkt ainint Lésung y (ut, . .u™,0...0) von 

ov 

Tum 
ist debt ihre Anfangswerte fiir un =0 eindeutig bestimmt. 

Beweis. a) Ist y(u*) Lésung von (2.5) und (2.6), so folgt aus der Definition 
von %,(u*) (Gl. (2.1)], der Definition von B(u*) und aus (2.4): 2,(u*°) = 0 
Fap(ue) = 0 und  (w*) =0 


7 — On (ul, ...,u™, 0. ‘a. =0 und ee, - ..,¥™,0...0; p)=0 


Y 





2) Wegen der Definition von %(u*) und Sq» (u°) siche Hilfssatz 1. 
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b) Angenommen, es seien y(u°) im Nullpunkt analytische Funktionen, fir 
welche (2.8) und (2.9) gilt. Dann folgt aus (2.8) fiir m’= 1: %,(w!,0...0)=0 
und aus (2.9) ergibt sich: 

az | 
B(0,..., 0) = 0; 527 (w,0....0) & 0 mod (Blut, 0...0)), d.h.B(ut,0...0)=0. 


Wenn wir nun noch Teil d) von Hilfssatz 2 unabhingig von Teil b) be- 
wiesen haben aaa ergibt sich durch vollstandige Induktion nach m’ in 
der Tat 





a(u »+-U™) =O und B(u', oy U™) = 
c) (2.5) besitzt héchstens eine Lésung py (u*) mit y(0...0) = a, wie durch 
a a 

sukzessive Anwendung des (unabhingig von Teil c) bewiesen werdenden) 
Teils e) von Hilfssatz 2 sofort folgt. 

d) Wir nehmen nun an, y(wu',..., u™,0...0) geniige den Bedingungen 

a 

(2.10) Age (ut, . - - u™-1,0...0)=0 
Dann ist wegen (2.4) auch 
(2.11) Barer (wt, ...,u™-1,0...0) = 0 


Weiter ergeben die Beziehungen (2.3) von Hilfssatz 1, angewandt fiir a = a”, 
b =m’ bzw. fir a =a”, b = 6”, c= m’ mit den eS: (2.8) in einer 


Umgebung des Nullpunkts identisch in u!,.. :, u™: 
ae adere” 
_—_ (24) & 0 mod (- shar Sere: ar 
(2.12) 2 oA%e” dM ote~ e” odav"e” 
Gun” (Jaro) = 0 mod (2. Bue aw? Jere aya - gr] 


(1 < a”, b”, c”’, c%, gr", ad”, d’”, a e”, cs v's m'— 1; 
lsa, B, Bf’, BY. y. v', v’S P)- 


Die Gln. (2.12) sind so zu verstehen, daB in ihnen identisch u™ +! = --- = u™=0 
gesetzt ist. Die Koeffizienten der Linearkombinationen der Kongruenzen in 
(2.12) sind wegen der Analytizitaét entsprechender Koeffizienten bei den Kon- 
gruenzen (2.3) im Nullpunkt analytische Funktionen von w',...,u™. Das 
System (2.12) ist also schon von der Form (I) und besitzt deshalb wegen der 
Anfangsbedingungen (2.10) und (2.11) als einzige, im Nullpunkt analytische 
Lésung nur: Y,-(w',...,u™,0...0)= 0 und B,..(u',...,u™,0...0)=0 
Nach (2.8) ist aber dann auch Y,,(w',...,u™,0...0)=0, dh. es gilt: 
A,-(uwt,...,u™,0...0)=0 (lsa’sm). Aus B (u?,..., u™-1,0...0) =0 
und den Kongruenzen’' (2.9) folgt schlieBlich B(u', .. 4™,0...0) = 0, wo- 
mit d) vollstandig bewiesen ist. 
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e) Hier ergibt sich der Beweis unmittelbar aus (I), w.z.b.w. 
Hilfssatz 2 wurde in dem Spezialfall, daB keine Bedingungsgleichungen 
auftreten und daB die hinreichenden Bedingungen die Gestalt: 
A. (u,...,u™,0...0)=0 
Tam (ut,...,u™,0...0)=0 
annehmen, unter schwacheren Differenzierbarkeitsvoraussetzungen schon von 
H. Weyt*) bewiesen. 
Korollar von Hilfssatz 2 


Notwendig und hinreichend fiir die allgemeine Lésbarkeit des Systems von 
Ableitungsgleichungen 
av 
pa s C b 
(2.13) = ~ Gol )p 
(p=(y'); lsisn1lsdstd sn) 


mit bekannten, einmal stetig differenzierbaren Koeffizienten La ist das Be- 
stehen der Integrabilitatsbedingungen 


(a,b) 

Die Gin. (2.14) sind nimlich fir linear unabhangige Vektorfunktionen p(u*) 
iquivalent mit den Bedingungen Sop (u*) = 5 jab(u*) = 0, wie eine leichte 
Rechnung ergibt, so daB diese Bedingungen also nach Hilfssatz 2 als not- 
wendig erkannt sind. Definieren wir umgekehrt p(u*) durch die Bedingungen 
(0) = g(q = beliebig) und 2 m' (ut, ..44U™,0...0)=0 (lSm'sm) nach 
dem Existenzsatz fiir Systeme gewéhnlicher Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, so sind diese Vektoren wegen (2.14) und Hilfssatz 2 Lésungen von (2.13)*). 

Aus dem damit bewiesenen Korollar von Hilfssatz 2 folgt, auf die Ab- 
leitungsgleichungen der Flachentheorie angewandt, der Satz von Bonnet iiber 


die Bestimmung einer Flaiche durch ihre erste und zweite Grundform. 
Hilfssatz 35) 


Haben die einmal stetig differenzierbaren Vektorfelder p(u*) (A= 1,2,...,A9) 
die Eigenschaft, daB simtliche Ableitungen der Vektoren » sich aus diesen 


Vektoren mit stetigen Koeffizienten linear homogen kombinieren lassen, so 
liegen die p (us) in demjenigen linearen Raum, welcher von den Vektoren (0) 


aufgespannt wird. Hiervon gilt auch in einer Umgebung des Nullpunkts die 
Umkehrung. 


Beweis: Seien vf(i = 1,...,) die Komponenten der p in bezug auf ein 


affines Koordinatensystem (z*) (i = 1, ...,), das speziell so gewiahlt werde, 


aC, dy 
(2.14) z(t (ut) + 3 au) Op wn) =0 (ISAusd). 








*) [2], S. 66—68. 

*) Eine leichte Nachrechnung zeigt, daB die Voraussetzungen von Hilfssatz 2 in diesem 
Fall auf die in dem Korollar angegebenen reduziert werden kénnen. 

5) Dieser Hilfssatz wird erst in den Fortsetzungen dieser Arbeit angewandt. 
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daB der von den Vektoren »(0) aufgespannte lineare Raum darin durch 
2® — 0(N,< N <n) ausgedriickt wird. Dann ist v* (0) = 0 und nach Voraus- 


setzung 
av¥ . 
zea (wt... 0,0... 0— J Colut,..., uO... .0) e%(ut..., wm’, 0... 0), 


=i 4M 
(lsASA; NoS Nn; 1 Sm'sm) 


woraus durch sukzessive Anwendung des Eindeutigkeitssatzes iiber Systeme 
gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung wegen der Stetigkeit der 
C. (u*)= 0 und damit die eine Behauptung von Hilfssatz 3 folgt. Die 
“ 


Umkehrung davon ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, daB alle linear 
unabhangigen » (0) der p(0) sich in einer Umgebung des Nullpunkts aus den 


p(u*) linear kombinieren lassen. w.z.b.w. 


§ 3. Die isometrische Einbettung von Riemannschen Réiumen 
in Riemannsche Réume héherer Dimension 


Eines der bekanntesten Anfangswertprobleme in der mehrdimensionalen 
Differentialgeometrie ist das Problem der isometrischen Einbettung einer 
Mannigfaltigkeit R,, mit Riemannscher Metrik in einen euklidischen Raum 
E,,, d.h. das Problem, alle m-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des Z,, 
mit vorgegebener erster Grundform zu bestimmen. Es wurde zuerst von 
Darsoux fiir m = 2 und n = 3 gelést*), und ScHLAFLi vermutete, daB sich 


ganz allgemein jeder analytische R,, lokal isometrisch in einen EZ, mit 


> aint I einbetten l48t. Janet [5] gab den ersten unvollstindigen und 


F. Cartan [6] den ersten exakten Beweis fiir diese Vermutung, worauf 
Bursttn [7] zeigte, daB ein entsprechender Satz statt fiir den Z, auch fiir 
einen beliebigen, n-dimensionaien, Riemannschen Raum A, gilt. Wir wollen 
nun unabhangig von Burstin durch Zuriickfiihrung auf den Satz von Cavcuy- 
KOwALEWSKI mittels unserer in § 2 angefiihrten Hilfssitze diesen Satz be- 
weisen, welcher, genau formuliert, folgendermaBen lautet : 

Satz 1 

Vor.: R,, sei eine Mannigfaltigkeit der Dimension m mit den lokalen Ko- 
ordinaten (u!,...,u™) und einer durch den im Nullpunkt P, analytischen 
MaBtensor g,,(u°) aufgeprigten, Riemannschen (positiv definiten) Metrik. 
m(m + 1) 

2 


Ebenso sei R, mit n= eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit 


den lokalen Koordinaten (z',..., 2") und einer durch den (wieder im Null- 
punkt Q, analytischen) MaBtensor g,;(x*) gegebenen (positiv definiten) Metrik. 

Beh.: Dann léBt R,, sich derart lokal analytisch und isometrisch in 
R,, einbetten, daB die Nullpunkte von R,, und R, zusammenfallen; oder 
anders ausgedriickt: Es existieren im Nullpunkt analytische Funktionen 


8) Siehe dazu [3], 8. 253ff. sowie [4], S 263—264. 


30* 
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z‘(u*) mit 
z'(0) = 0, Rang (35 (0)) =m und 


azt az! 
9is(2* (u*)) Soa (u*) soe (u*) = Gan (u*). 
Beweis: Wir nehmen an, die Koordinaten u* von R,, seien im Nullpunkt 
lokal euklidisch, d. h. es gelte 
a 
(3.2) Jas (0) = 08, Gye (0) = 


“Out 
Wir kénnen dies ohne Einschrankung der Allgemeinheit tun, da sich (3.2) 
durch eine im Nullpunkt analytische Koordinatentransformation erreichen 
1aBt?), so daB also der MaBtensor des R,, in bezug auf die neuen Koordinaten 
wieder im Nullpunkt analytisch ist. Weiter bezeichnen wir mit R,,, die durch 
u™+1—_.--— y™= 0 gegebenen Untermannigfaltigkeiten von R,, (1 < m’< m). 
Nun la8t sich sicher die Kurve R, lokal analytisch und isometrisch derart 
in den R,, einbetten, daB P,= Q, zilt und R, in R, planar ist. Eine in den 
R,, durch die Gleichungen z‘= x‘(u*’) eingebettete Mannigfaltigkeit R,,, heiBt 
dabei in R,, ,,planar‘‘, wenn ihr Kriimmungsgebiet*) die maximal mégliche 
Dimension Min (" (e+?) ' n) besitzt oder 


(3.1) 


az! a at : Oak az! ’ “(m’+3 } 
Rang (525 (0), -gapegqer (0) + I5,(0) Fane (0) Fax (0)) = Min(-™S*9), n)oy 
(1 sa’, b’,c’<m’) 


ist. Wir nehmen als schon bewiesen an, daB R,,-_, lokal analytisch, planar 
und isometrisch in den R, mit P,= Q, eingebettet sei (2 < m’< m), und 
beweisen nun, daB sich diese Einbettung zu einer lokal analytischen, iso- 
metrischen und fiir m’< m wiederum planaren Einbettung der R,, in R,, 
erweitern l48t. Wenn wir dies gezeigt haben, ist nach dem Prinzip der 
vollstiindigen Induktion auch Satz 1 bewiesen. 

Zu diesem Zwecke fihren wir auf R,, die auf R,,_, bezogenen, geoditi- 
schen Parallelkoordinaten (p', .. ., p™) ein. Dabei bestimmen sich die Funk- 
tionen u® (p*’) (a’,b’= 1,..., m’) als Lésungen der partiellen Differential- 
gleichungen 
‘ uv’ au” 

(3.3) (ap™’)? _ Fe. (ut = ap™ i *) 


unter den Anfangsbedingungen 


(a’, b’, c’,d’= 1, m') 


(3.4) u®” (p!,..., p™-1, 0) = p®”, u™’ (pl, ..., p™ -1,0) = 0(a”= 1, 2,..., m’—1), 


und 

‘. , auv , 
(3.5) Yap’ (u* (p',..-.p af = , 0))- ap™ (p' serey DP pit 0) 5 (p,-. ie 0) = Os 

7) Siehe [8], S. 56 

*) Zur Definition des Kriimmungsgebiets vgl. [9], S. 153 

*) Wir bezeichnen die Christoffelsymbole erster Art von gj; bzw. ga’y’ mit I'jx,; bzw. 
Ig’ b’,c’ vud die entsprechenden Christoffelsymbole zweiter Art mit ri y baw. Tey 





' 
} 
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d. h. (nach (I)) als im Nullpunkt analytische Funktionen, und es gilt in diesen 
speziellen Koordinaten : 

, => a 2 au” U ’ Af " , 
(3.6) Jam (p?) = 8 (tev = ove we ; a’, b',c',d’=1,.. om’). 
Nun folgt aus (3.2) in Verbindung mit (3.4), (3.5): — (0) = 8% und (nach 
Differentiation von (3.5) sowie nach (3.3)) pi (0) = 0, es ist also wegen 
(3.2) und (3.6): 
(3.7) ev) = &%, FE O)-0 (I sa,¥,c'sm). 
In Zukunft lassen wir die Striche iiber Tensoren weg und denken die Tensoren 
als stets auf die speziellen Koordinaten p* bezogen™). Nach Induktions- 


voraussetzung ist R,-, mittels der im Nullpunkt analytischen Funktion 
x‘(p*’) im R,, isometrisch eingebettet, d. h. es gilt 


” dat ” az ”“” ” 
(3.8) 9: s(x* (p* )) Ope” (p° op (p* ) = Jar” (p* , 0) 
(1 < a. b”, e's  — 1) 
und diese Einbettung ist planar, d. h. der Rang der Matrix 
azt ” a 4 ” . ” ax* w, @ t ” 
(sar (" )s re (p* ) + Th,(2* (P* )) a par (P* rad (p° ) 
ist in der Umgebung des Nullpunkts wegen 


m'(m’ +1) 








r= aiet ) > “or = 1 gleich 3 : 
é fe 
Wir bestimmen nun zunichst durch Angabe von ae (p* ) einen ,,Strei en“ 
I durch die im R,, eingebettete R,,-_,. Zu diesem Zweck definieren wir durch 
D {ax at zt ; a2* aat , dat 
a De (ape) ap ap + Th ae opr — Mew ape 


eine kovariante Ableitung D des in bezug auf Koordinatentransformationen 
der x‘ kontravarianten und in bezug auf Koordinatentransformationen der p* 
kovarianten Tensors 
aa! aa 
9:5 ra pe a p’ 
s tri D 
ymmetrie von =, ay 


i 
: = 11). Wir finden durch kovariante Ableitung von 


= g,’» nach p* und einiger Umrechnung unter Benutzung der 
xt 
ap” 
Funktionen = (p*’) die Bedingungsgleichungen: 


), des Satzes von Ricci und (3.6) fiir die gesuchten 


1 09a" 

2 dpm’ 
10) Wir kénnen unseren Beweis auch mit allgemeineren speziellen Koordinaten fiihren, 

bei welchen nur (3.4) und (3.5), nicht aber (3.6) gilt, da im Verlauf dieses Beweises von 

(3.6) gar kein Gebrauch gemacht werden wird. 

M1) Vgl. [10], S. 154 ff. 


axi , ax* a2! \ az 
(3.10) 9:52) ( sera “+ Ti, (2") Op” apd” ) ope’ = a” b”,m’ = 
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neben den aus (3.6) folgenden Bedingungsgleichungen : 


(3.11) gis(2") $5 42 =Ga'm' =O" (1sa",b"<sm'—1,1<a’sm',lsr<n). 


Zur Vereinfachung dieser Gleichungen orthogonalisieren wir jetzt die uns 


schon bekannten, lokal analytischen, Sit) kontravarianten Vek- 
toren 

axt azt ” ” ’ 
(3.12) w on und y= mi + Then go> op” (1s6"’sa”"sm'—1) 


(¢ = Index der Vektorkomponenten), nachdem wir sie in irgendeiner Weise 
nach ihren Indizes a’’ bzw. Indexpaaren a’’b’’, oder wie wir im folgenden 


schreiben werden, Indizes o (0 a Se == ly mo) angeordnet 





haben. Da die Vektoren (3.12) wegen Rang (ws (pe ), ws (pe ")- a(ot 1) 


in der Umgebung des Nullpunkts linear unabhangig sind, lassen sich dieselben 
dann als folgende Linearkombinationen der orthogonalisierten, lokal analyti- 
schen Vektoren é und ef darstellen : 


: m’—1 ~1 my 

(3.13) w = 5 ay a’ é und wo! -s Cr s a Ogg e 

mit a,”¢"= @,= 0 fir a”< d", o<o und a. + ‘ a,,+9 (lsa’,d’<s 

< m'—1; m's 0,0 < m,). Wir erganzen nun das auf R,,-_, definierte, normierte 

Orthogonalsystem der Vektoren e', e‘ durch die Vektoren e‘(@ = m,+ 1, .. ., ) 
a” @ w 


zu einem vollstaéndigen, normierten, lokal analytischen Orthogonalsystem des 


ax! / a" 
R,,, setzen den noch unbekannten Vektor - im als Linearkombination 


m’—1 ' n 
"YS bee et ¥ , f+ LY be 
@”=1 @ = M,+1 ” 


an und erhalten fiir die ealteaisan dieser Linearkombination aus (3.11): 


m’—1 
2 tere (Ober ") = 0, (1 <a" <m'—1) 
d. h. wegen (3.15): 
(3.14) by (p*’) = 0 (l<d”<m’"—1) 
sowie aus (3.10): 
= Pe " H 
(3.15) 2) %o(P* )b,(p° )=—=a i (p*”, 0) (m'< 0 < m)), 


wobei g,= gay” fiir das Indexpaar o = ab” gesetzt ist. Endlich erhalten 
wir noch aus (3.14) und (3.11): 


(3.16) s |b, (p*’))? + y (6, (p° P= 1 


Die Gleichungen (3.15) ite (3.16) bilden zusammen ein gemischtes lineares 
und quadratisches System fiir die Unbekannten 6, (py) und b, (p” ’), dessen 
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bekannte Koeffizienten, wie leicht ersichtlich, im Nullpunkt analytisehe 
Funktionen von p” sind. Dieses System laBt sich reell lésen; die b, (p*’) 
bestimmen sich niémlich wegen (3.13), d. h. wegen |a,,| + 0 nach der Cramer- 
schen Regel eindeutig als im Nullpunkt analytische Funktionen von p*’, 
und aus (3.7) folgt 


(3.17) b, (0) = 0 (m'< a <™,). 


Die b., (yp) (w’= m,+1,...,.n—1) seien weiter beliebige im Nullpunkt 
analytische Funktionen, welche lediglich den Nebenbedingungen 


(3.18) by (0) = 0 (m+ 1<@'<’—1) 
und, falls m’ < m — 1, 
(3.19) Rang (Sor (0) + Cree” (0) = m'—1 


unterworfen seien. (Bedingung (3.19) ist wegen Anzahl der 


wee ee ee wet) > a(et)) | a(n) meet 1 





verniinftig!). Hierbei sind die ¢,, .,.a” (0) durch die Ableitungsgleichungen 


ae 
(3.20) - + Inet —_|= ya Cn a @” y oe by Cup @” ef + by ae oe” & 
ap n é’= 


o=m’ @=m,+1 ad 


definiert. Dann errechnet sich schlieBlich 6, (p“’) wegen (3.16) durch 





j n—l a 
b= + | i- Soy- FS oy 
i o=m’ wo = m,+1 
aus den schon bestimmten Funktionen 6,(p*’) und b,.(p*’), und aus (3.17), 
(3.18) folgt, daB b,,(p*’) in der Umgebung des Nullpunkts reell und analytisch 
ist. Damit haben wir in 


(3.21) (p*) = 7 b, (p* Ve (ef )+ z P, o( dee") 


o= m+ 

zwei in der Umgebung des Nullpunkts reelle, analytische Lésungen der Be- 
dingungsgleichungen (3.10) und (3.11) fiir den Anfangsstreifen der in den R,, 
einzubettenden R,,, gefunden; im folgenden sei J’ der durch 


(3.22) b, (0) = 1 


eindeutig bestimmte dieser Streifen. 

Unsere zweite Aufgabe ist es jetzt, durch J’ eine zur R,, isometrische, im 
Nullpunkt analytische Mannigfaltigkeit zu legen, deren (gesuchte) Parameter- 
darstellung x‘ = 2*(p',..., p™’) = x*(p*’) sei und deren Normalenraum durch 
die im Nullpunkt analytischen, orthogonal normigrten Vektoren n*(p*’) auf- 


gespannt werde (m’+ 1<A<n). Dann lauten die Ableitungsgleichungen 
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dieser Mannigfaltigkeit): 
oy 
ad —$u(e".v)= gar — 4-0 


tae Hp, y) = 
(3.23) Tile) 2 — Tey) — So dev (W*) p= 0 
ay 


ape — Gv (oy) = 
74 Tj, (2!) ahn* + Aaw(p*) 9% (p") 2 — s f’) ni 
mit op” j v= m’+1 Lv (P )n =0 


(3.24) Av (p*) = Aya (p*), Ta(p*) an — Te (p*’) (m’ + l< 4, u < n) 
und den Nebenbedingungen : 
JK, (* v) = 933 (x*) at xf — Ja’ b’ (p*) =0 


F _ i a he ’ ’ 
(3.25) J (“¥ = 915 (@*) zen =0 (1 Sa',b’sm',m'+1<4,uSn) 


x 5 es, = 95 (2*) ni nt — 3h = 0 


wobei wir 2‘ = Y, y=, “i gesetzt und diese GréBen zu v zusammen- 


2 


ta i, 
gefaBt haben. Fir die nach "Hilfesats 1, Gl, (2.2) und Hilfssatz 2, e. (2.7) 
in bezug auf beliebige, im Nullpunkt analytische Funktionen 2‘(p"), x}. (p*’), 
nf (p*), Avy (p* ) = Aya (p*), re (p* ) = 4 Ta’ (p*) gebildeten Funktionen 
Ap “ 


Sev (p*) und B (p*) gilt : 
Sve (p*) =0 
29H (PD) 8 P) Sve (P= Leave (PY) (mod B (p*))") 


is (2* (P*)) Wf (PF) Sve (PP) = Marve (PF) (mod B (p*)) 


(3.26) 
é 


2 its tas f 


5 (p*’)) a (P°) 3 ve (p*) =— Reve (p*) (mod $ (r*)) 


fe (p*)) ni (p") S ve (p*’) = Ny (p*) (mod 8 (p*) 
i=1 “ i, Au é 
(lsa’,b’",c’,d',e’ sm’; 1lsi,j,kon; m’'+1S Aun). 
48) Siehe [8], S. 160—161. 
13) Mit dieser sian soll wiederum ausgedriickt sein, daB 
Ease as (p*’) ae (p*’) — La’ a’ d’e s(pP’) 


bzw. die anderen “aiveckoriee Differenzen sich als Linearkombinationen der zu Sip" ) 
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Dabei haben wir zur Abkirzung 
n 
Qa a'd’e’ = Riser a, a, a, a, — Ryave - ~, , & AyaAge™) 


n 
Marae = Ry sur xh, wh x, + Xi fewie + a] 2 Aw 7 
0’, y= m’+1(0',c’) 
n 


Nee pm — Resp 0 x a+ O Zr s+ _ DM Ty Ty— 
Au v= m'+1 (0, iy av” vue 
ee ‘A, ry A, fe 


eae’ 


(3.27) 


gesetzt und mit. R,;,, bzw. Ry».:¢ die Riemannschen Kriimmungstensoren 
der MaBtensoren g,; bzw. g,’,, sowie mit Ay *y’,¢7 und pve » die kovarianten 


Ableitungen der Tensoren Ay ap’ und zy in bezug auf ino MaBtensor g,-, be- 
zeichnet. 

Nun kennen wir a nach Induktionsvoraussetzung die — 
"at (p?”’) und damit auch 7, = (p” ) sowie nach (3.21) und (3.22): i (p*”), 
und wir wissen wegen @: Sy und (3.11), daB die (im Nullpunkt analytischen) 
Vektoren ee linear unabhangig ig (1 s a”, b” <= m’—1). Danach kénnen 
wir n—m’', auf den Vektoren ae orthogonale, normierte, im Nullpunkt 
analytische Vektoren »‘ als Funktionen der Parameter pp (m’+1sisn) 
bestimmen. Es ist also: 


. 4 ” od 
915 (2*(p*")) Soar (B’) nA(pP") = 0 


(3.28) ” ” 0 
913 (2*(p*’)) n(pP") ni(p") = Oh, (lL Sa’sm'; m'+ lsd psn) 
7) 


und wir kénnen ohne Einschrankung der Allgemeinheit noch 
(3.29) n*(O) = e#(0) und né (0) = ef (0) *5) (m’s osm; m+ 1lsw’sn—1) 
e+1 v o’+1 o 


annehmen. Dann bestimmen sich nach (3.23) die noch unbekannten GréBen 
A, ry” und Po der Ableitungsgleichungen der gesuchten Mannigfaltigkeit auf 


dem Anfangastreifen I unter Beriicksichtigung der durch (3.9) und 


Dnt ant 
a2! 
(3.30) be +Tuns 4 
zusammengefaBten GréBen rd ne K (p*, vir*)), 3 K (m, v(e")) oder K (pm, v(r*)) 


mit Koeffizienten darstellen lassen, welche im Nullpunkt analytische Funktionen der p“'sind. 
14) septa mada’ Z, ist ont s. 444 erklart. 


15) Vgl. dazu die Definition von 4 und ef auf §. 452 und beachte insbesondere (3.16), 
(3.17), (3.18). 
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definierten, verallgemeinerten kovarianten Ableitung’*) zu: 
oe. ” D ext ” "7 
farv 9") = 9152 (PD) apr (soar lO") WU") 
= (wenn a’ < m’) =Ay-g (p*") 
(3.31) Dni 
” zo ” ” a co” ” ie aed a co” 
Boe (P* ) = 915 (@*(P° )) page (P* ) Wi (P* ) = — Tor (P* ) 
(lsa’sm’, 1<6",c’sm'—1, m’'+1sA, un), 
und diese Funktionen sind wieder im Nullpunkt analytisch. Es sei noch fest- 
gestellt, daB wegen (3.13), (3.29) und (3.31) 
me 
| 4,0” 0) | = I ee (9)|| = IT @,,(0) + 0 
eo=m 


(1 <b’<a"< m'—1; m'< 0,0 <™,) 





(3.32) 


ist. 

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir endlich daran gehen, die Existenz 
der gesuchten, zur R,, isometrischen und durch J" gehenden Mannigfaltig- 
keit durch Integration des Systems (3.23) unter den Nebenbedingungen (3.25) 
zu beweisen. Dazu lésen wir zunichst das Gleichungssystem &,,° 475” » = 0 
oder ausgeschrieben : 


nn n—1 
Aa’t” Am’m’ — 4 wlan Aa” Am’m’ — 
f e+1 r, mn 1%, 4m awe iv ott 
— Ray’ a’ hm’ 4- Ri jx, By af, a, t, 
=< 


(vgl. (3.27)!; l= 6” <a@"< m'—1) von - — Gleichungen nach den 


= 2 GréBen Ar m’ auf und erhalten so: 


’ ’ 1 

Amm = ————s D(A, a, Am'm’, Ri set; Xen Rin’ 0” 9 mw’ 
(3.33) e+il 4% b | (Acre .o@+1 ° d ) 
(lse’,d’<m’';1<a_ ,b",d",e",f" <m'—1;a">b";1<s<n;m'+1suSn), 





wobei ® ganze rationale Funktionen in den angegebenen Argumenten dar- 
stellt. Darauf setzen wir diese Ausdriicke fiir Am m in die Differentialglei- 


chungen Mary+m = 0, Nom = 
(l <a’ <m',1<b"’<m'—1,a'>b",m'+ 1 spn<A<n) 


ein, welche damit wegen (3.27) die Form: 
@Aa’s” 1 0A; a” @ Am’ m’ 
a” nap ma OY wx i ee , 
ap™ bap ( Aa*e|\)* Y, A, a> vf » Am > ap” , fr ’ im ’ 


e+l 
nt, Gy (pv), Rigo” m (P”), 





(3.34) Ri 5x1 (2"), oie (x"), sa wy a 


148) Siehe [10], S. 154ff. 
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2 Ty” 
1 
Be apap dee Aa Bede 
e+1 
OT i’ 


(8.34) Dy, Tras —G opr» Reserle") eee 9, m*, °F (p”), Ryrrrerwt)) 
(lsa’,b’,c’,d’,e',f',g’sm';1sa",b",c",d",e",f",9"sm'—1; 
a” >c",a’2>b"; 1 Si,j, k,l7,8,ton;m's osm, 
m+lso’sn—1; m'+1siuyxsn,A>p) 
annehmen, wobei wiederum Y, und Y, ganze rationale Funktionen der ange- 


gebenen Argumente sind. Ebenso erhalten wir aus den Ableitungsgleichungen 
(3.23) durch Einsetzung von (3.33): 


i 
= ie 
az, 
op’ “7 (Acar , An’, Tj, (2), 
La] + t | . ’ 
(3.35) Ry seu(z' ), a” n*, TY, (p ), Raye 7" m’ (p® )) 
ant 
a 1 —_ 
Ger — dee] Phe es Ayn fe Tile 
e+1 | 


Res: u (2), xy neg? (p”’), Ray’ o!9" ms’ (p)) 

(¥;,%,,%, = ganz rational; 1 < a’, b’, c’, d’, e’, f’, gsm’; 1sa”,c’,d",e", 
f’sm'—1; a’ 20"; 1 Si,j,k lr, 8,t,u,von; m'+1siapryysn; 
m'’ Sos m; m+1sw’ sn—1). 
Denken wir uns nun die GréBen Ann und i” (A> u) als beliebig gewihlte, 
im Nullpunkt analytische Funktionen or m’ (p*’) = Age (p”’) und a” (p*’) 
= Dw (p"’) der p* gegeben und beachten wir, daB die Funktionen I}, (z"), 

Lal ’ ’ . . . 
Ri 5x1(2"), he (p” ), rep ), Rye ae (P’) siémtlich im Nullpunkt analytisch 
sind und daB || Ae” e” ir, wenn wir die 
Argumente 4A.’ a” und te » von (3.34) und (3.35) mittels 4.-4”= Aye’, 2 "= 


= “ae auf die Argumente A var(c 2d") und re “(y >) redusioren, aus 





dem Satz von CaucHy- ewexseeee (I) folgenden ‘SchluB ziehen: 
Das aus (3.34) und (3.35) gebildete System mit den Unbekannten Avy’, 


Te , a, xf, né(a’ = b”, A>) besitzt eine und nur eine in der Ungities 
des Nulipunkts nyinte Lag 


(3.36) Agw(P"), Iv (p"), i (p" '), ti (p*’), n'(p* ), 


welche fiir p™ =0 die Pedy den. Anfangsstreifen nach (3.31) gegebenen, 
simtlich im Nullpunkt von ‘den Parametern’ p* analytisch abhangenden 
Anfangswerte 


” ” ” oe 
(3.37) Aay(P* ), Te (P* ), 2(P* )s op =p" “), mp) 
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annimmt. Weiter definieren wir noch die GréBen Aary: (p*) (a <b’) und 
fv (p*) (AS p) —_ Agry = Aya” und Zw = — Te aus den GréBen (3.36), 
und wir definieren Aww (p*) mittels der so gewonnenen GréBen nach (3.33). 
Dann gelten fiir die mit den Funktionen A. av (P*), tv (p*’), z4(p"), x zh (p*’), 
n#(p*) nach (3.27) und (3.23) gebildeten inniiiches 3, aden My urs Ry mr Yar 
die Beziehungen: 
(8.38) Ly aryrm (PY) = 0, Maryn’ (P*) = 0, Korn (B®) = 0, wr (P™) = 
(a”>b", a >b”, A>) 


Unter Beachtung der aus (3.27) und der Symmetrie bzw. Schiefsymmetrie 
von Avy bzw. re folgenden Symmetriebeziehungen 
“ 


(3.39) Qaeda ee Qya'e'a’ — Qa ya’e’ as Qeaa'y’ = Qare'v’ a’ 
und 
Rev = Mary 

folgt daraus etwas allgemeiner : 
(3.40) Lana m’(P*) = 0 (1 Sa", b" < m'—1) 
(3.41) Mey'm’(P’) = 0 (LSa’Sm’,a’=b",m's 1<2S0) 
(3.42) Ry’ (P’) = 0 (m+ 1 SA, us n) 

# 
und 
(3.43) An (p*) = 


AuBerdem ergibt sich aus (3.39) noch g.,: m’ 0" m’ = 0, und aus (3.39), (3.40) 
folgt Dao m’ = 0; endlich ist wegen (3.39) gy "eb" m’ = gy mae” oder — 
in unserer, schon’ mehrfach angewandten Schreibweise — 

Laie om’ = 0 (mod Ly” male’) >» 
so daB wir also zusammenfassend 


° 


(3.44) Lary’ m’ (p*) =0 (mod Ly” my’ ac” (p* ‘)) 
(lsa@’,b’'sm’; 1 sa",b’,c’ sm’—1) 


konstatieren. 
Ebenso beweisen wir jetzt die analoge Formel: 
(3.45) . M,’ bo” m’ (p* )= = 0 (moa Mm a” (»*)) . 


(lsa’sm’; 1sa”,b”’s m’—1) 
Sie ist fiir a’> 6” wegen (3.41) trivial. Da8 aber auch 


Me vm (PE) & O (mod Ry ay (P*)) 
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fiir a’’< 6b” gilt, sieht man folgendermaBen ein: Es ist 


(3.46) Ma ver = Da'e'v’ a Dave’ 
wenn Dave’ durch 

" Tie =P y ade 

Sv weil 5 +The) a at 1-9 

— Tey bee + z Avy T, 
a v=m'+1 ay 

definiert ist. Aus dieser Definition folgt sofort: 
(3.47) Oa v= Ove 
und damit wird fiir 1 < a”< b's m’—1: 
Mary = (wegen (3.46)) - Sarma” — Se'y'm’= Om’ a”o” 4 Ova" m= 


- Om'a! Hy — Oy. args (Syma — Dv ” ‘x’) = (wegen (3.42), (3.46) 
und (847) =— (Save —Swiryr) = — Marv” & 0 (mod Myrerr-) 


womit (3.45) bewiesen ist. 

Jetzt 1aBt sich in wenigen Schritten zeigen, daB durch af = z‘(p*) eine 
m’-dimensionale Mannigfaltigkeit definiert ist, welche fir p” = 0 durch den 
Anfangsstreifen J” geht und zur R,, isometrisch ist. Zunichst gilt namlich 
wegen der Anfangsbedingungen fiir z‘(p', . . ., p™~1, 0), zi (p', .. .. p™-}, 0), 
ni (p, .. +, p™-1, 0) und wegen (3.8), (3.11), (3.28): 


(3.48) Bip, . es p™-1, 0) = 
und daraus folgt mit den Anfangsbedingungen fiir Aagw(P, es, p™—}, 0), 
Peo(p, .. . p™-1, 0) und (3.10), (3.31): 

7) 


(3.49) (pl, ey p™-1, 0) = 
a 
aB 
Weiter finden wir fiir die Funktionen re (p*): 
a% ak ak 
ad Th on 4 etal wiet Ls 
apm (P*) = (Kors y p(e*))) = Fog (? ¥(P ) +2 ay (>*.¥ yp (P* )» 
ay ak ak 
x 5 far (p) = (wegen (2.1)) = 5 am (P* v (P*))+ D5 (>*. y (p*)) » 
op e ,\ «@ 
aK 


° 


x Gay (»*. 9 @*) +33 (>*. y (v*)) Ay (pe) = 0 (mod B (»*)) 
B « } B , a B 4 
(lsd6,eS4q), 
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wie sich nach (3.23), (3.43) und einer leichten Rechnung ergibt, d. h. wegen 
(3.48) und Hilfssatz 2d) ist auch 


(3.50) Bip") = 0. 


SchlieBlich kénnen wir die fiir unsere Lésungsfunktionen gebildeten Kon- 
gruenzen (3.26) etwas umformen, wenn wir die Matrizen g,;(z*) a} und 
943 (z*) ni oder L,4 und L,, zu einer quadratischen, n-reihigen Matrix L,, 


zusammenfassen, wobei also der Index g nacheinander die n Indizes d’ und A 
durchlaufen soll (1 < d’< m’, m'+1< Asn). Wegen | L,,(0)| +02”) und 


(3.50) la8t sich dann (3.26) unter Benutzung der durch }’ M,, L,, = oF de- 
g=1 
finierten Umkehrmatrix M,, folgendermaBen schreiben : 
Sve (p*’) =0 


Sy e(p*) = 2» Mya (p*) | Dd Lea (p")- By, +(e") + 
i,a d’=1 k=1 ka 


+ JY My,lp*) (2 Ly 4(p")- By, vo") =D Mia(p") Leave (P*) + 
A=m’+1 k=1 k,a d’'=1 
+ LY M,y,(p*) Marve (P*) 

A=m’+1 


und 
Sye(e)= SF Mev") ( ZY Lye (P*) Bye *)) + 
1, d’=1 k=1 ° 
+ ba M;, (p*) by Lyn (p*) Sve (p*) - 
p=m’+1 k=1 , 


= -, M; a’ (p*’) Marv’ ec (p*) - , M;, (p*) Phy e (p*) ’ 


pom’ +1 
oder in zusammengefaBter Schreibweise : 
(3.51) Sy e (p*’) =0 (moa Qa a'v'e’ (P*), Mary’ o’ (p*), Moe” (p*)). 
(lsa@’,v’"-,c’',d',e’sm'; m’+1<sA,n,vSn) 
Umgekehrt folgen aus (3.26) und (3.50) sofort die Kongruenzen: 
Lvewe (PY) = 0 (mod Sy (p*)) 
(3.52) Merve (p*)= 0(mod Sy «-(P*)) 
Rye (Pp) = 0 (mod Sy. (v")) 
# a / 
(lsa’,b’"-,c',d',e’sm'; m’'+1sSA,usn). 
1”) Dies folgt aus der linearen Unabhangigkeit der Vektoren z/,(0) und ni(0). 
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Jetzt ergibt sich aus (3.51) und (3.52) in Verbindung mit (3.42), (3.44) und 
(3.45): 


Sa” m’ (p*)0(mod Qa my” ‘oe (p*” ), M m’ a” a” “(pe »), 
also 
Sern (P*) & 0 (mod By-e-(p"))_. 
(1 < a b”, c”, < m'— 1; 1 < cs m’) 
Daraus folgt aber zusammen mit (3.43), (3.49) nach Hilfssatz 2d): 
X,-(p*’) =0(lsa’sm’), d.h. insbesondere %,/ (p*) = i (p*) — #, (p*) = 0 
oder 
zi P ‘ia P 
(3.53) Spar (P*) = 2, (p*). 
Andererseits hatten wir aber schon nach (3.50) speziell bewiesen : 
DB (v*) = 91H") Hy (P*) 8 (V") — gar (p*) = 0 
es ist also wegen (3.53): 
9:s(2*(p*) 2 => = (pe Ww — (p) = garv (P*). 
A sa’,b’,c’sm’) 


Damit ist in der Tat die durch x‘ = 2‘ (p*’) definierte, im Nullpunkt analytische 

Mannigfaltigkeit (bei Zuordnung von Punkten mit gleichen Parametern) 

auf die R,,, isometrisch i und sie geht wegen #(p*”, 0) = 2‘ (p*’), 
zt 

i ",0) = 24, (p*", 0) = 3 ‘)(1<a@’<~m’) durch den Anfangsstrei- 

fen I’. 

Unser Induktionsbeweis von Satz 1 ist hiermit im Falle m’= m zu Ende 
gefiihrt; im Falle m’< m bleibt noch zu beweisen, daB nach Durchfiihrung 
einer gewissen Einschriankung die durch 2x‘= #‘(p*) isometrisch in den R, 
eingebettete Mannigfaltigkeit im paige planar ist, d. h. daB 


Rang (2% (0), 2, (22) m) - mmr 
(lsa’,b’,c’sm’'; ’'2c’) ist. 
Nun gilt aber nach a, ~ (3.16), (3.17), (3.18), (3.20), (3.21), (3.22): 








m'—1 
i 0) = 22, 0) = + ya” (0) ¢'(0) 
bas 


ape = —, = (0) = e* (0) 


m’—1 


D_ | ax 2 ‘ , 
por (4) O- ae D(a ao z a (0) g8 (0) + z 4, (0) €* (0) 
(a’’b’’) = 0) 





(a”’ => 5”: 
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por ($5-) = a3 (FE ar) O) = Z cne-¥-(0) (0) + 


+ , 4 (Far ) + ened” (O))e# (0) + ¥ i AC (0) + yao” (0)) ef (0) 
wahrend aus (3.29), (3.43) 


D azt o. Am'm’(0) ef (0) - i 
Dp (spr) = _ 2 Arm Oe 0) + co Ar'm'(0) €(0) 
folgt. Hieraus schlieBen wir wegen a,g(0) = O(a"< d"), agg +0; a,,(0) = 
= 0(@<0), a,,(0)+90 nach Durchfiihrung einiger elementarer Matrix- 
umformungen : 


0x D P m’(m’— 1 
Pang (25 (0), Dy” (2 )o) = (m’—-1) +14 ad nao + 


4 Rang ($55 (0) + eywb”(0), Aww (0). 


Jetzt brauchen wir nur noch die bisher beliebig analytisch wahlbaren Aw m’ (pe’) 


der wegen (3.19) und wegen Anzahl der w’> m’+ 1 méglichen Bineshainkene 
(3.54) Rang ( (0) + Cawrd”(0), _Anw (0) = m’ 


zu unterwerfen, um die gewiinschte Beziehung 


Rang (35 (0), rd | (25 )o)) a “+ 3) (lsa@’,b’>,c’sm';b’>c';:m’<m) 
zu erhalten. Damit ist der Beweis von Satz 1 vollendet, w.z.b.w. 
Bemerkung. Wir haben beim Beweis von Satz 1 wesentlich beniitzt, 
daB der R, und der R,, positiv definite Riemannsche Metriken besitzen. 
Setzen wir nur noch voraus, daB die Metriken des F,, und des R,, nicht aus- 
geartet sind, d. h., daB ||g,,|| + 0 und |/g,,!| + 0 ist, so ist eine reelle isometri- 
sche Einbettung des R,, in den R, im allgemeinen nicht mehr méglich; die 
Existenz einer komplexen Einbettung zeigt allerdings der Beweis von Satz 1 
nicht!*). Véllig andere Verhiltnisse herrschen, wenn der Rang der Matrix g,, 
kleiner als m ist, wo unsere Methode vdollig versagt. Hier muB z. B. unter 
Umstiinden die einzubettende Mannigfaltigkeit R,, eine Dimension m mit 


1 
= int < n besitzen?®). 


Wir wollen nun untersuchen, auf wie viele Arten R,,, lokal, isometrisch und 
analytisch in den R,, eingebettet werden kann. Wir iiberlegen uns zuniichst 
zu diesem Zweck, von wieviel willkiirlichen Funktionen unsere konstruierte 


Einbettung des R,, in den R,, (n > m(m + 1) 
Satz 1 sind dies die Funktionen 6,,(p',..., p™~"), Am'm (pi, 2+, p™) und 


abhaingt. Nach dem Beweis von 


18) Eine komplexe Mannigfaltigkeit mit einer Hermitisch-Kahlerschen Metrik liBt 
sich im allgemeinen nicht isometrisch in einen unitaren Raum einbetten, wie CaLast [11] 
gezeigt hat. 

1%) Siehe J. Lense [12] 

















Das Problem von Cauchy in der mehrdimensionalen Differentialgeometrie.I 463 


m’(m’+ 1) 


Tg (BY, - «5 P™)™®) (m+ = OF” sw sn—1; m+ lsc isn; 
An 


l<sm's m) 1), welche sich auf die ebenfalls nicht eindeutig bestimmten 
Normalvektoren e#(p!, . . ., p™-1) baw. ni (p', 2 p™) (m+ 1 swsn) be- 


ziehen. Diese Normalvektoren lassen sich durch orthogonale, lokal analytisch 
von den p*” bzw. p* abhingende Substitutionen 


ep) = LY cor(p’) e(p®) ( 2 Cox oex™ 0 
o T= M+ s x= M,+ 

(3.55) bzw. 
n' (p*) = ps Cau (p*) n' (p*) ( a Ch, ony = a) 
. p=m'+1 # v=m'+1 


(lsa’sm—1; 1 sa@’sm',m+lso,tsnm+1sipusn) 


zu (analytischen) Normalvektoren ep") bzw. ni (yp) normieren, welche 
durch die Forderungen 


Dé" 
(3.56)  e(0) = dat. und g,,(x*(p*,0)) De = (p*, 0) e (p*, 0) = 
bzw v 
(3.57) 0) = 0), 0) = & 0) (vgl. (3.29)!) 
und 
Di 
(3.58) 9i(x* (p*, 0)) -— Dpa - (p*, 0) mw (p", 0) = 
sowie 
- : ; Dit 
(3.59) Ja'(r" ) = gi,(x* (p* )) Dy (p*) mop" ) = 0*) 


(m'< 9 = my, M+ 1sSo,tSn, m+ 1sow'sn—1,m'+1 SA men; 
1<asm; lsm<~m’) 
cindeutig festgelegt sind. Dies folgt namlich fir die e‘(p*’) aus den sich durch 


Kinsetzen von (3.55) in (3.56) ergebenden Differentialgleichungen : 


n n n r. S 
oes (p", 0) = SY YL EZ Caulp*, 0) Cy, (p", 9) Cpe (p*, 0) t,, , (p*, 0) 
P  gaine3 eam >2 n=Mot+1 


a 
(wobei wir zur Abkiirzung t, ,m = 9; ; ry e’ gesetzt haben), wenn wir suk- 
zessive fiir 7% = 1bis™m = m’—1 (I) darauf anwenden und beachten, dab 
*°) Die Einschrankungen der b,,” bzw. A, m’m’ durch (3.18), (3.19) und (3.54) sind 


in diesem Zusammenhang unwesentlich. 

21) Man iiberzeugt sich leicht, daB dies auch fiir den bisher ausgeschlossenen Fall 
m’ = 1 zutrifft. 

22) Zur Definition der kovarianten Ableitungen vgl. (3.30). 


Math. Ann. 130 31 














t, m= —t, i, 


aa( 2 x ier) =0, d.h. wegen 
£ Cox(0) Co(0) = 6%, allgemein oy fox(P*) c,,(p*") = 6%, wird. Auf 


.2= X= Mot+ 
salen Weise sieht man dies auch fir die nf (p*’) ein. 
Wir bezeichnen jetzt die sich auf diese ‘eetinas Normalvektoren be- 
ziehenden und wegen (3.59) nur noch frei wihlbaren Funktionen b,, und Aw’ m’ 
* 
mit be? ee p™ 1) und Am m'(p',..., p™) und betrachten zwei in den R,, 
analytisch eingebettete Mannigfaltigkeiten Ry und By (nor < n) 
welche durch gleiche Parameterwerte p* isometrisch aufeinander bezogen sind. 
Die Parameter p* seien abschnittsweise geoditisch parallel und im Nullpunkt 
lokal euklidisch, d. h. es gelte: 
, , 7] 
Ja'm (Pt, ..., p™,0...0) = 6" und g,, (0) = &, he (0) = 0 
(is a@’sm'; 1sm’'sm). 
Weiter sollen die Nullpunkte beider Mannigfaltigkeiten iibereinstimmen. 
AuBerdem sei 





(m’) (m’) 


(3.60) tee (O) = 84, (0)*), 

(3.61) Bor Ps - 3) = b (p*, .... 9-1) 
und 

(3.62) wor” (p, 6 9 p™) = = err (p’, . + p™) 


(m+ 1sw’'sn—1; lSom’sm) 
fiir diese durch (3.56), (3.21), (3.57), (3.58), (3.59) und (3.23) definierten 
GréBen der Em und Em welche bei beiden Mannigfaltigkeiten den Bedin- 


gungen (3.18), (3.22) und (3.54) geniigen sollen. Dann folgt aus (3.18), (3.22), 
dat ax* 





(3.60) und (3.21): 35 (0) = oa (0), d. h. wegen (3.57), (3.61), (3.59), (3.62) 
und (3.23): 





ax! dat 
— . (1) ql) 
%, ‘(pt 0. -0) =z (p', 0... 0) mit Rang (0 ~~ (0), Dr D_(@) @) -» 
(nach (3.54)). 
Gehen wir den Beweis von Satz 1 weiter durch, so finden wir wegen (3.61), 
dat dat 
(3.16), (3.22), (3.60), (3.56) und (3.21) 355 (P, 0...0)= ry (pO... 0) 
%) Hiermit sei angedeutet, daB die & fir jede Untermannigfaltigkeit p™’ — 


= p™ = 0 von im bzw. Gm selbstandig definiert sind. 
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d. h. die Anfangsbedingungen (3.31) fiir das Cauchy-Kowalewskische System 
(3.34), (3.35) (m’ = 2) sind fiir Rm und Em dieselben. Dieses System gilt nun 


wegen (2.7) und (8.26) fiir beide Mannigfaltigkeiten, da sich die Elimination 
* 
von Ap'm’ nach (3.32) jeweils ausfiihren laBt, so daB aus der Einzigkeit seiner 


Lésungen 
z'(p', pt, 0...0) = g%(p, p*, 0... 0) 


(a) 
folgt. Auf diese Weise fortfahrend erhalten wir schlieBlich 


#(P, oo og e™) = g(r, . . -» p™) 


(i) 

und haben damit folgenden Satz bewiesen: 
Satz 2. Die lokal analytische, isometrische Einbettung einer m-dimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit mit analytischer, positiv definiter Riemannscher 
Metrik in eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit analytischer, positiv 


definiter Metrik (” int) < n) hingt neben einigen Konstanten von 


2n—(m’'+ 1) Funktionen von m’ Parametern (1 < m’< m) und n— oteth 
Funktionen von m Parametern ab. 

Dazu ist noch zu beachten, daB die Parameter, auf die sich die in diesem 
Satz angefiihrten Funktionen beziehen, normiert sind. Folgender speziell in 
Satz 2 auftretender Fall verdient noch etwas niher hervorgehoben zu werden: 


Satz 3. Fir 2 = aint 1) ist die lokal analytische und isometrische Ein- 





bettung des R,, in den R, durch die Einbettung einer (m — 1)-dimensionalen, 
analytischen Untermannigfaltigkeit R,,., des R,, bis auf genau zwei Arten 
eindeutig bestimmt, falls R,,_, nicht Asymptotenhyperfliche von R,, ist. 
Hierbei wird in Verallgemeinerung des Begriffs der Asymptotenlinie einer 
Fliche des dreidimensionalen Raums die Hyperfliche u™=0 des durch 
x'= zi(u*) in den R, eingebetteten R,, (7 - ) = n) als ,,Asymptoten- 
hyperflaiche‘‘ R,,_, von R,, definiert, wenn in jedem Punkt von R,,_, der Ver- 


bindungsraum vom Kriimmungsgebiet des R,,_, und vom Tangentialraum des 


R,, eine Dimension kleiner als s(t 1) besitzt**), oder (analytisch ausge- 
driickt) wenn fiir alle (u?,..., w"-?) = (u®) 

as  - D /azx\, - (m+1 = . 
Rang (35 (u8, 0), 5 (53) (ul, 0)) < int (1<b,2sm—1) 


ist®5). Aus dieser Definition folgt sofort, daB speziell jede iiberall nichtplanar 
in R,, eingebettete R,,_ , des R,, Asymptotenhyperfliche des R,, ist. 

Der Beweis von Satz 3 ergibt sich leicht aus der Beweisanordnung von 
Satz 1. Man sieht namlich zunichst unter Benutzung von auf R,,_, bezo- 
genen geodiitischen Parallelkoordinaten p* des R,,, daB durch die nach Vor- 


*) Den Fall, daB dies nur im Nullpunkt, nicht aber in allen Punkten gilt, wollen wir 
hier ausdriicklich ausschlieBen. 

25) Mit dieser Schreibweise der durch (3.9) definierten kovarianten Ableitung ist 
gemeint, daB diese sich hier auf R,,_ , bezieht. 
31* 
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aussetzung planar im R,, eingebettete R,,_, wegen (3.10) und (3.11) bzw. den 
damit aquivalenten Gln. (3.15) und (3.16) héchstens zwei verschiedene, zum 
R,, isometrische Streifen gehen. Diese Streifen kénnen nicht zusammenfallen, 
da sonst 


ba(p) = 0, dh. wegen (3.21)-355 (p2) = 5 b(n") e'(9%) (sasm—1) 


gelten wiirde und damit der Tangentialraum von R,, im Kriimmungsgebiet 
von R,, . , enthalten ware, was der Voraussetzung, daB R,, _ , nicht Asymptoten- 
hyperfliche des R,, sein soll, widerspricht. Durch jeden der beiden Streifen 
geht genau eine zu R,, isometrische Mannigfaltigkeit, wie aus dem Beweis von 
Satz 1 und Satz 2 unter Beriicksichtigung der Tatsache gefolgert werden kann, 
daB nach Voraussetzung : 


Rang (3; (0), wy ($5) (0) = Rang (35 0,75 (35) (0)) = 








7] 
ax - ie (m+1 
= Rang (se 0), 2 Ai (0) n' ) -_— % ). ah. 


|S O|=|4FO]+0 G2e 
ist, also (3.32) zutrifft?5*), | 
Hiermit ist Satz 3 schon bewiesen. Wir bemerken noch, daB man auf 
dieselbe Weise zeigen kann: 


Fir ninth) >a ist eine analytische, isometrische Einbettung des R,, 


in den R,, durch die Einbettung jeder planaren, analytischen Hyperflache R,, _ ,, 
die in R,, enthalten ist, véllig eindeutig bestimmt. 


§ 4. Einige Verbiegbarkeitssitze in Riemannschen Riumen 

Satz 1 laBt bemerkenswerte Erweiterungen zu, welche sich als Verall- 
gemeinerungen bekannter DarBouxscher Verbiegungssitze erweisen werden. 
Wir schicken dazu einige Definitionen voraus: Zuerst definieren wir die (end- 
liche) lokal analytische Verbiegung der Mannigfaltigkeit 2‘(u*) des R, mit 
positiv definiter Riemannscher Metrik durch die vom Parameter ¢ analytisch 
abhangende Schar nichtkongruenter Mannigfaltigkeiten 2x‘(w*, t)®*), (d. h. die 
Funktionen 2‘(u*, t) sind in allen Punkten (0, t) analytisch), wobei 


é j 
(4.1) a*(u*, 0) = at(u*) und = 913 (2*(u’, t)) saa (u®, t) ae (ue, t)} = 0 
ist. Wir nennen zwei nichtkongruente isometrische Mannigfaltigkeiten GF (u*) 
und & (u’) lokal analytisch ineinander verbiegbar, wenn eine derartige Schar 
x'(u%,t) mit 2z*(u*, 0) = & (u*) und 2z*(u*, 1) = & (u") existiert. Weiter be- 
zeichnen wir einen Punkt P, des in den R, eingebetteten Riemannschen 


25a) (3.32) war auf S. 456 mit Hilfe von Gl. (3.7) bewiesen worden, die hier im all- 
gemeinen nicht richtig ist. 

**) Zwei Mannigfaltigkeiten im R, sollen kongruent heiBen, wenn eine isometrische, 
positive Selbstabbildung des R, existiert, die die eine Mannigfaltigkeit in die andere 
iiberfiihrt. 
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Raums R,, aint ad < m) als einen Flachpunkt, wenn jede durch P, gehende, 
in R,, liegende ‘sad zweimal stetig differenzierbare Hyperfliche R,,_, sich 
in P, wie eine Asymptotenhyperfliche verhalt, d. h. wenn die Dimension des 
Verbindungsraums vom Kriimmungsgebiet der R,, _ , in P, und vom Tangential - 


raum des R,, in P, kleiner als ——; ain ai 


allgemeinerung der bekannten Definition eines Flachpunkts einer zweidimen- 
sionalen Flache im dreidimensionalen Raum. Jetzt gilt: 

Satz 4. 

Vor.: R,, sei ein m-dimensionaler Riemannscher Raum, welcher in einer 
Umgebung seines Nullpunkts analytisch in den n-dimensionalen Riemann- 


ist. Diese Definition ist eine Ver- 


schen Raum R, mit ——>;— <n und analytischer (positiv definiter) Metrik 


isometrisch eingebettet sei. Der Nullpunkt von R,, sei nicht Flachpunkt. 

Beh.: Dann laBt sich der R,, in dem R,, lokal analytisch verbiegen. 

Beweis. Da nach Voraussetzung der Nullpunkt nicht Flachpunkt von 
dem durch 2‘ = x‘(u*) dargestellten R,, ist, gibt es auf R,, eine durch ihn 
gehende (zweimal stetig differenzierbare) Hyperfliiche R,,_,, welche durch 
ut= u%(v®) (1 < @ < m— 1) gegeben ist und fiir die der Verbindungsraum von 
ihrem Kriimmungsgebiet und dem Tangentialraum des R,, im Nullpunkt die 
maximal mégliche Dimension besitzt. Wir nehmen an, die Parameter u* von R,, 
seien im Nullpunkt lokal euklidisch. Dann rT: also: 


axt D 
Rang (523 “a Ry Rang (jae (0) ae | 0) 22 (0) + 
(4.2) “5 (0) 2° (0) par(Gar)(O)) = Rang (52 (0). 
au m(m-+ 1) ~ a 
<5 (0) (0) — (33) (0)) = - (lsb,esm—}). 


Diese Beziehung bleibt richtig, wenn wir die #,,., durch eine andere Hyper- 
flache ersetzen, welche im Nullpunkt denselben Tangentialraum wie die 
R,,-, besitzt?’), also etwa (nach geeigneter Drehung des Systems u* um den 
Nullpunkt) durch die Hyperflache u* = v, u,,= 0, die wir mit R,,_, bezeichnen 
wollen. Wir definieren weiter auf der R,,_,, die Folge von sich 
enthaltenden Mannigfaltigkeiten R,,.,, R,,-3,-..,R, durch die Glei- 
chungen u”™= u™-!= 0, u™= u™-1= u™-2= 0 usw. und fiihren wie beim Be- 
weis von Satz 1 in bezug auf diese Folge des R,, abschnittsweise analytische, 
geodiitische Parallelkoordinaten p* ein. Jetzt sehen wir, da8 alle K,, im 
Nullpunkt planar sind (1 < m's m—1). Die R,,-, ist namlich wegen (4. 2) 
im Nullpunkt planar, d.h. der Rang der Matrix (> (0) = = ax =) 0 ) 
(l sa, b, os m — id ist maximal, weshalb auch der Rang der Teiimateix 


(j0 (0), BY (55 =) (0)) (1 < a”’,b”, c's m’'— 1) dieser Matrix maximal, 


*7) Das Verhalten einer Hyperflache R,,, des R», als Asymptotenhyperflache in einem 
Punkt hangt also nur von dem Tangentialraum der R,,_, in diesem Punkt ab. 
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d. h. die R,,_, in der Tat im Nullpunkt planar sein mu8B. Wir kénnen nun nach 
(3.13) und (3.21) die StreifengréBen £(r*), e‘(p*’) und e*(p*”) sowie b,(p*’) 
@ o 


und 6,,(p*’) einfiihren o-, ohne Einschrankung der Allgemeinheit wegen 

(3.17) und (3.21) e*(0) = d. h. 

(4.3) b,, (0) = 1 

annehmen. Setzen wir dann x (0) = e*(0) und LA , = e(0) (m’< 0 < ™, 
+1<a@'<n—1), so linen wir analog (3. 32): 

“a | Ape’ | +0. 





Nach diesen Vorbereitungen bemerken wir Folgendes: Sicher l4Bt sich die 
planare R, im R, im Sinne unserer Definition eigentlich, d. h. nichtkongruent 
und lokal analytisch verbiegen; wir brauchen dazu nur etwa dafiir zu sorgen. 
daB ihre metrische Invariante 


915(0) pox (Sax) O) por (Sar) = E (40)? 


nicht konstant bleibt?*). Wir werden Satz 4 bewiesen haben, wenn wir zeigen 
kénnen, daB es zu jeder lokal analytischen Verbiegung von R,,’_, eine lokal 
analytische Verbiegung von R,,, gibt, die die Verbiegung von R,,_, enthalt 
(2 < m’<m). Nun zieht eine analytische Verbiegung von der planaren R,,-_, 
sicher wieder eine analytische Verbiegung des durch die R,,., gehenden 
Streifens der R,,- nach sich, da dieses Problem wegen (3.15) und (3.16) auf die 
Lésung des algebraischen Gleichungssystems 

ZS aol", t) (0°, t) = — 3 Foes (pe, 0...0) 


o=m 


Me 


a (lsc"’<m'—1) 

d' (b,(p* ; t))? + 4 ac (p*, t))?= 1 
hinauskommt. Danach bestimmt sich seem wegen |a,,(0,0)| +0 6, als 
analytische Funktion von p*’ und ¢t; und ebenso bestimmen sich die 6,, etwa 
durch die Gleichungen 


ba (Pp, t) = 6, (P*), 


ba (pe, t) = )1— ~ SF Ow'or— F Oy? 
o=m’ o’ = in, 
wegen (4.3) als analytische Funktionen von p* und ¢. Weiter zieht aber die 
analytische Verbiegung des Streifens auch die analytische Verbiegung der R&,,, 
selbst nach sich; denn die R,,- laBt sich wie beim Beweis von Satz 1 durch 
Lésung eines durch Elimination von A .,,’,,- aus (3.38) entstehenden Cauchy- 
e+ 


”™ 
Kowalewskischen Systems mit den durch den Streifen der R,,- gegebenen 
Anfangswerten bestimmen. Die Verbiegung der R,,- wird jetzt durch die 
Losung x (p®, t) desselben (nicht von ¢t abhiingenden) Systems mit den durch 


naa, Beweis etwa durch Integration der Ableitungsgleichungen (3.23) fiir eine Kurve 
nach (I’). 
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=) 





die R,,- gegebenen Funktionen A mm (P*) und Tw (p*) (A>) unter den 
» - Ap 
Anfangsbedingungen 
Aa» (p*", 0, t) = Aa» (p*”, t) (a > b”’), T,. (p*”, 0,t)= Ty (p*’, t)(A> 4), 
Ap Ap 
at (p*”, 0, t) - xt (p*’, t), ri (pe, 0, t) = art (pe, t), nt (p*”, 0, t) - nf (p*", t) 


dargestellt, wobei die rechtsstehenden Funktionen dieser Anfangsbedingungen 
nach dem vorhin Gesagten im Nullpunkt analytisch von den p*’ und ¢ ab 
hangen. Diese Lésung existiert nimlich eindeutig, da die dafiir entscheidende 
Bedingung | Ae” (0, %)/ + 0 wegen (4.4) erfiillt ist, und hingt auf Grund 


der Veraligemeinerung (I’) von (I) im Nullpunkt analytisch von p” und ¢ ab. 
Damit ist der Beweis von Satz 4 erbracht. 
Man kann einer durch z‘(u*,t) gegebenen analytischen Verbiegung der 


analytischen Mannigfaltigkeit x‘(u*) den Vektor z‘(u*) = = (u*, 0) als Ver- 
biegungsvektor zuordnen, dieser geniigt dann wegen (4.1) den Beziehungen 


Dz dx © axt Dz 


(4.5) Ji Due Ow + Ii Fue Dad 


= 0, 

wobei die kovarianten Ableitungen des Vektors z‘ wie bei (3.30) definiert sind. 
Wenn die Mannigfaltigkeiten x‘(u*, t) durch eine (nach ¢ stetig differenzierbare) 
Schar Z'= %‘(z/,t) von isometrischen Selbstabbildungen des R, aus der 
Mannigfaltigkeit 2‘(u*,0) hervorgehen, d.h. wenn die Verbiegung des R,,, 
uneigentlich ist, gilt fiir den Verbiegungsvektor z‘(u*) neben (4.5) noch: 


(4.6) zé(u*) = y‘ (a4 (wu, 0)), 


wobei fiir die Funktionen y'(z’) = al (x/, 0) nach der Definition der Z‘(2’, t) 


die schon von KILLine aufgestellten Gleichungen 


Dy* Dy* 


(4.7) Jik fyi * Vik Hyi 


=0 
bestehen. (Diese kovariante Ableitung des kontravarianten Vektors y' ist 
dabei in der iiblichen Weise mittels des Fundamentaltensors g,; definiert!) 
Wir nennen deshalb einen Verbiegungsvektor z‘ uneigentlich, wenn fiir ihn 
(4.6) und (4.7) gilt. Weiter definieren wir: Eine (einmal stetig differenzierbare) 
Mannigfaltigkeit z‘(u*) hei®t infinitesimal verbiegbar, wenn auf ihr ein Feld 
z‘(u*) von eigentlichen Verbiegungsvektoren existiert. Nun folgt aus Satz 4 
sofort das 

Korollar: Jede analytische, m-dimensionale Untermannigfaltigkeit R,, des 
Riemannschen Raums R, mit analytischer, positiv definiter Metrik 


(=== » < n) , deren Nullpunkt kein Flachpunkt ist, ist infinitesimal 
verbiegbar. 


Als Erweiterung von Satz 4 beweisen wir noch: 
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Satz 5. 
Vor.: Seien Bem und Bm zwei durch gleiche Parameter aufeinander be- 
) ) 


zogene, isometrische, analytisch in den R, mit ™™ F< n**) und (positiv 


definiter) analytischer Riemannscher Metrik eingebettete Mannigfaltigkeiten. 
Die Nullpunkte von Rm und & sollen in derselben Koordinatenumgebung (7*) 
des R,, liegen*°) und seien beide keine Flachpunkte. 

Beh.: Dann laBt sich em in Em analytisch verbiegen. 

Beweis: Wir gehen wie beim Beweis des vorigen Satzes von einer durch 
u™ = 0 dargestellten Hyperfliche Bm-1 der durch x *(u*) gegebenen Rm aus, die 
sich im Nullpunkt nicht wie eine Asymptotenhyperflache verhalt, und kénnen 
dabei wieder annehmen, daB die u* im Nullpunkt lokal euklidisch sind. Fem - 3 
entspricht auf der durch & gegebenen Bn die isometrische Hyperfliche 
Bm 1 Die letztere kénnte sich im Nullpunkt wie eine Asymptotenhyper- 
fliche verhalten. Dies gilt jedoch nicht fiir alle ihr benachbarten Hyperflachen 
der Em: da anderenfalls wegen (4.2) die Gramsche Determinante der Matrix 


ye er ee (“) 
(2) bad ta a So 
2. 0), SF 0) Se ©) Dar \aue ) 
a 
fiir alle <> (0), die sich wenig von 6¢ unterscheiden, Null sein miiBte, was 
fir sie als Polynom in den ~ (0) das identische Verschwinden zur Folge 


hatte (1 <@, b,¢< m—1l). Dies steht jedoch mit der Voraussetzung im 
Widerspruch, daf$ der Nullpunkt von Bm kein Flachpunkt ist. Es existiert 
also sicher eine zu Bm-1 benachbarte Hyperflache Ema die sich genauso 
wie die ihr auf Fm entsprechende Hyperflache Fem- , nicht im Nullpunkt wie 
eine Asymptotenhyperflaiche verhalt. Beide Hyperflichen kénnen in einem im 
Nullpunkt lokal euklidischen, geeigneten abschnittsweise geoditischen 
Parallelkoordinatensystem p* durch p™ = 0 dargestellt werden. 

Wir definieren nun weiter wie beim Beweis von Satz 4 die jeweils im Null- 
punkt planaren Mannigfaltigkeiten Fm - 2 Fem - grey & (g = 1,2). AuBerdem 

g g g 

setzen wir voraus, da§ im- , schon durch die im Nullpunkt planaren Mannig- 
faltigkeiten 2‘(p*’, t) analytisch in Rm verbogen werde (Osts 1; i (p") 
= x(p*”, 0), &P") = xi(p”, 1). Fiir m’= 2 ist dies sicher auf eine solche 
Weise méglich, daB 2‘(0,t) stets der Koordinatenumgebung (z‘) angehért. 
und wir denken uns eben diese Verbiegung zur angegebenen Verbiegung von 


Bm-1 in Bm’ —1 fortgesetzt. Es ist jetzt nur noch nétig, zu zeigen, daB die 





®) DaB hier kein Gleichheitszeichen stehen kann, zeigt das Beispiel zweier in bezug auf 
eine Tangentialebene spiegelsymmetrischer, orientierter, positiv gekriimmter Flachenstiicke 
des dreidimensionalen euklidischen Raums, die sich nicht stetig ineinander verbiegen lassen. 
%°) Diese Umgebung sei als konvex angenommen. 
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Verbiegung von Bmr-s zu einer dieselbe enthaltenden Verbiegung von Rw 
mittels fiir m’< m planaren Mannigfaltigkeiten in R,, fortgesetzt werden kann 
(2< m’sm), um Satz 5 durch vollstandige Induktion zu beweisen. Dies 
geschehe folgendermaBen : 

Man kann zunichst zu 2z‘(p*",t) wegen der Planaritét der Mannigfaltig- 
keiten dieser Schar nach dem Muster von (3.13) die von p*’ und ¢ analytisch 


abhingenden Vektoren £ (p*”,t) und ef (p*’.t) (lsa”,d”<m'—1,m'’so<m,) 


definieren. Weiter setzen wir 
az ax 
(4.8) ¢! (0, 0) = 3 ® (0) und ef (0,1) = 5: in 





7 (0), 

was wegen (3.13), (3.15) By (3.16) in beiden Fillen Pwnee ist, und erginzen 
diese Vektoren durch die Vektoren é (0, 0) und é (0, 1) (m,+ 1 < o's n—1) 
zu zwei orthogonal normierten Systemen von n Vektoren mit n Komponenten. 
Durch geignete Wahl der wegen m,+ 1 < ates) <n wirklich vorkommen- 
den é kénnen wir dabei erreichen, daB beide Orthogonalsysteme gleich 
orientiert sind. Die 20, 0) (m,+ 1 S w Sn) kénnen durch eine stetige Schar 
von n— m, Vektoren et (0, t) so mit den e (0, 1) verbunden werden, daB fiir 
jedes ¢ die e (0, ¢) zusammen mit den schon definierten Vektoren ¢ (0,t) und 
é (0, t) linear unabhingig sind. Auf Grund der Verschirfung des WeteEr- 
sTRassschen Approximationssatzes von Bernstetn*) lassen sich weiter die 
é (0, t) durch die Polynome in t P '(0, t) ohne Anderung der Randwerte so gut 
approximieren, da8B ebenfalls far _jedes ¢ die P (0, ) zusammen mit ¢, *(0, t) 


und e‘(0, t) linear unabhingig sind. Die Orthogonalisierung der ¢ ‘(p?”, t) und 

ef (p’”, t) zusammen mit P #(0, t) liefert uns schlieBlich die von allen Argumenten 

fir alle ¢ und p= 0 analytisch abhangenden, orthogonal normierten Vektoren 
e' (p®”, t), welche (4.8) geniigen. 


Nun kénnen wir mittels (3.15) und (3.21) die analytischen Funktionen 
b(p*”, t) sowie b(p*’, 0) und b(p*”, 1) gewinnen, fir welche wegen (4.8): 


(4.9) b,,(0,0)=0 und 5b,,(0,1)=0 
gilt. Wir fiihren noch die analytischen Funktionen 
Det 
Cna’>” (0,t) = Gis(x* (0, t)) Dy” (0, t) é (0, t) 
ab 


ein und verbinden die Matrix (dy) (0, 0) = 7" (0, 0) + c,,°6” (0, 0) 
(l< b’< m'—1; m)+1< w'S n—1) analytisch durch d,,(0, t) mit der ent- 


| %1) Vgl. dazu [13], Aufg. 144—146. Auf diesen Satz hat mich Herr FLour aufmerksam 
gemacht. 
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sprechend definierten Matrix (d,”) (0,1). Dies ist im Falle m’< m infolge 
des schon angefiihrten Satzes von BERNSTEIN sicher so méglich, daB fiir jedes ¢ 
(4.10) Rang (dy (0, t)) = m’—1 (m’< m) 
ist, da diese Beziehung bei m’< m wegen der Planaritat von Rm und Ew und 
wegen (3.21) sicher fiir die beiden Randstellen giiltig ist (vgl. S. 462). Jetzt 
setzen wir 
bey (p*, t) = Ys (dy (0, t) — Cn wd” (0, t)) p+ R (p*", ), 
(m+ 1S w'Sn—1) 

wobei 


Beem.) = 10 (brio) = rp 0, oe) 


ve(e pf”, 1)— > ¥ = 


sein soll, und definieren : 


n—1 


+ Me 
bales t) = YI 3 Ole yr— ED alos). 





Dann sind diese Funktionen 6, (p*’,¢) in allen iuiakas (0, t) analytisch, 
geniigen wegen (4.9) und (4.10) den Beziehungen: 


(4.11) b,(0,t)=0; b,(0,t)=1 
sowie 
(4.12) Rang (7 (0, t) + cnad” (0, t)) = w’—1 


(m’< m) 
und nehmen fiir ¢= 0 und ¢ = 1 die schon definierten Werte an. Damit 
k6nnen wir auch den durch Bv-1 gehenden Streifen von Re, mit dem ent- 
sprechenden Streifen von Bn analytisch verbinden; wir brauchen dazu nur 
az! ;(p a” , t) durch: 
apm urch: 


(4.13) awe, o= x b, (vp t) ef (py, t) + s b,, (p" , t) ef (pt) 


e=m’ o=mMm_+1 
zu definieren. 

Nun fiihren wir unter Benutzung von (4.11) und (4.13) auf der Streifen- 
schar die Normalvektoren ni (p?’’, t) sowie ni (p*’, 0) und ni (p”, 1) (m’ +1 >= 
< A<n) durch Orthogonalisierung der Vektoren 

i ae i — 
(4.14) 2,0, t) = (0,1) und nm‘ (0, t) = ¢4(0,t) 
(m’<os=m,m,+ 15 ws n—1) 


es axt : at F 
auf den Vektoren (p*”’, t) sowie op (p’’,0) und op (p*’, 1) 


dat 
apy 


(1s a’,b’ < m’) ein. Diese Meinibibeidin enthalten die angegebenen Vektoren 
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fiir p*”’ = 0 und hangen von allen Argumenten analytisch ab. Daraufhin setzen wir 
ax 


opm (p,0) = ges (z* wo) geo (;% > =) «o) 
(lsa’sm’) 
definieren Amn (p*’, 1) entsprechend und verbinden A mm’ (0,0) und A m'm'(0, 1) 
durch Ann (0, t) derart analytisch, daB bei m’< m fiir alle ¢ 


dbw 

(4.15) Rang (555 (0,t) + Cnard” (0,1), Am'm'(0, ‘)) =m’ 

gilt, was wegen (4.12), wegen der Giiltigkeit von (4.15) fiir beide Randstellen 
(Planaritét von Bm bzw. Bm vgl. dazu S. 462!) und wegen der Tatsache, daB 
die Anzahl der mw’ bei m’< m immer grdéBer als m’ ist, erreichbar ist. SchlieB- 
lich dehnen wir die Definition von oA mm’ (0, t), Are (p®’,0) und A m'm’ (p*, 1) 
durch die in allen Argumenten analytischen Funktionen 

oben’ (p”, t) = oAr'm (0, t) + 


+(1—#) (Ags (p", 0) — An'm'(0, 0) + #( An'm’ (p",1)— Aw'm’ (0, 1)) 
auf (p*’, t) aus und setzen auBerdem 
Em’ (ve, t) = (1—t) Lm (pe, 0)+t Lm (pe, 1) (m’+1S4, wsn), 


n , 
ott (p®, 0), 


wobei D ns 


Jim (B*, 0) = gus (z* (P*)) Gyamr (P 0) 2 (D",0) 
und Pha (p*’, 1) entsprechend definiert ist. Die Funktionen Fh (p*’, t) sind 


wiederum in allen Punkten (0, t) analytisch. 

Jetzt lassen sich durch Integration des mit An (pt) und Phd (p*’,t) 
gebildeten und von ¢ analytisch abhiingenden Systems (3.34), (3.35) unter den 
ebenfalls von ¢ analytisch abhaingenden Anfangsbedingungen (3.37) nach (I’) 
eindeutig die Mannigfaltigkeiten x‘(p*’, t) (0 < ¢ < 1) mit 2*(p*’, 0) = & (e) 
und 2f(p*’,1) = & (p*’) gewinnen, durch welche eine analytische Verbiegung 
von Rm’ in Em’ gegeben wird, da Bedingung (3.32) fiir alle ¢ wegen (4.14) 
zutrifft. Die Mannigfaltigkeiten dieser Verbiegungsschar sind wegen (4.15) 
im Falle m’< m fiir p®” = 0 planar, womit der Induktionsbeweis von Satz 5 
zu Ende gefihrt ist, w.z.b.w. 

Fiir den bisher ausgeschlossenen Fall - a(et . gilt im Spezialfall, daB 
der Riemannsche Raum R, ein euklidischer ee E,, ist, eine im Vergleich 
zu Satz 5 abgeschwichte Behauptung, welche ausgedriickt wird in 

Satz 6. 

Vor.: Es seien Em und Em zwei isometrisch durch gleiche Parameterwerte 
aufeinander bezogene, m-dimensionale, analytische Mannigfaltigkeiten des 


mim + 2) 
2 


n-dimensionalen euklidischen Raums £,, mit n = -. Die Nullpunkte 


seien auf beiden- Mannigfaltigkeiten keine Flachpunkte, und die an einer 
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beliebigen ((» — 1)-dimensionalen) Hyperebene des E£,, gespiegelte Mannig- 
faltigkeit Bm werde mit Em bezeichnet. 
Beh.: Dann laBt sich Fm entweder in En oder in Em analytisch verbiegen. 
Beweis. Die Behauptung dieses Satzes 148t sich ganz analog wie beim 
Beweis von Satz 5 einsehen, wenn man beachtet, daB durch eine Spiegelung 
von Em an einer Hyperebene des E,, die Orientierung der » Vektoren 


dzt ext axi = aa 

(0), —. (0), 2 (0) (1 <@,b,é <m—1,b2¢) 

apt ap ape ap™ 

bzw. der daraus durch Orthogonalisierung gewonnenen Vektoren e ‘(0), € ‘(0) 

und e* (0) (m = sex = ) —l= aia gerade umgekehrt wird, as 
Bemerkungen. 


1. Die Méglichkeit ciner stetigen Verbiegung (mit einer vom Parameter ¢ 
stetig abhaingenden Schar von Verbiegungsmannigfaltigkeiten) von Fm in 


Em bzw. Em bewies im Spezialfall m = 2 schon Scniit*) und im allgemeinen 
on 1 
Fall Burstry [14] (n= SS). 
2. Die Voraussetzung der Flachpunktfreiheit von Bn und Em ist in Satz 6 


wesentlich. Scuiir hat naémlich gezeigt**), daB es Paare analytischer, iso- 
metrischer Flachen F, und F, gibt, bei denen sich F, weder in F, noch in 
eines ihrer Spiegelbilder stetig verbiegen laBt, und dies gilt a fortiori fiir die 
ay einer analytischen Verbiegung. 

n einer Fortsetzung dieser Arbeit werden aus den Hilfssitzen von § 2 
weitere Existenz- und Eindeutigkeitssitze der mehrdimensionalen Differen- 
tialgeometrie hergeleitet werden. 
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32) Siehe dazu [15], S. 272. 
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